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щей основные понятия классического математического анали-
за. В отличие от известных подходов, здесь понятия окрестно-
сти и предела вводятся совместно на основе их интуитивного
понимания без использования специальных аксиом. Этот под-
ход применяется в двух вариантах. В одном из них совместно
с понятием окрестности вводится понятие предела последова-
тельности, а в другом — понятие предела направленности или
фильтра. В результате возникают две различные теории, не
сравнимые с точки зрения общности. Одна из них называется
теорией пространств с операцией предела последовательности,
а другая — теорией пространств с операцией предела направ-
ленности или фильтра. Вторая теория в некотором смысле мо-
жет быть включена в первую, причем ее часть, относящаяся
к топологическим пространствам с операцией предела направ-
ленности или фильтра, совпадает с общей топологией. Введен-
ное здесь понятие окрестности шире, чем рассматриваемое в
общей топологии, а именно: окрестность точки может не содер-
жать непустого открытого подмножества даже в топологиче-
ском пространстве с операцией предела последовательности. В
работе основное внимание уделено теории пространств с опе-
рацией предела последовательности, которая является более
гибкой и может служить более удобной основой для функци-
онального анализа.

По сравнению с первым изданием работы изложение пе-
реработано и дополнено новыми результатами, включено так-
же добавление, где исследуется причина появления известных
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ВВЕДЕНИЕ

Вопрос построения теории, обобщающей основные понятия
классического математического анализа, стал предметом систе-
матического исследования в начале XX века (см. [14], с. 138—
145, 166—167; [16], с. 11—16, 194—198, 259—260; [46], с. 197; [76],
с. 42—45). К числу этих понятий относятся понятия окрестно-
сти, предела (сходимости), замкнутости, компактности, связно-
сти, непрерывности, равномерной непрерывности, ограниченно-
сти, полноты, дифференциала, производной, интеграла и др.
Первую попытку построения общей теории предпринял М. Фре-
ше [69] (1906). В качестве исходного понятия теории он принял
предел последовательности. Его подход заключается в следую-
щем: выделяется некоторый класс последовательностей в мно-
жестве X, называемых сходящимися, каждой последовательно-
сти из этого класса сопоставляется некоторый элемент множест-
ва X, называемый ее пределом, и требуется выполнение аксиом

1) для каждого x∈X последовательность (x, x, . . .) схо-
дится к x;

2) подпоследовательность сходящейся к x∈X последова-
тельности в X сходится к x.

Однако эти две аксиомы не дают удовлетворительной харак-
теристики понятия предела последовательности. Поэтому П. С.
Урысон [63] (1926) (см. также [64], с. 801—806) к указанным ак-
сиомам добавил следующую аксиому:

3) несходящаяся к x∈X последовательность в X обладает
подпоследовательностью, никакая подпоследовательность ко-
торой не сходится к x.

Основанная на этих трех аксиомах теория L∗-пространств
получила некоторое дальнейшее развитие в [46], с. 197—212, и
[38] (см. также [76], с. 108—109).

Другую попытку построения общей теории предпринял Ф.
Рисс [57] (1908), исходя из понятия точки накопления. Одна-
ко его теория осталась незаконченной и дана им лишь в виде
предварительных наметок.

Начало общей топологии (т. е. теории, основанной на поня-
тии окрестности) положил Ф. Хаусдорф [71] (1914). О системе
аксиом этой теории в [16], с. 13, написано: «Выбор налагаемых
на окрестности аксиом, очевидно, до некоторой степени про-
изволен, и исторически он был предметом продолжительных
поисков. Система аксиом, на которой, в конце концов, остано-
вились, вполне отвечает потребностям современного анализа,
не впадая при этом в чрезмерную и беспредметную общность».



6 Введение

С историей выбора этой системы аксиом вкратце можно озна-
комиться в [76], с. 42—45.

В классическом анализе при введении основных понятий ис-
пользуется такое семейство окрестностей, что возникшая систе-
ма всех открытых множеств не допускает расширения с сохра-
нением операции предела последовательности, т. е. отображе-
ния, сопоставляющего каждой последовательности множество
ее пределов. Это имеет место и в любом метрическом простран-
стве (понятие метрического пространства ввел М. Фреше [69]
(1906)). Однако топология как система открытых множеств, во-
обще говоря, не обладает указанным свойством, и две различ-
ные топологии могут определить одну и ту же операцию предела
последовательности. По этой причине введенные в общей топо-
логии понятия оторваны от понятия предела последовательно-
сти в том смысле, что, к примеру, одна и та же функция при
одной и той же операции предела последовательности непре-
рывна в одной топологии и не непрерывна в другой (см. пример
в главе I, § 10, n◦ 20).

Топология фиксируется заданием сходимости направленно-
стей или фильтров. Поэтому рассматриваемые в общей топо-
логии понятия однозначно связаны с понятием предела направ-
ленности или фильтра. Однако по своей роли в общей топологии
понятие предела направленности или фильтра носит декоратив-
ный характер в том смысле, что условия, сформулированные
в терминах сходящихся направленностей или фильтров, могут
быть эффективно описаны в терминах окрестностей. С истори-
ей введения понятий направленности, фильтра и их сходимости
вкратце можно ознакомиться в [76], с. 96. В общей топологии к
понятию окрестности было приспособлено понятие сходимости
в конце 1930-х годов. Характеристические свойства топологи-
ческой сходимости направленностей указаны Келли [36] (1950)
(см. также [37], с. 107).

Начиная с 1950-х годов появились исследования (см., напри-
мер, [6], [10], [12], [29], [41], [45], [61], [66], [70]), посвященные по-
строению общей теории сходимости, в которых, как и в указан-
ных выше работах Фреше и Урысона, понятие предела вводится
с помощью аксиом без учета понятия окрестности. Однако в ин-
туитивном восприятии понятия окрестности и предела взаимно
связаны, и поэтому правильнее ввести их совместно. Более того,
при построении теории методом введения одного из указанных
понятий с помощью аксиом без учета другого допускается неко-
торый произвол в выборе системы аксиом, что делает теорию
несколько искусственной.
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Настоящая работа также посвящена вопросу построения тео-
рии, обобщающей основные понятия классического анализа. В
отличие от указанных подходов к решению вопроса здесь по-
нятия окрестности и предела вводятся совместно, без исполь-
зования специальных аксиом, на основе их интуитивного пони-
мания. Характеристические свойства введенного понятия опе-
рации предела или полной системы окрестностей точки могут
быть использованы для аксиоматического построения теории.
Этот подход применяется в двух вариантах. В одном из них сов-
местно с понятием окрестности вводится понятие предела после-
довательности, а в другом — понятие предела направленности
или фильтра. В результате возникают две различные теории, не
сравнимые с точки зрения общности. Одна из них называется
теорией пространств с операцией предела последовательности, а
другая — теорией пространств с операцией предела направлен-
ности или фильтра. Вторая теория в некотором смысле может
быть включена в первую, причем ее часть, относящаяся к то-
пологическим пространствам с операцией предела направлен-
ности или фильтра, совпадает с общей топологией. Введенное
здесь понятие окрестности шире, чем рассматриваемое в общей
топологии, а именно: окрестность точки может не содержать
непустого открытого подмножества даже в топологическом про-
странстве с операцией предела последовательности (например, в
пространстве всех вещественных функций на вещественной оси
с операцией предела, соответствующей поточечной сходимости,
дополнение множества непрерывных функций является окрест-
ностью функции Дирихле и не содержит открытой окрестности
этой функции).

Интуитивно окрестность точки представляется как всякое
подмножество, из дополнения которого нельзя приблизиться к
этой точке. Окрестность точки должна содержать эту точку,
так как в интуитивном восприятии точка сколь угодно близка к
себе. Если задан некоторый способ приближения к точке, то по
нему определяется система всех окрестностей этой точки. Об-
ратно, исходя из какой-либо системы окрестностей точки, мож-
но дать некоторый способ приближения к точке, а затем уточ-
нить систему всех окрестностей этой точки. Здесь при введении
понятия окрестности точки в одном случае требуется, чтобы из
дополнения окрестности нельзя было приблизиться к этой точке
последовательностью, а в другом — направленностью.

В непустом множестве X, элементы которого называются
точками, понятия окрестности точки и предела последователь-
ности вводятся следующим образом. Пусть N — множество всех
натуральных чисел, XN — множество всех последовательностей
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в X, а 2X — множество всех подмножеств множества X. Каж-
дой точке x∈X сопоставляется некоторое непустое множество
Vx подмножеств множества X, содержащих x. Каждое множе-
ство v ∈Vx называется окрестностью точки x, а Vx — системой
(точнее — предварительной системой) окрестностей этой точки.
Точка x∈X называется пределом последовательности x̂∈XN

по системе окрестностей Vx, а последовательность x̂ называется
сходящейся к x, если вне каждого v ∈Vx может находиться лишь
конечное число членов этой последовательности. Рассматрива-
ется отображение Λ :XN→ 2X , сопоставляющее каждой после-
довательности x̂∈XN множество ее пределов Λ(x̂)∈ 2X и назы-
ваемое операцией предела последовательности в X, определен-
ной семейством систем окрестностей (Vx :x∈X). Если каждая
сходящаяся последовательность имеет лишь один предел, то Λ
называется операцией однозначного предела последовательно-
сти. Пара (X, Λ) называется пространством с операцией пре-
дела последовательности. В пространстве (X, Λ) окрестностью
точки x∈X называется всякое подмножество u⊂X, в дополне-
нииX\u которого нет сходящейся к x последовательности. Мно-
жество Ux всех окрестностей точки x пространства (X, Λ) на-
зывается полной системой окрестностей этой точки. Операция
предела последовательности в X, определенная указанным вы-
ше способом при помощи семейства полных систем окрестностей
(Ux :x∈X), совпадает с Λ. Для каждого x∈X система Ux явля-
ется фильтром в X и совпадает с пересечением всех фильтров
в X, имеющих конечную или счетную базу (или только ассо-
циированных с последовательностями) и содержащих исходную
систему Vx (фильтр Ux может не иметь конечной или счетной
базы). В (X, Λ) подмножество M ⊂X называется открытым, ес-
ли оно либо пусто, либо является окрестностью каждой своей
точки, т. е. M ∈Ux для каждого x∈M . Множество τ всех от-
крытых подмножеств пространства (X, Λ) является топологией
в X и определяет операцию предела последовательноти Λ′, ко-
торая может отличаться от Λ (т. е. Λ′ определяется семейством
систем окрестностей (V ′

x :x∈X), где V ′
x для каждого x∈X яв-

ляется системой всех таких v ∈ τ , что x∈ v). Среди топологий
в X, определяющих операцию предела последовательности Λ′,
τ является сильнейшей и называется секвенциальной тополо-
гией пространства (X, Λ). Она является также топологией всех
открытых подмножеств пространства (X, Λ′), а значит, и его се-
квенциальной топологией. Имеет место включение Λ(x̂)⊂Λ′(x̂)
для всех x̂∈XN. В случае Λ′ = Λ пространство (X, Λ) называ-
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ется топологическим. Примерами топологических пространств
с операцией предела последовательности могут служить секвен-
циально равномерные пространства (см. определение 2.2), в ча-
стности, пространства с операцией однозначного предела после-
довательности и линейные пространства. Пространство (X, Λ)
называется линейным, а Λ — линейной операцией предела по-
следовательности, если X — векторное пространство над полем
вещественных или комплексных чисел, а для любых сходящих-
ся последовательностей x̂, ŷ в X и любой сходящейся к неко-
торому α числовой последовательности α̂ имеют место вклю-
чения Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) и αΛ(x̂)⊂Λ(α̂x̂) (отсюда вытекает,
что на самом деле выполняются равенства, если, конечно, α 6= 0
в случае операции неоднозначного предела последовательности
Λ). Секвенциальная топология линейного пространства инва-
риантна относительно сдвигов и гомотетий. В векторном про-
странстве среди топологий, определяющих данную линейную
операцию однозначного предела последовательности, может не
существовать векторной или даже хаусдорфовой топологии (см.
примеры в главе III, § 16, n◦ 1 и n◦ 2).

Аналогично вводятся понятия окрестности точки и предела
направленности. Пусть K(X) — класс всех направленностей в
X. Точка x∈X называется пределом направленности x̌∈K(X)
по системе окрестностей Vx этой точки, если направленность x̌
почти вся лежит в каждом v ∈Vx. Отображение L :K(X)→ 2X ,
сопоставляющее каждой направленности x̌∈K(X) множество
ее пределов L(x̌)∈ 2X , называется операцией предела направ-
ленности в X, определенной семейством систем окрестностей
(Vx :x∈X). Пара (X, L) называется пространством с операцией
предела направленности. В пространстве (X, L) окрестностью
точки x∈X называется всякое подмножество w⊂X, в допол-
нении X\w которого нет сходящейся к x направленности. Мно-
жество Wx всех окрестностей точки x пространства (X, L) на-
зывается полной системой окрестностей этой точки. Семейство
систем окрестностей (Wx :x∈X) тоже определяет в X опера-
цию предела направленности L. Для каждого x∈X система Wx
является фильтром вX, имеющим предбазу Vx. В (X, L) множе-
ство называется открытым, если оно либо пусто, либо является
окрестностью каждой своей точки. Множество τ ′ всех откры-
тых подмножеств пространства (X, L) является топологией в
X и определяет операцию предела направленности L′, которая
может отличаться от L. При этом τ ′ является также топологи-
ей всех открытых подмножеств пространства (X, L′). В случае
L′ =L пространство (X, L) называется топологическим. Про-
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странство с операцией предела направленности является топо-
логическим тогда и только тогда, когда в нем окрестность точ-
ки содержит открытую окрестность этой точки (пространство с
операцией предела последовательности, обладающее этим свой-
ством, является частным случаем топологического простран-
ства с операцией предела последовательности и называется про-
странством Фреше−Урысона). Пространство с операцией одно-
значного предела направленности может не быть топологиче-
ским. Семейства систем окрестностей (Vx :x∈X) и (Wx :x∈X)
определяют вX одну и ту же операцю предела последовательно-
сти Λ, которая является сужением отображения L наXN⊂K(X).
Однако Wx⊂Ux и τ ′⊂ τ , где Ux — полная система окрестно-
стей точки x, а τ — секвенциальная топология пространства
(X, Λ). Теория топологических пространств с операцией пре-
дела направленности совпадает с общей топологией. При этом
включения Wx⊂Ux и τ ′⊂ τ позволяют результаты теории про-
странств с операцией предела направленности, а значит, и об-
щей топологии сформулировать также в теории пространств с
операцией предела последовательности.

Другой вариант построения теории (хотя он не представляет
определенного интереса) можно получить, если зафиксировать
направленное множество I и использовать лишь класс тех на-
правленностей в X, каждая из которых является поднаправлен-
ностью некоторой направленности в X, имеющей область опре-
деления I.

Указанные варианты могут быть включены в одну общую
схему. Пусть (Vx :x∈X) — семейство некоторых систем окрест-
ностей, а F — некоторый фильтр в множествеX. Точка x∈X на-
зывается пределом фильтра F по системе окрестностей Vx этой
точки, а фильтр F — сходящимся к x, если Vx⊂F. Для каждого
x∈X обозначим через Fx фильтр всех подмножеств множества
X, содержащих x. Рассмотрим систему Φфильтров вX, которая
содержит все фильтры Fx, x∈X, а для любых F∈Φ и M ⊂X
при M /∈F содержит такой фильтр F′⊃F, что X\M ∈F′. Опре-
делим отображение L :Φ→ 2X , сопоставляющее каждому F∈Φ
множество его пределов L(F )∈ 2X по семейству систем окрест-
ностей (Vx :x∈X), и назовем L операцией предела фильтров из
Φ, а пару (X, L) — пространством с операцией предела филь-
тров из Φ. В пространстве (X, L) окрестностью точки x∈X на-
зывается всякое такое подмножество v⊂X, что x /∈L(F ) для
любого F∈Φ, содержащего, X\v. Множество Vx всех окрестно-
стей точки x пространства (X, L) называется полной системой
окрестностей этой точки. Система Vx является фильтром в X и
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совпадает с пересечением всех сходящихся к x фильтров из Φ,
т. е. Vx =

⋂
{F∈Φ :Vx⊂F}=

⋂
{F∈Φ :x∈L(F )}. Фильтр Vx мо-

жет не принадлежать Φ. Пусть Wx — фильтр в X, имеющий
предбазу Vx. Очевидно, Vx⊂Wx⊂Vx. Каждое семейство систем
окрестностей (Wx :x∈X) и (Vx :x∈X) тоже определяет опера-
цию предела L. В (X, L) множество называется открытым, ес-
ли оно либо пусто, либо является окрестностью каждой своей
точки. Множество τ̃ всех открытых подмножеств пространства
(X, L) является топологией в X и определяет операцию преде-
ла L′ фильтров из Φ, которая может отличаться от L. При этом
τ̃ является также топологией всех открытых подмножеств про-
странства (X, L′). В случае L′ = L операция предела L и про-
странство (X, L) называются топологическими. В (X, L) воз-
можность приближения к x∈X точками подмножества M ⊂X
означает существование фильтра из Φ, который содержит M и
сходится к x. Когда Φ есть множество всех фильтров в X, будем
называть L просто операцией предела фильтра. В этом случае
можно принять L также в качестве операции предела направ-
ленности, а когда Φ есть множество всех фильтров в X, ассоци-
ированных с последовательностями (или даже имеющих конеч-
ную или счетную базу), можно принять L в качестве операции
предела последовательности. Справедливы следующие утвер-
ждения.

Отображение L :Φ→ 2X является операцией предела филь-
тров из Φ (т. е. определяется семейством систем окрестно-
стей) тогда и только тогда, когда

1) x∈L(F x) для каждого x∈X;
2) L(F )⊂L(F ′) для любых фильтров F⊂F′ из Φ;
3) для каждых F∈Φ и x∈X\L(F ) существует фильтр

F′⊃F из Φ, содержащий такое M ⊂X, что x /∈L(F ′′) для лю-
бого F′′ ∈Φ, содержащего M .

Отображение L является топологической операцией преде-
ла фильтров из Φ тогда и только тогда, когда выполняются
условия 1), 2) и

3 ′) для каждых F∈Φ и x∈X\L(F ) существует фильтр
F′⊃F из Φ, содержащий такое M ⊂X\{x}, что L(F ′′)⊂M для
любого F′′ ∈Φ, содержащего M .

Содержание работы разбито на четыре главы. Выделен так-
же вспомогательный раздел, где вводятся необходимые обозна-
чения и приводятся некоторые часто используемые в работе по-
нятия и предложения из теории множеств, общей топологии и
линейной алгебры, проясняется терминология. Есть и добавле-
ние, где обсуждаются некоторые вопросы теории множеств.
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Первые три главы занимает теория пространств с операцией
предела последовательности. В главе I исследуются общие про-
странства, в том числе, топологические пространства с опера-
цией предела последовательности и пространства Фреше−Уры-
сона. Полученные здесь характеристические свойства операции
однозначного предела последовательности эквивалентны приве-
денным выше трем аксиомам.

Глава II посвящена пространствам с секвенциальной равно-
мерностью, имеющим аналогию с равномерными пространства-
ми, введенными в общую топологию А. Вейлем [25] (1937). В
этих пространствах операция предела последовательности опре-
деляется при помощи специального отношения эквивалентности
в множестве последовательностей, называемого отношением се-
квенциальной равномерности.

В главе III рассматриваются линейные пространства с опе-
рацией предела последовательности, а вкратце — также группы,
кольца и алгебры с операцией предела последовательности.

В главе IV дается краткое описание теории пространств с
операцией предела направленности или фильтра, где проводит-
ся также сопоставление построенных двух теорий.

Некоторые из доказанных здесь утверждений известны так-
же из работ других авторов в связи с исследованиями L∗-про-
странств (см. [38], [46], [76]), секвенциальных пространств (см.
[12], [67], [68], [76]) и дифференцируемости нормы (см. [30], с.
482—511; [23], с. 19—60). Как было отмечено, результаты об-
щей топологии и, в частности, теории топологических вектор-
ных пространств могут быть сформулированы также в теории
пространств с операцией предела последовательности. В связи с
этим следует отметить, что полученные здесь результаты, кото-
рые имеют аналоги в общей топологии, в основном отличаются
от этих аналогов по характеру условий или утверждений.

Остановимся вкратце на некоторых особенностях теории
пространств с операцией предела последовательности.

Условия, сформулированные при помощи операции преде-
ла последовательности, не всегда допускают эффективное опи-
сание в терминах окрестностей (например, аксиомы линейной
операции предела последовательности, понятие дифференциру-
емой функции или указанные в теореме 2.13 необходимые и
достаточные условия секвенциальной равномеризуемости про-
странства с операцией предела последовательности). Обратно,
условия, сформулированные в терминах окрестностей, не всегда
допускают эффективное описание при помощи операции преде-
ла последовательности (например, аксиомы векторной тополо-
гии или необходимое и достаточное условие метризуемости ли-
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нейного пространства с операцией предела последовательности).
Поэтому понятия окрестности и предела последовательности
вместе дают более широкую классификацию рассматриваемых
объектов. Это, в частности, относится к подмножествам частич-
но упорядоченного множества L(X) всех операций предела по-
следовательности в заданном множестве X (для Λ1 ∈L(X) и
Λ2 ∈L(X) считается Λ1 6 Λ2 и говорится Λ1 сильнее Λ2 или Λ2

слабее Λ1, если Λ1(x̂)⊂Λ2(x̂) при всех x̂∈XN). Множество L(X)
является полной решеткой. В множестве L1(X) всех операций
однозначного предела последовательности совершенно упорядо-
ченное подмножество имеет точную верхнюю границу и, сле-
довательно, в L1(X) существует максимальный элемент, т. е.
максимально слабая операция однозначного предела последо-
вательности. Однако в множестве всех операций предела после-
доватвльноти, определенных хаусдорфовыми топологиями, со-
вершенно упорядоченное подмножество может не иметь верхней
границы. Если X — векторное пространство, то в множестве
L∗1(X) всех линейных операций однозначного предела после-
довательности совершенно упорядоченное подмножество имеет
точную верхнюю границу и, следовательно, в L∗1(X) существу-
ет максимальный элемент. Существует также наименьший эле-
мент, т. е. сильнейшая линейная операция предела последова-
тельности (она определяется векторной топологией). Однако в
множестве всех линейных операций однозначного предела по-
следовательности, определенных векторными топологиями, со-
вершенно упорядоченное подмножество может не иметь верхней
границы. В векторном пространстве X вместе с данной линей-
ной операцией предела последовательности Λ представляет ин-
терес рассмотрение множества  L всех линейных операций пре-
дела последовательности, порождающих ту же систему ограни-
ченных подмножеств в X, что и Λ. В  L совершенно упорядочен-
ное подмножество имеет точную верхнюю границу и, значит, в  L
существует максимальный элемент (существует также наимень-
ший элемент). Линейная операция предела последовательности,
являющаяся наименьшим или максимальным элементом в  L,
может не определяться векторной топологией (см. замечание
3.12 в главе III, § 12 и пример в главе III, § 16, n◦ 1). Линейные
пространства, соответствующие наименьшему и максимально-
му элементам, могут быть различных категорий (см. замечание
3.15 в главе III, § 12), причем пространство, соответствующее
максимальному элементу, квазиполно.

Расширение понятия окрестности способствует получению
новых результатов. Такими являются, например, теорема 3.54
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в § 12 главы III и основанные на ней теоремы 3.55, 3.56, 3.59,
3.60, обобщающие классические теорему Банаха−Штейнгауза и
теорему об открытом отображении, а также теоремы 3.57, 3.58,
усиливающие некоторые известные варианты теоремы Банаха−
Штейнгауза для топологических векторных пространств (среди
результатов, связанных с понятием ограниченного множества,
выделим еще теорему 3.53, предложения 3.33, 3.46—3.51 и след-
ствия 3.9—3.13).

Введенное здесь понятие пополнения пространства непри-
вычно в том смысле, что, например, пополнение линейного про-
странства многочленов на отрезке вещественной оси с равно-
мерной сходимостью есть линейное пространство непрерывных
функций, в котором сходимость сильнее равномерной сходимо-
сти (см. главу III, § 16, n◦ 10 и n◦ 11). Это понятие пополнения
интересно хотя бы тем, что всякое секвенциально непрерывное
линейное отображение неполного линейного пространства в пол-
ное линейное пространство допускает секвенциально непрерыв-
ное линейное продолжение на пополнение. С другой стороны,
как показывает пример в главе III, § 16, n◦ 9, секвенциально
непрерывный линейный функционал, определенный на вектор-
ном подпространстве линейного пространства, может не допус-
кать секвенциально непрерывного продолжения на замыкание
этого подпространства (в § 12 главы III доказывается теорема
3.67 типа Хана−Банаха, в которой указывается необходимое и
достаточное условие для продолжения функционала по секвен-
циальной непрерывности и линейности).

Теория пространств с операцией предела последовательно-
сти удобна также для введения понятия дифференцируемой
функции в ненормируемых линейных пространствах (в связи
с этим см. [70], с. 5—16; [23], с. 43—48; [1]; [2]).

Сказанное показывает, что теория пространств с операци-
ей предела последовательности является более гибкой и может
служить более удобной основой для функционального анализа.

В работе используются термины «пространство с топологи-
ей», «пространство с равномерностью» и «пространство с мет-
рикой», которые имеют такой же смысл, какой имеют в общей
топологии термины «топологическое пространство», «равномер-
ное пространство» и «метрическое пространство» соответствен-
но, а последние термины используются здесь в смысле топологи-
зируемого, равномеризуемого и метризуемого пространства со-
ответственно. Начало и окончание доказательства указываются
знаками J и I соответственно, причем появление второго знака
сразу после утверждения теоремы, предложения или следствия
подразумевает, что доказательство не трудно.



ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1. Обозначения и определения, связанные с множе-
ствами, семействами и последовательностями. Всюду в
дальнейшем

• N — множество натуральных чисел;
• R — множество вещественных чисел;
• R+ — множество вещественных неотрицательных чисел;
• C — множество комплексных чисел;
• Ø — пустое множество;
• 2X — множество всех подмножеств множества X;
• XN — множество всех последовательностей

x̂ = (xn : n∈N) = (x1, x2, . . .)

в множествеX 6= Ø, а [x̂] или {xn :n∈N}— множество элементов
из X, являющихся членами последовательности x̂.

Последовательность x̂′ = (x′n :n∈N) называется подпоследо-
вательностью последовательности x̂= (xn :n∈N) и указыва-
ется записью x̂′≺ x̂, если для некоторой последовательности на-
туральных чисел k1<k2< . . . выполняются равенства x′n =xkn ,
n∈N.

Множество, состоящее из одного элемента x, обозначается
через {x}. Последовательность, все члены которой являются од-
ним и тем же элементом x, называется стационарной последо-
вательностью, составленной элементом x, и обозначается через
ẋ (в этом случае [ẋ] = {x}). Последовательность, все члены ко-
торой, кроме конечного их числа, являются одним и тем же
элементом, называется почти стационарной.

Будем говорить, что последовательность x̂∈XN почти вся
лежит (является частой) в подмножестве M ⊂X, если X\M
содержит лишь конечное (M содержит бесконечное) число чле-
нов последовательности x̂. Почти вся лежащая в M последова-
тельность является частой в M .

Говорят, что числовая последовательность (rn :n∈N)∈RN
+

стремится к бесконечности, если для каждого r′ ∈R+ суще-
ствует такое n′ ∈N, что rn>r′ для всех n>n′.

Пустое множество рассматривается как конечное множество.
Два множества, имеющие пустое пересечение, называются непе-
ресекающимися. Непустое подмножество множества будем на-
зывать также системой элементов этого множества.

Если подмножествоM ⊂X содержится в объединении систе-
мы γ подмножеств множества X, то говорят, что γ покрывает
M или γ является покрытием для M .
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Разбиением непустого множества X называется всякая си-
стема непустых и попарно непересекающихся подмножеств в X,
объединение которой совпадает с X.

Относительно систем γ1 и γ2 подмножеств множества X при
γ1⊂ γ2 будем говорить, что γ2 сильнее γ1 или γ1 слабее γ2.

Термины функция и отображение используются как сино-
нимы, причем всюду в дальнейшем, говоря о функции или ото-
бражении f :X→Y , предполагается, что множетва X и Y не-
пустые. Отображение f называется биективным, если f(X) =Y
и f(x1) 6= f(x2) для любых элементов x1 6=x2 изX. Для сужения
отображения f на X ′⊂X используется запись f |X′ . Функция,
принимающая числовые значения, называется числовой функ-
цией или функционалом. Говорят, что система F отображений
f :X→Y разделяет элементы в X, если для любых двух эле-
ментов x1 6=x2 из X существует такое f ∈F , что f(x1) 6= f(x2).

Отображение i 7→xi множества I в множество X называется
также семейством элементов X (или семейством в X) и запи-
сывается в виде (xi : i∈ I), причем каждое i∈ I называется ин-
дексом, I — индексным множеством, каждое xi — членом се-
мейства, а образ множества I при этом отображении называется
множеством (или системой) членов семейства и записывается в
виде {xi : i∈ I}. Относительно подмножества {xi : i∈ I}⊂X го-
ворят также, что оно задается семейством (xi : i∈ I). Семейство
(x′i : i∈ I ′) в X называется подсемейством семейства (xi : i∈ I),
если I ′⊂ I и x′i =xi для всех i∈ I ′. Семейство (xi : i∈ I) называ-
ется конечным (счетным), если I конечно (счетно).

Последовательность является семейством с индексным мно-
жеством N. Однако подпоследовательность как семейство, во-
обще говоря, не является подсемейством последовательности.
Относительно подпоследовательности x̂′ = (xn+m :n∈N) после-
довательности x̂= (xn :n∈N), где m∈N, будем говорить, что
она получается удалением из x̂ первых m членов, причем бу-
дем записывать ее также в виде семейства x̂′ = (xn :n>m),
индексное множество которого отличается от N. Если строго
возрастающие последовательности натуральных чисел kn и mn,
n∈N, такие, что {kn :n∈N} и {mn :n∈N} образуют разбиение
N, то будем говорить, что ŷ= (xkn :n∈N) и ẑ= (xmn :n∈N) об-
разуют разбиение x̂ на две подпоследовательности.

Для пары (x̂, ŷ) последовательностей x̂= (xn :n∈N) и ŷ=
= (yn :n∈N) обозначается [(x̂, ŷ)] = {(xn, yn) :n∈N}, а для пары
(x̂′, ŷ′) последовательностей x̂′ = (x′n :n∈N) и ŷ′ = (y′n :n∈N) за-
пись (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) означает ((x′n, y

′
n) :n∈N)≺ ((xn, yn) :n∈N).
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Для объединения, пересечения и декартова произведения
семейства множеств (Xi : i∈ I) используются обозначения⋃

i∈I
Xi =

⋃
{Xi : i∈ I},⋂

i∈I
Xi =

⋂
{Xi : i∈ I},∏

i∈I
Xi =

∏
(Xi : i∈ I).

Элемент x декартова произведения X =
∏
i∈I

Xi записывается

в виде семейства x= (xi : i∈ I), где xi ∈Xi, а для каждого i∈ I
проектирующее отображение x 7→xi произведения X на со-
множитель Xi обозначается через pri, т. е. pri(x) =xi. Если
x̂= (x(n) :n∈N) — последовательность элементов x(n) =

(
x

(n)
i :

i∈ I
)

из X, то для последовательности x̂i =
(
x

(n)
i :n∈N

)
в Xi

используется обозначение x̂i = pri(x̂). В случае, когда Xi =Y
для всех i∈ I, произведение X записывается в виде X =Y I или
X =Y ν , где ν — мощность множества I. Произведение Y I есть
множество всех отображений множества I в Y .

Для объединения, пересечения и декартова произведения ко-
нечного или счетного семейства множеств используются также
другие общепринятые обозначения.

2. Обозначения и определения, связанные с декарто-
вым произведением X×X. Пусть X — непустое множество.
Диагональю произведения X×X называется множество

∆(X) = {(x, x) : x∈X}.
Для w⊂X×X, v⊂X×X и M ⊂X обозначаются

w−1 = {(y, x) : (x, y)∈w},
w◦v = {(x, z) : (x, y)∈ v и (y, z)∈w для некоторого y ∈X},

w[M ]1 = {x∈X : (x, y)∈w для некоторого y ∈M},
w[M ]2 = {x∈X : (y, x)∈w для некоторого y ∈M},

w[M ] = w[M ]1∩w[M ]2,
а в случаях M = {y} и M =X используются обозначения

w[{y}]1 = w[y]1, w[{y}]2 = w[y]2, w[{y}] = w[y],

w[X]1 = pr1(w), w[X]2 = pr2(w).
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При этом для u⊂X×X и G⊂X имеют место равенства

(w◦v)−1 = v−1◦w−1, w◦(v◦u) = (w◦v)◦u,

w[M ]1 = w−1[M ]2, w[M ]2 = w−1[M ]1, w[M ] = w−1[M ],

(w◦v)[M ]1 = v[w[M ]1]1, (w◦v)[M ]2 = w[v[M ]2]2,

w◦(M×G)◦v = v[M ]1×w[G]2.

Кроме того, равенства v[M ]1∩w[G]2 = Ø и M∩(v◦w)[G]2 = Ø мо-
гут выполняться лишь одновременно, а для H ⊂X×X принад-
лежность (x, y)∈w−1◦H◦v−1 эквивалентна (v[x]1×w[y]2)∩H 6= Ø.

Для w⊂X×X множества wn, n∈N, вводятся при помощи
равенств w1 = w и wn+1 = w◦wn, а w−n = (w−1)n = (wn)−1 (не сле-
дует путать wn с аналогичным обозначением для декартова
произведения). Множество w называется симметричным, если
w = w−1; поглощающим по композиции, если X×X =

⋃
n∈N

wn.

Бинарным отношением (короче — отношением) в множе-
ствеX называется всякое подмножество R⊂X×X. Относитель-
но R говорят также, что оно определяет отношение в X, а от-
носительно элементов x и y из X при (x, y)∈R говорят, что x
находится в отношении R с y (или x и y находятся в отношении
(x, y)∈R). Отношение R в X называется

• рефлексивным, если ∆(X)⊂R;
• транзитивным, если R◦R⊂R;
• симметричным, если R=R−1;
• антисимметричным, если R∩R−1⊂∆(X);
• отношением эквивалентности, если оно рефлексивно,

транзитивно и симметрично;
• отношением частичного упорядочения, если оно рефлек-

сивно, транзитивно и антисимметрично;
• отношением частичного предупорядочения, если оно ре-

флексивно и транзитивно.
Пусть R — отношение эквивалентности в множестве X. Эле-

менты x и y из X при (x, y)∈R называются эквивалентными.
Множество всех элементов из X, эквивалентных x, называет-
ся классом эквивалентности, определенным элементом x. Два
класса эквивалентности, определенные различными элемента-
ми, либо не пересекаются, либо совпадают. Система всех классов
эквивалентности образует разбиение множества X, называемое
разбиением, порожденным отношением эквивалентности R.
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Если в множестве X определено отношение R частичного
упорядочения (предупорядочения), то X называется частично
упорядоченным (предупорядоченным) множеством. При (x, y)∈
∈R∪R−1 элементы x и y из X называются сравнимыми, а при
(x, y)∈R говорят, что x предшествует y или y следует за x.
Если отношение частичного упорядочения R в X такое, что
R∪R−1 =X×X, то X называется совершенно упорядоченным.

Пусть X — множество, частично упорядоченное отношением
R. Элемент x∈X называется максимальным (минимальным),
если ({x}×X)∩R= {(x, x)} ((X×{x})∩R= {(x, x)}). Для под-
множества M ⊂X элемент y ∈M называется наименьшим (наи-
большим), если {y}×M ⊂R (M×{y}⊂R). Элемент z ∈X на-
зывается нижней (верхней) границей множества M , если
{z}×M ⊂R (M×{z}⊂R), причем наибольший (наименьший)
элемент множества всех нижних (верхних) границ множестваM
называется точной нижней (точной верхней) границей мно-
жества M .

Частично упорядоченное множество называется полной ре-
шеткой, если любое его непустое подмножество имеет точную
нижнюю и точную верхнюю границы.

Совершенно упорядоченное множество называется вполне
упорядоченным, если каждое его непустое подмножество со-
держит наименьший элемент. Говорят, что элемент x вполне
упорядоченного множества непосредственно предшествует
элементу y или y непосредственно следует за x, если y сле-
дует за x, x 6= y и нет отличного от x и y элемента, следую-
щего за x и предшествующего y. С понятием вполне упорядо-
ченного множества связаны понятие порядкового числа и метод
трансфинитной индукции (см., например, [55], с. 348—366).

Отношение частичного предупорядочения часто обозначает-
ся символом 6 (в некоторых специальных случаях используют-
ся также обозначения ⊂ и ≺), причем то, что y следует за x,
записывается в виде x6 y или y>x, а для указания, что x6 y
и x 6= y, используется запись x<y или y >x.

Лемма Цорна: если в частично упорядоченном множестве X
каждое совершенно упорядоченное подмножество имеет верх-
нюю границу, то X обладает максимальным элементом, а каж-
дое x∈X предшествует некоторому максимальному элементу.

3. Топологии. Система τ подмножеств множества X назы-
вается топологией в X, если X ∈ τ , Ø∈ τ , конечные пересече-
ния и произвольные объединения множеств из τ принадлежат τ .
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Пара (X, τ), где τ — топология в множестве X, называется
пространством с топологией (в обшей топологии она называ-
ется топологическим пространством).

Система β множеств из топологии τ называется базой топо-
логии τ , если любое непустое множество из τ является объеди-
нением некоторых множеств из β.

Система γ множеств из топологии τ называется предбазой
топологии τ , если система β всевозможных пересечений конеч-
ного числа множеств из γ образует базу топологии τ .

Пространство (X, τ) и топология τ называются хаусдорфо-
выми, если для каждых x∈X и y ∈X найдутся такие u∈ τ и
v ∈ τ , что x∈u, y ∈ v и u∩ v= Ø.

Пусть τ — топология в множестве X, а X1⊂X. Тогда си-
стема τ1 = {u∩X1 :u∈ τ} подмножеств множества X1 является
топологией в X1 и называется топологией, индуцированой в X1
топологией τ . При этом пространство с топологией (X1, τ1) на-
зывается подпространством пространства (X, τ).

Пусть ((Xi, τi) : i∈ I) — семейство пространств с тополо-
гией, а β — система подмножеств декартова произведения
X =

∏
i∈I

Xi, представимых в виде
∏
i∈I

Ai, где Ai ∈ τi, причем

Ai =Xi для всех i∈ I, кроме конечного числа значений. Тогда
β является базой некоторой топологии τ в X, называемой тихо-
новской топологией или тихоновским произведением семей-
ства топологий (τi : i∈ I) и записываемой в виде τ =

∏
i∈I

τi (это

обозначение не следует путать с декартовым произведением
множеств). Пространство с топологией (X, τ) называется пря-
мым произведением семейства пространств ((Xi, τi) : i∈ I) и за-
писывается в виде (X, τ) =

∏
i∈I

(Xi, τi). Прямое произведение

(X, τ) двух пространств с топологией (X1, τ1) и (X2, τ2) запи-
сывается в виде (X, τ) = (X1, τ1)×(X2, τ2), причем для тополо-
гии τ используется обозначение τ = τ1×τ2.

4. Фильтры. Система F подмножеств множества X назы-
вается фильтром в X, если Ø /∈F, пересечение конечного числа
множеств из F принадлежит F, всякое подмножество множества
X, содержащее множество из F, принадлежит F.

Система β множеств из фильтра F называется его базой,
если каждое множество из F содержит множество из β.

Система β подмножеств множества X является базой филь-
тра в X тогда и только тогда, когда Ø /∈β, а пересечение любых
двух множеств из β содержит множество из β.
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Система γ множеств из фильтра F называется его предба-
зой, если система β всевозможных пересечений конечного числа
множеств из γ образует базу фильтра F.

Система γ подмножеств множества X называется центри-
рованной, если пересечение любого конечного числа множеств
из γ не пусто.

Система γ подмножеств множества X является предбазой
фильтра в X тогда и только тогда, когда она центрирована.
Фильтр F в X, имеющий предбазу γ, есть система тех подмно-
жеств множества X, каждое из которых содержит пересечение
конечного числа множеств из γ. Относительно фильтра F гово-
рят, что он порожден системой γ. Очевидно, F есть слабейший
фильтр в X, для которого γ⊂F. Фильтр в X, максимальный по
отношению включения, называется ультрафильтром.

Для отображения f :X→Y и фильтра F в некотором X ′⊂X
система множеств {f(M) :M ∈F} является фильтром в f(X ′) и
обозначается через f(F).

Пусть Vx для каждого x∈X есть некоторый фильтр под-
множеств множества X, содержащих x, а τ — система подмно-
жеств множества X, состоящая из пустого подмножества и та-
ких v⊂X, что v ∈Vx для каждого x∈ v. Тогда τ является то-
пологией в X. Она называется топологией, определенной се-
мейством фильтров (Vx :x∈X).

Пусть X =
∏
i∈I

Xi, Fi для каждого i∈ I — фильтр в Xi, а

β — система подмножеств в X, представимых в виде
∏
i∈I

Mi,

где Mi ∈Fi, причем Mi =Xi для всех i∈ I, кроме конечного
числа значений. Тогда β есть база некоторого фильтра F в X,
называемого произведением семейства фильтров (Fi : i∈ I) и
записываемого в виде F =

∏
i∈I

Fi (это обозначение не следует

путать с декартовым произведением множеств). Произведение
двух фильтров F1 и F2 записывается в виде F1×F2.

Пусть X =
∏
i∈I

Xi; V
(i)
xi для каждых i∈ I и xi ∈Xi — некото-

рый фильтр подмножеств множества Xi, содержащих xi; Vx
для каждого x∈X — фильтр в X, являющийся произведением
семейства фильтров

(
V

(i)
xi : i∈ I

)
, где xi = pri(x); τi для каждо-

го i∈ I — топология в Xi, определенная семейством фильтров(
V

(i)
xi :xi ∈Xi

)
; τ — топология в X, определенная семейством

фильтров (Vx :x∈X). Тогда
∏
i∈I

τi⊂ τ .
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5. Направленности. Частично предупорядоченное множе-
ство I называется направленным, если для каждых двух эле-
ментов i1 и i2 из I существует такое i∈ I, что i1 6 i и i2 6 i.
Отображение f : I→X направленного множества I называется
направленностью в X.

Направленность g :J→X называется поднаправленностью
направленности f : I →X, если существует такое отображение
h :J→ I, что g= f◦h= fh (т. е. g(j) = f(h(j)) при любом j ∈J) и
для каждого i0 ∈ I найдется такое j0 ∈J , что h(j) > i0 при j> j0.

Последовательность является направленностью и обладает
поднаправленностями, не являющимися последовательностями.

Говорят, что направленность f : I→X почти вся лежит в
M ⊂X, если существует такое i0 ∈ I, что f(i)∈M для всех i> i0.
Если же для каждого i∈ I найдется такое i′ > i, что f(i′)∈M ,
то говорят, что направленность f является частой в M .

Для направленности f : I→X система {Mi : i∈ I} множеств
Mi = {f(i′) : i′ > i} является базой фильтра в X, называемого
фильтром, ассоциированным с направленностью f .

Для каждого фильтра F в X существует такая направлен-
ность f : I→X, что ассоциированный с ней фильтр совпадает с
F, а именно: в качестве I можно взять множество всевозможных
пар (x, M), где M ∈F и x∈M , считая (x1, M1) 6 (x2, M2), если
M2⊂M1, а в качестве f — отображение, определенное равен-
ством f(i) =x для i= (x, M).

Пусть F — фильтр, ассоциированный с направленностью
f : I→X, а M ⊂X. Направленность f почти вся лежит (явля-
ется частой) в M тогда и только тогда, когда M ∈F (существует
в X такой фильтр F′⊃F, что M ∈F′).

Пусть D(X)⊂X×2X — частично предупорядоченное под-
множество таких пар (x, M)∈X×2X , что x∈M , причем счита-
ется (x1, M1) 6 (x2, M2), если M2⊂M1. Тогда для каждой
направленности g :J→X существует единственная направлен-
ность f : I→X, такая, что I ⊂D(X), f(i) =x для i= (x, M)∈I,
a g и f могут лишь вместе почти все лежaть или являться часты-
ми в одном и том же подмножестве множества X. В силу этого
утверждения в § 1 главы IV при построении теории пространств
с операцией предела направленности вместо класса всех направ-
ленностей в X можно рассматривать множество тех направлен-
ностей, области определения которых являются направленны-
ми подмножествами в D(X), причем для удобства даже можно
не требовать, чтобы все эти направленности были сужениями
проектирующего отображения pr1 :X×2X→X. Это позволяет
обойтись без понятия класса (по поводу разницы между интуи-
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тивными понятиями множества и класса см. добавление).
С целью сохранения аналогии с принятыми выше обозна-

чениями для последовательностей в дальнейшем удобно зна-
чение f(i) направленности f : I→X на элементе i∈ I обозна-
чить через xi, саму направленность f представить в виде се-
мейства (xi : i∈ I) и переобозначить ее, например, через x̌, т. е.
x̌= (xi : i∈ I), а множество ее значений обозначить через [x̌],
т. е. [x̌] = {xi : i∈ I}, причем для указания, что x̌′ является под-
направленностью направленности x̌, использовать запись x̌′≺ x̌,
а направленность, все члены которой являются одним и тем же
элементом x, независимо от ее области определения обозначить
через ẋ и называть стационарной направленностью.

6. Векторные пространства. Пусть X — векторное про-
странство над полем вещественных или комплексных чисел,
т. е. множество, в котором определены сумма x+ y ∈X любых
двух его элементов (векторов) x, y и произведение αx∈X лю-
бого элемента x∈X на произвольное число α, причем эти опера-
ции удовлетворяют общеизвестным аксиомам. Символом 0 обо-
значается как нулевой вектор (нуль) пространства X, так и чис-
ло нуль. Противоположный к x∈X вектор обозначается через
−x, т. е. x+ (−x) = x−x = 0.

Векторное пространство над полем вещественных (комплек-
сных) чисел называется вещественным (комплексным) вектор-
ным пространством. Если в комплексном векторном простран-
стве X вместе с операцией сложения векторов рассматривать
операцию умножения вектора лишь на вещественное число, то
получится вещественное векторное пространство, которое обо-
значается через XR и называется ассоциированным с X веще-
ственным векторным пространством. Всякий раз, когда безраз-
лично какое числовое поле рассматривать или это ясно из кон-
текста, термин «векторное пространство» используется без ука-
зания числового поля.

Числовая мнимая единица обозначается через i, а для ком-
плексного числа c= a+ ib, где a и b — вещественные числа, обо-
значаются c= a− ib, <c= a, =c= b и |c|=

√
a2 + b2.

Для подмножеств M , G векторного пространства X и чис-
лового множества A через M +G, M −G и AM обозначаются
множества всевозможных векторов x+ y, x− y и αx соответ-
ственно, где x∈M , y ∈G и α∈A. При этом вместо {x}±G,
M ±{y} и {α}M пишутся x±G, M ± y и αM соответственно.
Обозначается −M = (−1)M = 0 −M . Для последовательностей
x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) в X и числовой последователь-
ности α̂= (αn :n∈N) через x̂+ ŷ, x̂− ŷ и α̂x̂ обозначаются по-
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следовательности векторов xn + yn, xn− yn и αnxn соответ-
ственно. При этом для числовой стационарной последователь-
ности α̇ вместо α̇x̂ пишется αx̂. Введением этих операций сложе-
ния последовательностей и умножения последовательности на
число, множество XN становится векторным пространством, в
котором нулем служит 0̇, а противополжным к x̂∈XN вектором
служит −x̂= (−1)x̂= 0̇− x̂.

Всюду в дальнейшем, говоря о декартовом произведении Z
произвольного семейства (Zi : i∈ I) векторных пространств над
одним и тем же полем чисел, предполагается, что Z наделено
структурой векторного пространства следующим образом: сум-
ма ξ+ η элементов ξ= (ξi : i∈ I) и η= (ηi : i∈ I) из Z, где ξi ∈Zi
и ηi ∈Zi, определяется равенством ξ+ η= (ξi + ηi : i∈ I), а про-
изведение αz элемента z= (zi : i∈ I) из Z, где zi ∈Zi, на число
α определяется равенством αz= (αzi : i∈ I). Нулем в Z служит
0 = (0i : i∈ I), где 0i — нуль пространства Zi, а противополож-
ным к z= (zi : i∈ I)∈Z вектором служит −z= (−zi : i∈ I).

Пусть (x1, x2, . . . , xn) — конечное семейство векторов с не-
которым n∈N, а (α1, α2, . . . , αn) — семейство чисел. Сумма
α1x1 +α2x2 + . . .+αnxn называется линейной комбинацией век-
торов x1, x2, . . . , xn, а числа α1, α2, . . . , αn — коэффициента-
ми линейной комбинации. При этом указанная сумма называ-
ется вещественно линейной (выпуклой) комбинацией векторов
x1, x2, . . . , xn, если αk ∈R для всех k = 1, 2, . . . , n (соответ-
ственно αk > 0 для всех k = 1, 2, . . . , n и α1 +α2 + . . .+αn = 1).
Конечное семейство векторов называется линейно (веществен-
но линейно) независимым, если линейная (вещественно линей-
ная) комбинация ее членов может равняться нулю лишь тогда,
когда равны нулю все коэффициенты этой комбинации. Про-
извольное семейство векторов называется линейно (веществен-
но линейно) независимым, если любое его конечное подсемей-
ство линейно (вещественно линейно) независимо. Произвольная
система векторов называется линейно (вещественно линейно)
независимой, если в ней любое конечное семейство попарно раз-
личных векторов линейно (вещественно линейно) независимо.
Семейство векторов, не являющееся линейно независимым, на-
зывается линейно зависимым (это относится и к системе векто-
ров). Линейно зависимому семейству векторов может соответ-
ствовать линейно независимая система векторов. В веществен-
ном векторном пространстве вещественно линейная комбинация
векторов есть их линейная комбинация, а вещественно линей-
ная независимость векторов есть их линейная независимость.
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В комплексном векторном пространстве вещественно линейно
независимая система векторов может быть линейно зависимой.

В векторном пространстве X множество M называется
• поглощающим по сложению, если для каждого x∈X су-

ществует такое n∈N, что x∈M +M + . . .+M , где число сла-
гаемых равно n;

• поглощающим (или радиально поглощающим), если для
каждого x∈X существует такое r > 0, что x∈ rM ;

• уравновешенным, если rM ⊂M для любого числа r с
|r|6 1;

• вещественно уравновешенным, если rM ⊂M для любого
r∈ [−1; 1];

• радиально уравновешенным, если rM ⊂M для любого
r∈ [0; 1];

• выпуклым, если rM + (1− r)M ⊂M для любого r∈ (0; 1);
• векторным подпространством, если M 6= Ø и αM +βM ⊂

⊂M для любых чисел α и β;
• вещественным векторным подпространством, если M 6=

6= Ø и αM +βM ⊂M для любых вещественных чисел α и β;
• уравновешением множества H, если M =

⋃
{rH : |r|6 1};

• вещественным уравновешением множества H, если M =
=

⋃
{rH : −1 6 r6 1};
• радиальным уравновешением множества H, если M =

=
⋃
{rH : 0 6 r6 1};
• линейной оболочкой множества H, если M — множество

всех конечных линейных комбинаций векторов из H;
• вещественно линейной оболочкой множества H, если M

— множество всех конечных вещественно линейных комбинаций
векторов из H;

• выпуклой оболочкой множества H, если M — множество
всех конечных выпуклых комбинаций векторов из H.

Будем говорить, что подмножество M векторного простран-
ства X поглощает подмножество G⊂X, если rG⊂M при неко-
тором r > 0, а поглощает последовательность x̂ векторов из X,
если оно поглощает множество [x̂]. Кроме того, выпуклую обо-
лочку множества [x̂] будем называть также выпуклой оболочкой
последовательности x̂.

Поглощающее множество и непустое радиально уравнове-
шенное множество содержат нуль. Поглощающее и радиально
уравновешенное множество поглощающе по сложению. Если
множество M уравновешено и |α|= 1, то αM =M . Выпуклое
множество, содержащее нуль, радиально уравновешено. Так как
H ⊂αH + (1−α)H для любых числа α и множестваH векторов,
то rM + (1− r)M =M для любых r∈ [0; 1] и выпуклого множе-
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ства M . В векторном пространстве выпуклая оболочка множе-
ства H является выпуклым множеством и совпадает с пересе-
чением всех выпуклых множеств, содержаших H, а линейная
(вещественно линейная) оболочка множества H 6= Ø является
векторным (вещественным векторным) подпространством и сов-
падает с пересечением всех векторных (вещественных вектор-
ных) подпространств, содержащих H. В вещественном вектор-
ном пространстве вещественное векторное подпространство есть
векторное подпространство, а вещественно линейная оболочка
множества есть его линейная оболочка.

В векторном пространстве для всякого выпуклого множе-
ства M выпуклая оболочка M ′ множества M∪(−M) веществен-
но уравновешена и справедливы равенства

M ′ =
⋃
{tM − (1− t)M : t∈ [0; 1]} =

=
⋃
{rtM − r(1− t)M : t∈ [0; 1], r∈ [−1; 1]}.

Для подмножества M векторного пространства вектор x∈M
называется крайней точкой, если из условий x1 ∈M , x2 ∈M ,
t∈ (0; 1) и x= tx1 + (1− t)x2 следует, что x1 =x2 =x.

В векторном (вещественном векторном) подпространстве
X ′ 6= {0} векторного пространства максимальная по отношению
включения линейно (вещественно линейно) независимая систе-
ма векторов существует и называется базисом (вещественным
базисом) Гамеля в X ′, причем если эта система конечна, то
она просто называется базисом (вещественным базисом) в X ′.
Любые два базиса (вещественных базиса) Гамеля в X ′ имеют
одинаковую мощность, которая называется размерностью (ве-
щественной размерностью) X ′ и обозначается через dimX ′

(dimRX
′). Если dimX ′ =n (dimRX

′ =n) для некоторого n∈N,
то X ′ называется конечномерным, а именно: n-мерным вектор-
ным (вещественным векторным) подпространством ({0} счита-
ется 0-мерным подпространством). Вещественный базис Гаме-
ля в векторном подпространстве X ′ вещественного векторного
пространства есть базис Гамеля в X ′ и dimRX

′ = dimX ′. Если
H — базис Гамеля в векторном подпространстве X ′ комплекс-
ного векторного пространства, то H∪(iH) есть вещественный
базис Гамеля в X ′ и, значит, dimRX

′ = 2 dimX ′ (в случае бес-
конечномерного X ′ dimRX

′ = dimX ′). Если XR — веществен-
ное векторное пространство, ассоциированное с комплексным
векторным пространством X, то dimRX = dimXR, причем ве-
щественное векторное подпространство X ′⊂X есть векторное
подпространство в XR, a dimX ′ в XR равно dimRX

′ в X.
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Пусть X и Y — векторные пространства, а G⊂X. Отобра-
жение f :G→Y называется

• аддитивным, если G+G⊂G и f(x1 +x2) = f(x1) + f(x2)
для всех x1 и x2 из G;

• положительно однородным, если rG=G и f(rx) = rf(x)
для всех r > 0 и x∈G;

• вещественно однородным, если rG⊂G и f(rx) = rf(x)
для всех r∈R и x∈G;

• однородным, если X и Y имеют одно и то же числовое поле
K, а rG⊂G и f(rx) = rf(x) для всех r∈K и x∈G;

• вещественно линейным, если G — вещественное векторное
подпространство в X, а f аддитивно и вещественно однородно;

• линейным, если X и Y имеют одно и то же числовое поле,
G— векторное подпространство вX, а f аддитивно и однородно.

Если отображение f :G→Y положительно однородно
и 0∈G, то f(0) = 0, а если f аддитивно и rG⊂G для лю-
бого рационального числа r, то f(rx) = rf(x), x∈G. В слу-
чае вещественных векторных пространств X и Y веществен-
ная однородность или вещественная линейность отображения
f есть его однородность или линейность соответственно. Ядром
линейного (вещественно линейного) отображения f называет-
ся множество f−1(0) = {x∈G : f(x) = 0} и является векторным
(вещественным векторным) подпространством в G.

Функционал Минковского µu :X→R+ поглощающего под-
множества u векторного пространства X определяется форму-
лой µu(x) = inf {r > 0 :x∈ ru}, x∈X, и положительно однороден.
Множества v= {x :µu(x)< 1} и w= {x :µu(x) 6 1} поглощающие
и радиально уравновешены, причем µu =µv =µw и u⊂w, v⊂w,
а если u радиально уравновешено, то v⊂u⊂w. Если поглоща-
ющее множество u уравновешено (вещественно уравновешено),
то µu(αx) = |α|µu(x) для любых x∈X и числа (вещественного
числа) α, причем множества v и w тоже уравновешены (веще-
ственно уравновешены). Если поглощающее множество u вы-
пукло, то µu(x+y) 6µu(x) +µu(y) для любых x и y изX, причем
множества v и w тоже выпуклы. Для любого положительно од-
нородного функционала f :X→R+ множество u= {x : f(x)< 1}
поглощающе и радиально уравновешено, причем f =µu.

Говорят, что векторное пространство X изоморфно (веще-
ственно изоморфно) векторному пространству Y , если суще-
ствует линейное (вещественно линейное) биективное отображе-
ние f :X→Y . При этом f называется изоморфизмом (веще-
ственным изоморфизмом) X на Y .
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Пусть X0 — векторное (вещественное векторное) подпро-
странство векторного пространства X. Определим в X отноше-
ние эквивалентности, считая два вектора x и y из X эквива-
лентными, если x−y ∈X0. Классами эквивалентности являются
множества x+X0, x∈X, называемые классами смежности.
Если операции сложения ϕ+ψ классов смежности ϕ=x+X0,
ψ= y+X0 и умножения αϕ класса смежности ϕ на число (ве-
щественное число) α определить соответственно формулами
ϕ+ψ=x+ y+X0 и αϕ=αx+X0, то множество всех классов
смежности становится векторным пространством, которое обо-
значается через X/X0 и называется фактор-пространством
пространства X по X0. Нулем фактор-пространства X/X0 явля-
ется X0. Отображение π :X→X/X0, сопоставляющее каждому
x∈X класс смежности π(x) =x+X0, линейно (вещественно ли-
нейно) и называется фактор-отображением.

Пусть X1 и X2 — векторные (вещественные векторные) под-
пространства векторного пространства X. Если отображение
(x1, x2) 7→x1 +x2 является изоморфизмом (вещественным изо-
морфизмом) X1×X2 на X, то X называется алгебраической
прямой суммой подпространств X1, X2 и записывается в ви-
де X =X1⊕X2. Очевидно, X =X1⊕X2 тогда и только тогда, ко-
гда каждое x∈X единственным образом представляется в ви-
де x=x1 +x2, где x1 ∈X1 и x2 ∈X2, т. е. когда X =X1 +X2
и X1∩X2 = {0}. Если X =X1⊕X2, то X2 будем записывать в
виде X2 =X	X1 и называть алгебраическим дополнением под-
пространства X1, причем аналогичные запись и название бу-
дем использовать также для X1. Если X1 6=X и X1 6= {0}, то X1
имеет бесконечное множество алгебраических дополнений, при-
чем любые два алгебраических дополнения имеют одинаковую
размерность (вещественную размерность). Пусть X =X1⊕X2.
Отображения p1 :X→X1 и p2 :X→X2, удовлетворяющие ра-
венству p1(x) + p2(x) =x для всех x∈X, линейные (веществен-
но линейные) и называются проектирующими отображениями,
аннулирующимися на X2 и X1 соответственно. Пересечение
множества X2 с каждым классом смежности из X/X1 явля-
ется одноэлементным множеством, а сужение на X2 фактор-
отображения π :X→X/X1 является изоморфизмомX2 наX/X1.

Отображение x 7→x∗ комплексного векторного пространства
X на себя называется инволюцией в X, если (x+ y)∗ =x∗ + y∗,
(αx)∗ =αx∗ и (x∗)∗ =x для любых x, y из X и числа α. Эле-
мент x∈X при x∗ =x называется вещественным. Подмноже-
ство X0⊂X всех вещественных элементов является веществен-
ным векторным подпространством, причем X =X0⊕ iX0.



Г л а в а I

ОБЩИЕ ПРОСТРАНСТВА С ОПЕРАЦИЕЙ
ПРЕДЕЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Операция предела последовательности.
Полная система окрестностей точки

Пусть X — непустое множество. Его элементы назовем точ-
ками. Каждой точке x∈X сопоставим некоторую систему Vx
подмножеств множества X, содержащих x. Каждое множество
v ∈Vx назовем окрестностью точки x, а Vx — системой (точ-
нее — предварительной системой) окрестностей точки x. Этим
мы намереваемся рассматривать способ приближения к точке,
по которому нельзя приблизиться к x точками множества X\v
при любом v ∈Vx. Исходя из семейства систем окрестностей
(Vx :x∈X), введем в X понятие предела последовательности и
тем самым уточним смысл высказывания “приблизиться к точке
последовательностью".

Определение 1.1. Точка x∈X называется пределом по-
следовательности x̂∈XN по системе Vx окрестностей точ-
ки x, если x̂ почти вся лежит в каждом v ∈Vx. Отображе-
ние Λ :XN→ 2X , сопоставляющее каждой последовательности
x̂∈XN множество ее пределов Λ(x̂)∈ 2X , называется операци-
ей предела последовательности в множестве X (короче — опе-
рацией предела в X), определенной семейством систем окрест-
ностей (Vx :x∈X). Пара (X, Λ) называется пространством с
операцией предела последовательности (короче — пространст-
вом с операцией предела), причем X называется носителем, а
его элементы и подмножества — точками и подмножества-
ми пространства. В (X, Λ) последовательность x̂∈XN, имею-
щая предел, называется сходящейся, причем если x∈Λ(x̂), то
будем говорить, что x̂ сходится к x. Последовательность x̂,
не имеющая предела, т. е. с Λ(x̂) = Ø, называется расходящей-
ся. Если каждая сходящаяся последовательность имеет лишь
один предел, то Λ называется операцией однозначного предела.

Предложение 1.1. Пусть в множестве X операция преде-
ла Λ определена семейством систем окрестностей (Vx :x∈X),
а V ′

x для каждого x∈X — фильтр в X, имеющий предбазу Vx.
Тогда семейство систем окрестностей (V ′

x :x∈X) тоже опре-
деляет в X операцию предела Λ. I
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Предложение 1.2. Пусть в множестве X операция преде-
ла Λ определяется каждым из семейств систем окрестностей(
V

(i)
x :x∈X

)
, i∈ I. Тогда Λ определяется также семейством

(Vx :x∈X) систем окрестностей Vx =
⋃
i∈I

V
(i)
x . I

Предложение 1.3. В множестве X для всякой операции
предела Λ существует семейство сильнейших систем окрест-
ностей (Ux :x∈X), определяющее эту операцию предела, при-
чем Ux для каждого x∈X является фильтром в X.

J Пусть
{(
V

(i)
x :x∈X

)
: i∈ I

}
— множество всевозможных

семейств
(
V

(i)
x :x∈X

)
систем окрестностей в X, каждое из кo-

торых определяет операцию предела Λ. Для каждого x∈X по-
ложим Ux =

⋃
i∈I

V
(i)
x . С учетом предложения 1.2 (Ux :x∈X) яв-

ляется семейством сильнейших систем окрестностей, определя-
ющим операцию предела Λ. В силу предложения 1.1 Ux явля-
ется фильтром в X. I

Определение 1.2. В множестве X семейство сильнейших
систем окрестностей (Ux :x∈X), определяющее операцию
предела Λ, называется семейством полных систем окрестно-
стей пространства (X, Λ). При этом в (X, Λ) окрестностью
точки x называется любое множество из Ux, а Ux называется
полной системой окрестностей точки x. Окрестностью мно-
жества M называется всякое множество в этом простран-
стве, являющееся окрестностью каждой точки из M (любое
множество считается окрестностью для Ø). Подсистема
Vx⊂Ux называется фундаментальной системой окрестностей
точки x, если для каждого u∈Ux существует такое v ∈Vx,
что v⊂u (т. е. если Vx является базой фильтра Ux).

Замечание 1.1. Пусть в множестве X операция предела Λ
определена семейством систем окрестностей (Vx :x∈X). Тогда
полная система Ux окрестностей точки x пространства (X, Λ),
вообще говоря, отличается от фильтра V ′

x в X, имеющего пред-
базу Vx, причем V ′

x⊂Ux. Возможность V ′
x 6=Ux означает, что не

всякий фильтр подмножеств множества X, содержащих точку
x∈X, может служить полной системой окрестностей точки x в
некотором пространстве с операцией предела последовательно-
сти, имеющем носитель X.

Определение 1.3. Множество Sx всех последовательно-
стей в множестве X, сходящихся к точке x∈X по системе
Vx окрестностей этой точки, называется структурой схо-
димости последовательностей к x (короче — структурой
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сходимости к x), определенной системой Vx окрестностей
точки x. Семейство (Sx :x∈X) называется структурой схо-
димости последовательностей в X (короче — структурой схо-
димости в X), определенной семейством систем окрестностей
(Vx :x∈X).

Пусть Vx — некоторая система окрестностей точки x в мно-
жестве X, а V ′

x — фильтр в X, имеющий предбазу Vx. Тогда Vx и
V ′
x определяют одну и ту же структуру Sx сходимости к x. Объ-

единение Ux всех систем окрестностей точки x, определяющих
структуру Sx сходимости к x, тоже определяет эту структуру
сходимости к x и является сильнейшей системой окрестностей
точки x, определяющей Sx. При этом Ux является фильтром в
X и называется полной системой окрестностей точки x, соот-
ветствующей структуре Sx сходимости к x.

Предложение 1.4. Пусть Vx — некоторая система окрест-
ностей точки x в множестве X; Sx — структура сходимости
к x, определенная системой Vx; Ux — полная система окрест-
ностей точки x, соответствующая структуре Sx. Тогда

а) Sx∩(X\M)N 6= Ø для любого такого M ⊂X, что M /∈Ux;
б) Ux совпадает с пересечением всех фильтров в X, имею-

щих конечную или счетную базу (или только ассоциированных
с последовательностями) и содержащих систему Vx (фильтр
Ux может не иметь конечной или счетной базы).

J (а) Очевидно, что если x /∈M , то ẋ∈Sx∩(X\M)N. В слу-
чае x∈M рассмотрим систему U ′

x =Ux∪{M} окрестностей точ-
ки x и определенную ею структуру S′x сходимости к x. Так как
Ux⊂U ′

x и Ux 6=U ′
x, то S′x⊂Sx и S′x 6=Sx. Поэтому Sx\S′x 6= Ø.

Пусть x̂∈Sx\S′x. Ясно, что внеM должны находиться все члены
некоторой подпоследовательности x̂′≺ x̂. Однако x̂′ ∈ (X\M)N и
x̂′ ∈Sx. Следовательно, Sx∩(X\M)N 6= Ø.

(б) Пусть u∈Ux, а F — фильтр в X, который сильнее систе-
мы Vx и имеет конечную или счетную базу {M ′

n :n∈N}. Поло-

жим Mn =
n⋂
i=1

M ′
n, n∈N. Тогда Mn+1⊂Mn для всех n∈N. Кро-

ме того, {Mn :n∈N} является базой фильтра F. Предположим
u /∈F. Тогда Mn\u 6= Ø для всех n∈N. Для каждого n∈N вы-
берем некоторое xn ∈Mn\u и рассмотрим последовательность
x̂= (xn :n∈N), которая, очевидно, почти вся лежит в каждом
Mn. Так как Vx⊂F, то x̂ почти вся лежит в каждом v ∈Vx. По-
этому x̂∈Sx и, значит, x̂ почти вся лежит в u. Однако это
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противоречит выбору x̂. Следовательно, u∈F.
Пусть, обратно, подмножество u⊂X принадлежит каждо-

му фильтру в X, который сильнее Vx и имеет конечную или
счетную базу. Докажем, что u∈Ux. Предположим противное.
Тогда в силу а) существует последовательность x̂∈Sx∩(X\u)N.
Пусть x̂= (xn :n∈N). Для каждого n∈N рассмотрим множе-
ство Mn = {xi : i>n}. Обозначим через F фильтр в X, имеющий
базу {Mn :n∈N}. Так как x̂ почти вся лежит в каждом v ∈Vx,
то Vx⊂F. Но тогда, по условию, u∈F и, следовательно, x̂ почти
вся лежит в u. Однако это невозможно, поскольку xn /∈u для
всех n∈N. Полученное противоречие доказывает, что u∈Ux. I

Если в множестве X системы V ′
x и V ′′

x окрестностей точки
x определяют одну и ту же структуру Sx сходимости к x, то
пересечение системы V ′

x совпадает с пересечением системы V ′′
x .

Предложение 1.5. Если в множестве X операция преде-
ла Λ и структура сходимости (Sx :x∈X) определены одним и
тем же семейством систем окрестностей, то

Λ(x̂) = {x∈X : x̂∈Sx}, x̂∈XN,

Sx = {x̂∈XN : x∈Λ(x̂}, x∈X.
Обратно, если выполняется одно из этих равенств, то выпол-
няется и другое, а полная система Ux окрестностей произ-
вольной точки x∈X, соответствующая структуре Sx сходи-
мости к x, является также полной системой окрестностей
точки x в пространстве (X, Λ). I

В силу предложений 1.4 и 1.5 справедлива
Теорема 1.1. Система Ux подмножеств в X, содержащих

точку x∈X, тогда и только тогда является полной системой
окрестностей точки x в некотором пространстве с операцией
предела (X, Λ), когда для каждого такого M ⊂X, что M /∈Ux,
существует последовательность в X\M , почти вся лежащая
в каждом множестве из Ux. Кроме того, Ux тогда и толь-
ко тогда является полной системой окрестностей точки x в
некотором пространстве (X, Λ), когда Ux совпадает с пересе-
чением всех фильтров в X, имеющих конечную или счетную
базу (или только ассоциированных с последовательностями) и
содержащих систему Ux. I

Понятия полной системы окрестностей точки и операции
предела последовательности вводились выше совместно, без ис-
пользования специальных аксиом, за исключением требования,
что окрестность точки должна содержать эту точку. Применен-
ный подход вкратце можно описать следующим образом: исходя
из семейства (Vx :x∈X) некоторых систем окрестностей, опре-
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деляется операция предела последовательности Λ в множестве
X, затем каждая система Vx расширяется с сохранением Λ и по-
лученная сильнейшая система Ux принимается как система всех
окрестностей точки x в пространстве (X, Λ). При этом Ux яв-
ляется системой всех таких подмножеств пространства (X, Λ),
в дополнении каждого из которых нет сходящейся к точке x
последовательности (т. е. из дополнения каждого из этих под-
множеств нельзя приблизиться к точке x последовательностью).

Ясно, что указанное в теореме 1.1 свойство может быть при-
нято в качестве аксиомы (хотя бы неэффективной) для введения
понятия полной системы окрестностей точки.

Теорема 1.2. Отображение Λ :XN→ 2X является опера-
цией предела в множестве X (т. е. определяется семейством
систем окрестностей) тогда и только тогда, когда

1) x∈Λ(ẋ) для каждого x∈X;
2) Λ(x̂)⊂Λ(x̂′) для любых x̂′≺ x̂ из XN;
3) для каждых x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂) существует такое

x̂′≺ x̂, что x /∈Λ(ξ̂) для любого ξ̂ ∈ [x̂′]N.
В пространстве с операцией предела (X, Λ) полная систе-

ма Ux окрестностей точки x есть множество таких u⊂X,
что x /∈Λ(ξ̂) для любого ξ̂ ∈ (X\u)N. В (X, Λ) множество v
является окрестностью множества M тогда и только тогда,
когда M∩Λ(ξ̂) = Ø для любого ξ̂ ∈ (X\v)N.

J Необходимость указанных свойств очевидна. Докажем их
достаточность. С этой целью для каждого x∈X рассмотрим
множество Ux таких u⊂X, что x /∈Λ(ξ̂) для любого ξ̂ ∈ (X\u)N.
В частности, X ∈Ux. Из свойства 1) отображения Λ следует, что
x∈u для любого u∈Ux. Множество Ux примем в качестве систе-
мы окрестностей точки x и при помощи семейства (Ux :x∈X)
систем окрестностей определим в X операцию предела Λ′. До-
кажем, что Λ′ = Λ. Пусть x∈X и x̂∈XN. Если x∈Λ(x̂), то x̂ по-
чти весь лежит в каждом u∈Ux. Действительно, в противном
случае существуют такие u∈Ux и x̂′≺ x̂, что [x̂′]⊂X\u. Одна-
ко из свойства 2) отображения Λ следует, что Λ(x̂)⊂Λ(x̂′). А
это противоречит выбору Ux. Тем самым из x∈Λ(x̂) следует,
что x∈Λ′(x̂) и, значит, Λ(x̂)⊂Λ′(x̂). Если же x /∈Λ(x̂), то в силу
свойства 3) отображения Λ существует такое x̂′≺ x̂, что x /∈Λ(ξ̂)
для любого ξ̂ ∈ [x̂′]N. Ясно, что множество u=X\[x̂′] принадле-
жит Ux. Однако вне u находится бесконечное число членов по-
следовательности x̂. Поэтому x /∈Λ′(x̂) и, значит, Λ′(x̂)⊂Λ(x̂).
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Из доказанных включений получаем Λ′(x̂) = Λ(x̂), т. е. Λ′ = Λ.
Следовательно, Λ является операцией предела в X и определя-
ется построенным семейством (Ux :x∈X) систем окрестностей.
Остальные утверждения очевидны. I

Если Vx для каждого x∈X — система всех таких окрест-
ностей vx точки x в пространстве с операцией предела (X, Λ),
что множество X\vx конечно или счетно, то в силу теоремы 1.2
семейство систем окрестностей (Vx :x∈X) определяет в X опе-
рацию предела Λ.

Следствие 1.1. В пространстве (X, Λ) последователь-
ность x̂ почти вся лежит в каждой окрестности множе-
ства M тогда и только тогда, когда каждая ее подпоследова-
тельность обладает подпоследовательностью ŷ= (yn :n∈N),
для которой либо M∩Λ(ŷ) 6= Ø, либо M∩Λ(ẏn) 6= Ø для всех
n∈N. I

Укажем другие характеристические свойства операции пре-
дела последовательности.

Теорема 1.3. Отображение Λ :XN→ 2X является операци-
ей предела в множестве X тогда и только тогда, когда

1) x∈Λ(ẋ) для каждого x∈X;
2) Λ(x̂)⊂Λ(x̂′) для любых x̂′≺ x̂ из XN;
3) если x∈X и x̂∈XN такие, что для каждого x̂′≺ x̂ су-

ществует x̂′′≺ x̂′, для которого x∈Λ(x̂′′), то x∈Λ(x̂);
4) если x∈X и x̂= (xn :n∈N)∈XN такие, что x∈Λ(ẋn)

для всех n∈N, то x∈Λ(x̂).
J Свойства 1) и 2) операции предела Λ очевидны. Из указан-

ного в свойстве 3) условия вытекает, что в пространстве (X, Λ)
любая подпоследовательность x̂′≺ x̂ является частой в каждой
окрестности точки x. Следовательно, последовательность x̂ по-
чти вся лежит в каждой окрестности точки x. Поэтому x∈Λ(x̂)
и, значит, Λ обладает свойством 3). Если же выполняется ука-
занное в свойстве 4) условие, то любая окрестность точки x со-
держит все члены последовательности x̂ и, значит, x∈Λ(x̂), т. е.
Λ обладает свойством 4).

Теперь докажем, что если отображение Λ обладает свойства-
ми 1)—4), то оно является операцией предела в X. Для этого
достаточно доказать, что Λ обладает указанным в теореме 1.2
свойством 3). Пусть x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂). Тогда в силу свой-
ства 3) отображения Λ существует такое ŷ≺ x̂, что x /∈Λ(ŷ′) для
любого ŷ′≺ ŷ. Пусть ŷ= (yn :n∈N). Принадлежность x∈Λ(ẏn)
может выполняться лишь для конечного числа значений n∈N.
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Действительно, если x∈Λ(ẏin) для всех n∈N, где (in :n∈N)
— строго возрастающая последовательность натуральных чи-
сел, то в силу свойства 4) отображения Λ имеет место x∈Λ(ŷ′)
для ŷ′ = (yin :n∈N)≺ ŷ. А это противоречит выбору ŷ. Выберем
k∈N так, чтобы x /∈Λ(ẏn) для всех n> k. Обозначим x′n = yk+n,
n∈N, и рассмотрим x̂′ = (x′n :n∈N)≺ x̂. Убедимся в том, что
x /∈Λ(ξ̂) для любого ξ̂ ∈ [x̂′]N. Действительно, ξ̂ обладает либо
стационарной подпоследовательностью, либо подпоследователь-
ностью, являющейся также подпоследовательностью для x̂′. В
обоих случаях из построения x̂′ с учетом свойства 2) отображе-
ния Λ следует, что x /∈Λ(ξ̂). Тем самым Λ обладает указанными
в теореме 1.2 свойствами и, следовательно, является операцией
предела в X. I

Указанные в теореме 1.3 свойства (они более эффективны,
чем указанные в теореме 1.2 свойства) могут быть приняты в
качестве системы аксиом для введения понятия операции пре-
дела последовательности. При таком аксиоматическом постро-
ении теории операция предела последовательности становится
исходным понятием теории лишь формально, поскольку поня-
тие окрестности точки было существенно использовано при вы-
боре этих аксиом.

Из теоремы 1.3 вытекает
Теорема 1.4. Отображение Λ :XN→ 2X тогда и только

тогда является операцией предела в X, по которой стацио-
нарная последовательность имеет один предел, когда

1) Λ(ẋ) = {x} для каждого x∈X;
2) Λ(x̂)⊂Λ(x̂′) для любых x̂′≺ x̂ из XN;
3) если x∈X и x̂∈XN такие, что для каждого x̂′≺ x̂ су-

ществует x̂′′≺ x̂′, для которого x∈Λ(x̂′′), то x∈Λ(x̂). I
Рассмотрим в множестве X операцию однозначного предела

Λ. Обозначим через X̂ множество таких x̂∈XN, что Λ(x̂) 6= Ø.
Сужение на X̂ отображения Λ :XN→ 2X обозначим через λ и
для каждого x̂∈ X̂ в качестве λ(x̂) примем точку вместо одно-
точечного множества. Полученное отображение λ : X̂→X тоже
называется операцией однозначного предела в X.

Из теоремы 1.4 легко получаются характеристические свой-
ства операции однозначного предела.

Теорема 1.5. Отображение λ : X̂→X, где X̂ ⊂XN, явля-
ется операцией однозначного предела в X тогда и только то-
гда, когда
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1) ẋ∈ X̂ и λ(ẋ) =x для каждого x∈X;
2) если x̂∈ X̂ и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈ X̂ и λ(x̂′) =λ(x̂);
3) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из X̂ и λ(x̂1) =λ(x̂2) для любых x̂1≺ x̂ и x̂2≺ x̂ из X̂, то
x̂∈ X̂. I

Указанные свойства операции однозначного предела экви-
валентны приведенным во введении трем аксиомам.

Характеристические свойства операции предела можно
сформулировать в терминах структуры сходимости.

Теорема 1.6. Для точки x∈X подмножество Sx⊂XN яв-
ляется структурой сходимости к x тогда и только тогда,
когда

1) ẋ∈Sx;
2) если x̂∈Sx и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈Sx;
3) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из Sx, то x̂∈Sx;
4) если x̂= (xn :n∈N)∈XN такое, что ẋn ∈Sx для всех

n∈N, то x̂∈Sx.
Полная система Ux окрестностей точки x∈X, соответ-

ствующая структуре Sx сходимости к x, состоит из таких
u⊂X, что Sx∩(X\u)N = Ø. I

Теорема 1.7. Семейство (Sx :x∈X) подмножеств Sx⊂XN

тогда и только тогда является структурой сходимости в
множестве X, по которой стационарная последовательность
имеет один предел, когда Sx для каждого x∈X обладает свой-
ствами

1) ẋ∈Sx и ẏ /∈Sx для любого y 6=x из X;
2) если x̂∈Sx и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈Sx;
3) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из Sx, то x̂∈Sx. I
Теорема 1.8. Семейство (Sx :x∈X) подмножеств Sx⊂XN

тогда и только тогда является структурой сходимости в
множестве X, определяющей операцию однозначного предела,
когда

1) ẋ∈Sx для каждого x∈X;
2) Sx∩Sy = Ø для любых x 6= y из X;
3) если x̂∈Sx и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈Sx;
4) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из Sx, то x̂∈Sx. I
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Предложение 1.6. Пусть x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N)
— последовательности в пространстве (X, Λ). Если xn+m =
= yn+k для некоторых целых m> 0, k> 0 и всех n∈N, то
Λ(x̂) = Λ(ŷ). I

Предложение 1.7. Пусть x̂ — последовательность в
пространстве (X, Λ), а для некоторого m∈N подпоследова-
тельности x̂i≺ x̂, i= 1, 2, . . . , m, такие, что множество

[x̂]\
m⋃
i=1

[x̂i] конечно, а каждая стационарная подпоследователь-

ность последовательности x̂ является подпоследовательно-
стью также для некоторой x̂i. Тогда

Λ(x̂) =
m⋂
i=1

Λ(x̂i). I

Предложение 1.8. В пространстве (X, Λ) для любой по-
следовательности x̂= (xn :n∈N) имеют место включения⋃

k∈N

⋂
n>k

Λ(ẋn) ⊂ Λ(x̂),
⋂
k∈N

⋃
n>k

Λ(ẋn) ⊂
⋃
x̂′≺x̂

Λ(x̂′). I

Предложение 1.9. Отображение Λ :XN→ 2X , определен-
ное для всех x̂= (xn :n∈N)∈XN равенством

Λ(x̂) =
⋃
k∈N

⋂
n>k

Λ(ẋn),

где Λ(ξ̇) для каждого ξ ∈X — некоторое подмножество в X,
содержащее ξ, является операцией предела в X, причем пол-
ная система Ux окрестностей точки x пространства (X, Λ)
есть система всех подмножеств в X, содержащих множе-
ство {ξ ∈X :x∈Λ(ξ̇)}. I

Указанная в предложении 1.9 операция предела возникает в
связи с одним вопросом, рассмотренным в главе II, § 1.

Предложение 1.10. Пусть Λ — операция предела в мно-
жестве X, а отображение Λ′ :XN→ 2X определено для x̂∈XN

следующим образом: Λ′(x̂) = Ø, если Λ(x̂) = Ø или x̂ обладает
двумя стационарными подпоследовательностями, составлен-
ными различными точками; Λ′(x̂) = Λ(x̂), если x̂ не обладает
стационарной подпоследовательностью; Λ′(x̂) = {x} для x∈X,
если Λ(x̂) 6= Ø и ẋ является единственной стационарной под-
последовательностью для x̂. Тогда Λ′ является операцией пре-
дела в X, по которой стационарная последовательность име-
ет один предел, причем она может быть определена семей-
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ством (V ′
x :x∈X) систем окрестностей V ′

x =Ux∪U∗
x , где Ux —

полная система окрестностей точки x в (X, Λ), а U∗
x — си-

стема подмножеств в X, содержащих x и имеющих конечные
дополнения. I

Предложение 1.11. Пусть {Λi : i∈ I}—система операций
предела в множестве X, а отображение Λ :XN→ 2X определе-
но формулой

Λ(x̂) =
⋂
i∈I

Λi(x̂), x̂∈XN.

Тогда Λ является операцией предела в X и определяется се-
мейством (Vx :x∈X) систем окрестностей Vx =

⋃
i∈I

U
(i)
x , где

U
(i)
x — полная система окрестностей точки x в (X, Λi). I

В предложении 1.11 фильтр в X, имеющий предбазу Vx, мо-
жет отличаться от полной системы окрестностей точки x про-
странства (X, Λ).

Замечание 1.2. Для операций предела Λ1 и Λ2 в множес-
тве X отображение Λ :XN→ 2X , определенное формулой Λ(x̂) =
= Λ1(x̂)∪Λ2(x̂), x̂∈XN, может не быть операцией предела.

Предложение 1.12. Пусть f — отображение множества
X в множество Y ; Λ̃ — операция предела в Y ; (Ũy : y ∈Y ) —
семейство полных систем окрестностей пространства (Y, Λ̃);
Λ :XN→ 2X — отображение, определенное формулой

Λ(x̂) = f−1(Λ̃(ŷ)), (1)

где x̂= (xn :n∈N)∈XN и ŷ= (f(xn) :n∈N). Тогда Λ является
операцией предела в X. Кроме того, в пространстве (X, Λ)
полная система Ux окрестностей точки x есть фильтр, име-
ющий базу

Vx = {f−1(ũ) : ũ∈ Ũy, y= f(x)}, (2)

причем каждая окрестность точки x является также окре-
стностью множества f−1(f(x)).

J В силу (1) Λ обладает указанными в теореме 1.3 свойст-
вами и, следовательно, является операцией предела в X.

Пусть u — окрестность точки x в пространстве (X, Λ). По-
кажем, что u является окрестностью множества f−1(f(x)). Рас-
смотрим произвольное ξ̂ ∈ (X\u)N. С учетом теоремы 1.2 x /∈
/∈Λ(ξ̂). В силу (1) предположение Λ(ξ̂)∩f−1(f(x)) 6= Ø влечет
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f−1(f(x))⊂Λ(ξ̂), что невозможно, поскольку x∈ f−1(f(x)). По-
этому Λ(ξ̂)∩f−1(f(x)) = Ø. Отсюда с учетом теоремы 1.2 следу-
ет, что u является окрестностью множества f−1(f(x)).

Обозначим через v множество таких ξ ∈u, что f−1(f(ξ))⊂u.
Ясно, что x∈ v, и если ξ ∈ v, то f−1(f(ξ))⊂ v. Покажем, что v
является окрестностью точки x. Предположим противное. То-
гда существует такое x̂= (xn :n∈N)∈XN, что x∈Λ(x̂). Так
как u является окрестностью точки x, то x̂ почти весь ле-
жит в u. Из определения v и принадлежности xn ∈ v, n∈N,
следует существование последовательности ξ̂= (ξn :n∈N) точек
ξn ∈ f−1(f(xn))\u. С другой стороны, в силу (1) Λ(ξ̂) = Λ(x̂) и,
значит, x∈Λ(ξ̂). Поэтому ξ̂ почти вся лежит в u, а это противо-
речит выбору ξ̂. Следовательно, v является окрестностью точ-
ки x. Теперь покажем, что f(v)∈ Ũy, где y= f(x). С этой целью
рассмотрим произвольную последовательность ŷ= (yn :n∈N) в
Y \f(v). Пусть x̂= (xn :n∈N) — последовательность некоторых
точек xn ∈ f−1(yn). Тогда x /∈Λ(x̂), поскольку xn /∈ v для всех
n∈N. Отсюда в силу (1) следует, что y /∈ Λ̃(ŷ). Поэтому f(v)
является окрестностью точки y, т. е. f(v)∈ Ũy.

Пусть ũ — окрестность точки y в (Y, Λ̃). Покажем, что
f−1(ũ) является окрестностью множества f−1(y) в (X, Λ). Рас-
смотрим произвольную последовательность x̂= (xn :n∈N) в
X\f−1(ũ), а также ŷ= (f(xn) :n∈N). Так как f(xn) /∈ ũ для всех
n∈N, то y /∈ Λ̃(ŷ). Поэтому в силу (1) Λ(x̂)∩f−1(y) = Ø. Зна-
чит, f−1(ũ) является окрестностью множества f−1(y). Из до-
казанных утверждений следует, что в (X, Λ) полная система Ux
окрестностей точки x есть фильтр в X, имеющий базу (2). I

Предложение 1.13. Пусть операция предела Λ опреде-
лена в множестве X семейством (V ′

x :x∈X) систем окрест-
ностей. Если V ′

ξ = {v′n :n∈N} для некоторого ξ ∈X, то систе-

ма Vξ = {vn :n∈N}, где vn =
n⋂
i=1

v′i, является фундаментальной

системой окрестностей точки ξ пространства (X, Λ). При
этом если система V ′

ξ конечна, то ее пересечение является
окрестностью точки ξ в (X, Λ) и содержится в любой окрест-
ности точки ξ.

J Пусть u — окрестность точки ξ в (X, Λ). Нужно доказать,
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что vn⊂u для некоторого n∈N. Предположим противное, т. е.
vn\u 6= Ø для всех n∈N. Выберем некоторые xn ∈ vn\u, n∈N,
и положим x̂= (xn :n∈N). В силу vk+1⊂ vk, k∈N, последова-
тельность x̂ почти вся лежит в каждом v′n, n∈N, и, значит,
ξ ∈Λ(x̂). С другой стороны, u не содержит ни одного члена по-
следовательности x̂ и поэтому ξ /∈Λ(x̂). Полученное противо-
речие доказывает первое утверждение предложения, а второе
утверждение очевидно. I

Пусть (Vx :x∈X) — семейство систем окрестностей в мно-
жестве X. Очевидно, это семейство определяет операцию одно-
значного предела тогда и только тогда, когда для любых x 6= y
из X и ẑ ∈XN существует v ∈Vx∪Vy, вне которого находится
бесконечное число членов последовательности ẑ. Заметим еще,
что в пространстве (X, Λ) с операцией предела Λ, определенной
семейством (Vx :x∈X), каждая стационарная последователь-
ность имеет один предел тогда и только тогда, когда для каж-
дой точки x пересечение всех ее окрестностей из Vx содержит
лишь x. Это условие равносильно тому, что для каждых x 6= y
из X существуют такие vx ∈Vx и vy ∈Vy, что x /∈ vy и y /∈ vx.

Предложение 1.14. Пусть x 6= y — точки пространства с
операцией однозначного предела (X, λ). Если каждая из точек
x и y имеет конечную или счетную фундаментальную систе-
му окрестностей, то эти точки имеют непересекающиеся
окрестности.

J Пусть Vx = {vn :n∈N} и Vy = {v′n :n∈N} — фундаменталь-
ные системы окрестностей точек x и y соответственно. В силу
предложения 1.13 можно считать, что vk⊂ vn и v′k⊂ v′n для лю-
бых k>n. Предположим любые две окрестности точек x и y
имеют непустое пересечение. Тогда, в частности, vn∩v′n 6= Ø для
всех n∈N. Выберем некоторые xn ∈ vn∩v′n, n∈N, и положим
x̂= (xn :n∈N). Очевидно, последовательность x̂ почти вся ле-
жит в каждом из vn и v′n для любого n∈N. Поэтому x=λ(x̂),
y=λ(x̂) и, значит, x= y. Это противоречит условию x 6= y. I

§ 2. Подпространства. Прямое произведение
пространств

1. Пусть X1 — непустое подмножество пространства (X, Λ).
Отображение Λ1 :XN

1 → 2X1 , определенное формулой Λ1(x̂) =
= Λ(x̂)∩X1, x̂∈XN

1 , обладает указанными в теореме 1.3 свой-
ствами и, следовательно, является операцией предела вX1. Про-
странство (X1, Λ1) называется подпространством простран-
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ства (X, Λ) и указывается записью (X1, Λ1)⊂ (X, Λ). Операция
предела Λ1 называется ограничением операции предела Λ на X1.
Ясно, что всякая операция предела в X1 есть ограничение на X1
некоторой операции предела в X.

Очевидно, что если (X1, Λ1)⊂ (X, Λ), (X2, Λ2)⊂ (X, Λ) и
X2⊂X1, то (X2, Λ2)⊂ (X1, Λ1), а если (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) и
(X2, Λ2)⊂ (X1, Λ1), то (X2, Λ2)⊂ (X, Λ).

Пусть (Vx :x∈X) — семейство систем окрестностей в мно-
жестве X, а X1⊂X. Для каждого x∈X1 рассмотрим систему
V ′
x = {v∩X1 : v ∈Vx} окрестностей точки x в подмножестве X1.

Относительно системы V ′
x и семейства (V ′

x :x∈X1) будем гово-
рить, что они индуцированы в X1 системой Vx и семейством
(Vx :x∈X) соответственно.

Предложение 1.15. Пусть (Vx :x∈X) — семейство си-
стем окрестностей в множестве X, определяющее операцию
предела Λ, а Λ1 — ограничение операции предела Λ на непу-
стом X1⊂X. Тогда семейство (V ′

x :x∈X1) систем окрестно-
стей, индуцированное в X1 семейством (Vx :x∈X), определяет
в X1 операцию предела Λ1. I

Теорема 1.9. Пусть (Ux :x∈X) и (U ′
x :x∈X1) — семей-

ства полных систем окрестностей пространства (X, Λ) и его
подпрострнства (X1, Λ1) соответственно. Тогда (U ′

x :x∈X1)
есть семейство систем окрестностей, индуцированное в X1
семейством (Ux :x∈X).

J Пусть u′ ∈U ′
x для некоторой точки x∈X1. Обозначим

u=u′∪(X\X1) и докажем, что u∈Ux. Рассмотрим произволь-
ную последовательность x̂ в множестве X\u=X1\u′. Так как
x /∈Λ1(x̂), то x /∈Λ(x̂) и, значит, u∈Ux. Однако u′ =u∩X1. Поэ-
тому U ′

x⊂V ′
x, где V ′

x — система, индуцированная в X1 системой
Ux. Согласно предложению 1.15, семейство систем окрестностей
(V ′
x :x∈X1) определяет в X1 операцию предела Λ1. Но тогда

V ′
x⊂U ′

x и, следовательно, U ′
x =V ′

x. I

2. Пусть ((Xi, Λi) : i∈ I) — семейство пространств с операци-
ей предела, а X =

∏
i∈I

Xi. Для x̂∈XN обозначим x̂i = pri(x̂), i∈ I,

и отображение Λ :XN→ 2X определим формулой
Λ(x̂) =

∏
i∈I

Λi(x̂i).

Легко проверяется, что Λ обладает указанными в теореме 1.3
свойствами и, следовательно, является операцией предела в X.
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Операция предела Λ называется произведением семейства опе-
раций предела (Λi : i∈ I) и записывается в виде

Λ =
∏
i∈I

Λi.

Пространство (X, Λ) называется прямым произведением семей-
ства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I) и записывается в виде

(X, Λ) =
∏
i∈I

(Xi, Λi).

В прямом произведении (X, Λ) операция предела Λ может быть
определена семейством систем окрестностей (Vx :x∈X), где Vx
— система всех v⊂X, представимых в виде v=

∏
i∈I

ui, а ui —

окрестность точки xi = pri(x) в (Xi, Λi), причем ui =Xi для всех
i∈ I, кроме конечного числа значений. Система Vx является ба-
зой фильтра в X, который может отличаться от полной системы
окрестностей точки x в (X, Λ).

В случае, когда (Xi, Λi) = (X ′, Λ′) для всех i∈ I, прямое
произведение (X, Λ) записывается в виде (X, Λ) = (X ′, Λ′)I или
(X, Λ) = (X ′, Λ′)ν , где ν — мощность множества I.

Прямое произведение двух пространств (X1, Λ1) и (X2, Λ2)
записывается в виде (X1, Λ1)×(X2, Λ2), а для его операции
предела используется обозначение Λ1×Λ2.

Предложение 1.16. Пусть (X, Λ) — прямое произведение
конечного или счетного семейства пространств ((Xi, Λi) :
i∈ I), а x∈X и xi = pri(x), i∈ I. Если для каждого i∈ I точ-
ка xi имеет в (Xi, Λi) конечную или счетную фундаменталь-
ную систему окрестностей, то x имеет в (X, Λ) конечную или
счетную фундаментальную систему окрестностей, предста-
вимых в виде

∏
i∈I

ui, где ui — окрестность точки xi в (Xi, Λi),

причем ui =Xi для всех i∈ I, кроме конечного числа значений.
J Рассмотрим случай счетного I и для определенности по-

ложим I = N (в случае конечного I доказательство проводится
аналогично). Пусть для каждого i∈N система Vxi =

{
v

(n)
i :n∈N

}
подмножеств v

(n)
i ⊂Xi является фундаментальной системой

окрестностей точки xi в (Xi, Λi). С учетом предложения 1.13
можно считать, что v

(k)
i ⊂ v(n)

i при k>n. Рассмотрим систему
Vx = {v(n) :n∈N} подмножеств v(n)⊂X, представимых в виде
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v(n) =
∏
i∈N

u
(n)
i , где u(n)

i = v
(n)
i при 1 6 i6n и u

(n)
i =Xi при i>n.

Докажем, что Vx является фундаментальной системой окрест-
ностей точки x в (X, Λ). Пусть u — окрестность точки x в
(X, Λ). Нужно доказать, что v(n)⊂u для некоторого n∈N.
Предположим противное, т. е. v(n)\u 6= Ø для всех n∈N. Выбе-
рем некоторые x(n) ∈ v(n)\u, n∈N, и положим x̂= (x(n) :n∈N).
Так как v(k)⊂ v(n) при k>n, то x̂ почти весь лежит в каждом
v(n). Обозначим x

(n)
i = pri(x(n)), n∈N, и рассмотрим последо-

вательность x̂i =
(
x

(n)
i :n∈N

)
∈XN

i . Из построения v(n) следует,
что x̂i почти вся лежит в каждом v

(n)
i , n∈N. Поэтому xi ∈Λi(x̂i)

для всех i∈N и, значит, x∈Λ(x̂). С другой стороны, u не содер-
жит ни одного члена последовательности x̂ и, следовательно,
x /∈Λ(x̂), что приводит к противоречию. I

§ 3. Открытые множества. Внутренность и квази-
внутренность. Предельные точки и точки на-
копления. Замкнутые множества. Замыкание
и квазизамыкание. Секвенциальная компакт-

ность. Отделимость и хаусдорфовость

Определение 1.4. В пространстве (X, Λ) множество на-
зывается открытым, если оно является своей окрестностью.

Предложение 1.17. Система всех открытых подмно-
жеств пространства (X, Λ) совпадает с топологией τ , опреде-
ленной в X семейством фильтров (Ux :x∈X), где Ux — полная
система окрестностей точки x. I

Определение 1.5. В пространстве (X, Λ) окрестность
точки (множества), являющаяся открытым множеством,
называется открытой окрестностью этой точки (этого мно-
жества). Система Wx всех открытых окрестностей точки
x∈X называется полной системой открытых окрестностей
этой точки, а Vx⊂Wx называется фундаментальной систе-
мой открытых окрестностей точки x, если для каждого
w∈Wx существует такое v ∈Vx, что v⊂w.

Замечание 1.3. Пусть Wx — полная система открытых
окрестностей точки x пространства (X, Λ). Семейство (Wx :
x∈X) полных систем открытых окрестностей, т. е. топология τ
всех открытых подмножеств пространства (X, Λ), определяет
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в X операцию предела Λ′, которая может отличаться от Λ. При
этом, очевидно, Λ(x̂)⊂Λ′(x̂) для любого x̂∈XN. Кроме того,
независимо от совпадения Λ и Λ′, окрестность точки может не
содержать открытой окрестности этой точки (см. примеры в на-
чале § 5 и в § 10, n◦ 6).

Определение 1.6. В пространстве (X, Λ) точка x назы-
вается внутренней (квазивнутренней) точкой множества M ,
если M содержит открытую окрестность (M является окре-
стностью) точки x. Множество всех внутренних (квазивнут-
ренних) точек множества M называется его внутренностью
(квазивнутренностью) и обозначается через M◦ (M−).

Очевидно, M◦⊂M−⊂M для любого множества M , причм
M◦ открыто. Если M открыто, то M =M◦ =M−. Обратно, если
M =M◦ или M =M−, то M открыто. Множество M является
окрестностью множества G тогда и только тогда, когда G⊂M−.

Определение 1.7. В пространстве (X, Λ) точка x назы-
вается предельной точкой множества M , если x∈Λ(x̂) для
некоторого x̂∈ (M\{x})N.

Теорема 1.10. В пространстве (X, Λ) точка x является
предельной точкой множества M тогда и только тогда, когда
каждая окрестность этой точки имеет непустое пересечение
с M\{x}.

J Пусть x — предельная точка для M , a x̂ — сходящаяся к
x последовательность в M\{x}. Поскольку x̂ почти вся лежит
в каждой окрестности точки x, каждая окрестность этой точки
имеет непустое пересечение с M\{x}. Обратно, пусть каждая
окрестность точки x пересекается с M\{x}. Так как множество
X\(M\{x}) содержит x и не пересекается с M\{x}, то оно не
является окрестностью точки x. Поэтому, согласно теореме 1.1
или 1.2, x∈Λ(x̂) для некоторого x̂∈ (M\{x})N. I

Определение 1.8. В пространстве (X, Λ) точка x называ-
ется точкой накопления множества M , если каждая откры-
тая окрестность этой точки имеет непустое пересечение с
M\{x}.

Предельная точка множества является его точкой накопле-
ния, но обратное утверждение не верно (см. примеры в начале
§ 5 и в § 10, n◦ 6).

Определение 1.9. В пространстве (X, Λ) множество на-
зывается замкнутым, если оно содержит все свои предельные
точки.
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Пересечение любой системы и объединение конечной систе-
мы замкнутых множеств замкнуты.

Теорема 1.11. В пространстве (X, Λ) для множества M
следующие условия попарно эквивалентны:

1) M замкнуто;
2) X\M открыто;
3) M содержит все свои точки накопления.
J Если M замкнуто, то в силу теоремы 1.2 X\M являет-

ся своей окрестностью и, значит, открыто. Если X\M открыто,
то M содержит все свои точки накопления. Если же M содер-
жит все свои точки накопления, то оно содержит также все свои
предельные точки и, значит, замкнуто. I

Определение 1.10. В пространстве (X, Λ) пересечение
всех замкнутых множеств, содержащих множество M , назы-
вается замыканием, а объединение M с множеством его пре-
дельных точек называется квазизамыканием множества M и
обозначаются соответственно через M и M+.

Так как носитель пространства замкнут, то замыкание мно-
жества существует и замкнуто. Однако квазизамыкание мно-
жетсва может не быть замкнутым. Очевидно, M+⊂M , причем
если M замкнуто, то M =M+ =M . Обратно, если M =M+ или
M =M , то M замкнуто.

Теорема 1.12. В пространстве (X, Λ) замыкание множе-
ства M совпадает с объединением M и множества его точек
накопления. Кроме того, имеют место равенства

(X\M)◦ = X\M, X\M = X\M◦,

(X\M)− = X\M+, (X\M)+ = X\M−.

J Пусть H — объединение множества M с множеством его
точек накопления. Докажем, что H =M . С этой целью снача-
ла докажем, что H замкнуто. Пусть x /∈M — предельная точ-
ка множества H, а v — открытая окрестность точки x. Тогда
v∩H 6= Ø. Рассмотрим некоторое y ∈ v∩H. Очевидно, что либо
y ∈ v∩M , либо y ∈ v∩H\M . Во втором случае y является точкой
накопления множества M , а v — открытой окрестностью точ-
ки y. Поэтому v∩M 6= Ø. Тем самым в обоих случаях v имеет
непустое пересечение с M и, значит, x является точкой накоп-
ления множества M . Тогда x∈H, согласно определению H. Тем
самым H содержит все свои предельные точки и, следователь-
но, замкнуто. Отсюда получаем, что M ⊂H. Однако, очевидно,
M содержит M и все его точки накопления, т. е. H ⊂M . В силу
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полученных включений имеет место равенство H =M . Осталь-
ные утверждения очевидны. I

Замечание 1.4. В силу теоремы 1.2, если в пространстве
(X, Λ) точка x0 и последовательность x̂ такие, что x0 /∈Λ(x̂),
то x0 /∈ [x̂′]+ для некоторого x̂′≺ x̂. В (X, Λ) топология τ всех
открытых множеств есть система τ = {X\M :M ⊂X}, а множе-
ство u является окрестностью точки x тогда и только тогда,
когда x /∈ (X\u)+.

Замечание 1.5. В пространстве (X, Λ) замыкание множе-
ства M может быть получено также последовательным приме-
нением операции квазизамыкания. Это делается следующим об-
разом (в связи с этим см. [55], с. 367—384). Обозначим M0 =M ,
M1 =M+

0 и Mn+1 =M+
n для всех n∈N. Пусть ω — первое по-

рядковое число (см. [55], с. 348—366), следующее за всеми на-
туральными числами (т. е. за всеми порядковыми числами из
первого числового класса), а Ω — первое порядковое число, сле-
дующее за всеми порядковыми числами из второго числового
класса. Положим Mω =

⋃
n∈N

Mn, Mω+1 =M+
ω и продолжим даль-

ше применение операции квазизамыкания. Пусть s (ω<s6 Ω)
— некоторое порядковое число. Предположим для любого α<s
множество Mα определено. Если для s не существует непосред-
ственно предшествующего порядкового числа, то полагаем
Ms =

⋃
α<s

Mα, а если s= ν + 1, то полагаем Ms =M+
ν . Указан-

ным способом множество Ms определяется для любого s6 Ω.
Поскольку для Ω не существует непосредственно предшествую-
щего порядкового числа, MΩ =

⋃
s<Ω

Ms. Имеет место равенство

MΩ =M . Действительно, с использованием трансфинитной ин-
дукции доказывается, что Mα⊂Mν и Mν ⊂M при 0 6α6 ν6 Ω.
В частности, MΩ⊂M . Пусть x∈X — предельная точка мно-
жества MΩ, а x̂= (x1, x2, . . .) — последовательность в MΩ, для
которой x∈Λ(x̂). Имеем, что xn ∈Msn для каждого n∈N и неко-
торого sn<Ω. Кроме того, если s — первое порядковое число,
следующее за всеми sn, n∈N, то s<Ω. Однако xn ∈Ms для
всех n∈N и, следовательно, x∈M+

s =Ms+1⊂MΩ. А это озна-
чает, что множество MΩ замкнуто и поэтому MΩ =M .

Это замечание с учетом трансфинитной индукции может
быть использовано для доказательства некоторых утверждений
относительно замыкания множества, если аналогичные утвер-
ждения верны для квазизамыкания.



§ 3. Открытые множества. Внутренность и квазивнутренность 47

В пространстве (X, Λ) для любой точки x и любой после-
довательности x̂= (xn :n∈N), не обладающей сходящейся под-
последовательностью, имеют место равенства {x}+ = Λ(ẋ) и
[x̂]+ =

⋃
n∈N

Λ(ẋn).

Предложение 1.18. Для пространства (X, Λ) следующие
условия попарно эквивалентны:

1) стационарная последовательность имеет один предел;
2) одноточечное множество замкнуто;
3) каждые две точки x 6= y имеют такие окрестности ux

и uy, что x /∈uy и y /∈ux;
4) каждые две точки x 6= y имеют такие открытые окрест-

ности vx и vy, что x /∈ vy и y /∈ vx;
5) пересечение всех окрестностей точки содержит только

эту точку;
6) пересечение всех открытых окрестностей точки содер-

жит только эту точку. I
Предложение 1.19.Пусть в пространстве (X, Λ) стацио-

нарная последовательность имеет один предел. Тогда в нем
а) конечное множество замкнуто и не имеет точек накоп-

ления;
б) если последовательность x̂ не обладает сходящейся под-

последовательностью, то [x̂] замкнуто и не имеет точек на-
копления;

в) если последовательность x̂ такая, что [x̂] имеет пре-
дельную точку, то x̂ обладает подпоследовательностью, схо-
дящейся к этой предельной точке;

г) если последовательность x̂ такая, что [x̂] имеет точ-
ку накопления, то x̂ обладает сходящейся подпоследователь-
ностью (она может не сходиться к этой точке накопления);

д) окрестность предельной точки множества содержит
бесконечное число точек этого множества;

е) открытая окрестность точки накопления множества
содержит бесконечное число точек этого множества. I

Предложение 1.20. В пространстве с операцией однознач-
ного предела (X, λ)

а) если последовательность x̂ сходится к x, то [x̂]∪{x} за-
мкнуто, причем если [x̂] бесконечно, то x является его един-
ственной точкой накопления;

б) если каждое счетное подмножество множества M , об-
ладающее предельной точкой в X, имеет точку накопления в
M , то M замкнуто. I
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Теорема 1.13. Если в пространстве (X, Λ) последователь-
ность x̂ является частой в каждой окрестности точки x, то
x̂ обладает подпоследовательностью, сходящейся к x.

J Пусть x̂= (x1, x2, . . .). Очевидно, что если x∈Λ(ẋin) для
всех n∈N и некоторой последовательности натуральных чисел
i1<i2< . . ., то подпоследовательность (xin :n∈ N)≺ x̂ сходится
к x. Поэтому рассмотрим случай, когда x /∈Λ(ẋn) для всех n> k
при некотором k∈N. Пусть ŷ≺ x̂ — подпоследовательность, по-
лучаемая из x̂ удалением первых k членов. Ясно, что ŷ является
частой в каждой окрестности точки x и, кроме того, x /∈ [ŷ]. Со-
гласно теореме 1.10, x является предельной точкой для [ŷ]. Сле-
довательно, существует последовательность ξ̂ в [ŷ], сходящаяся
к x. Так как ξ̂ не обладает стационарной подпоследовательно-
стью, то обладает подпоследовательностью x̂′, которая является
также подпоследовательностью для ŷ, а следовательно, и для x̂.
Ясно, что x̂′ сходится к x. I

Теорема 1.14. Пусть M — множество в пространстве
(X, Λ), а EM — система всех конечных или счетных подмно-
жеств множества M . Тогда

M+ =
⋃
{K+ : K ∈EM}, M =

⋃
{K : K ∈EM}.

J Первое равенство очевидно. Докажем второе равенство.
Ясно, что

M =
⋃
{K : K ∈EM} ⊂

⋃
{K : K ∈EM} = H ⊂M.

Предположим M 6=H. Тогда в силу M ⊂H ⊂M множество H не
замкнуто и обладает некоторой предельной точкой x0 ∈M\H.
Пусть x̂= (x1, x2, . . .) — последовательность в H, сходящаяся к
x0. Так как xn ∈Kn для каждого n∈N и некоторого Kn ∈EM ,
то x0 ∈M0 для M0 =

⋃
n∈N

Kn. Обозначим K0 =
⋃
n∈N

Kn. Очевидно,

K0 ∈EM . Из K0⊂M0 следует, что K0⊂M0. Однако Kn⊂K0

для всех n∈N и поэтому M0⊂K0. Отсюда получаем M0⊂K0

и, значит,M0 =K0. Из x0 ∈M0 вытекает x0 ∈K0⊂H. А это про-
тиворечит условию x0 /∈H. Следовательно, M =H. I

Следствие 1.2. Пусть M — множество в пространстве
(X, Λ), а x∈M . Тогда существует такое конечное или счетное
K ⊂M , что x∈K. I

Укажем характеристические свойства операций замыкания
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и квазизамыкания в пространстве с операцией предела последо-
вательности.

Теорема 1.15. Отображение M 7→M+ множества 2X в се-
бя является операцией квазизамыкания в некотором (притом
единственном) пространстве (X, Λ) тогда и только тогда, ко-
гда оно обладает свойствами

1) Ø+ = Ø; 2) M ⊂M+; 3) (M∪G)+ =M+∪G+;
4) для каждого x∈M+\M существует такое x̂∈MN, что

x∈ [x̂′]+ для любого x̂′≺ x̂.
J Свойства 1)—4) операции квазизамыкания очевидны. До-

кажем обратное утверждение. Пусть отображениеM 7→M+ мно-
жества 2X в себя обладает свойствами 1)—4). Для каждого x∈X
обозначим через Ux множество таких u⊂X, что x /∈ (X\u)+. Из
свойства 1) указанного отображения следует, что X ∈Ux, а в си-
лу 2) x∈u для любого u∈Ux. Из свойства 3) вытекает, что если
u∈Ux и u⊂ v, то v ∈Ux и, кроме того, пересечение конечного
числа множеств из Ux принадлежит Ux. Тем самым Ux являет-
ся фильтром в X. Рассматривая Ux как систему окрестностей
точки x, при помощи семейства (Ux :x∈X) систем окрестно-
стей определим в X операцию предела Λ. В пространстве (X, Λ)
квазизамыкние множества M обозначим через H и покажем,
что H =M+. Если M =M+, то, согласно построению семейства
(Ux :x∈X), множество X\M является своей окрестностью и,
следовательно, M замкнуто в (X, Λ). А это означает, что M =H
и поэтому H =M+. Рассмотрим теперь случай M 6=M+. Пусть
x∈M+. Если x∈M , то x∈H. Если же x∈M+\M , то в силу
свойства 4) существует такое x̂∈MN, что x∈ [x̂′]+ для любо-
го x̂′≺ x̂. Отсюда с учетом способа построения Ux следует, что
X\[x̂′] /∈Ux. Поскольку Ux является фильтром, каждое u∈Ux
имеет непустое пересечение с [x̂′]. Поэтому x̂ почти весь ле-
жит в u и, следовательно, x∈Λ(x̂). Тем самым x∈H и, значит,
M+⊂H. Пусть y ∈X\M+. Очевидно,X\M ∈Uy. Поэтому y /∈H
и, следовательно, H ⊂M+. Из доказанных включений получа-
ем равенство H =M+. Таким образом, рассматриваемое отоб-
ражение является операцией квазизамыкания в (X, Λ), причем
Ux является полной системой окрестностей точки x этого про-
странства. Поскольку с учетом замечания 1.4 полная система
окрестностей произвольной точки определяется однозначно по
операции квазизамыкания, рассматриваемое отображение мо-
жет служить операцией квазизамыкания лишь в построенном
пространстве (X, Λ). I
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Теорема 1.16. В пространстве с операцией предела после-
довательности операция замыкания обладает свойствами

1) Ø = Ø; 2) M ⊂M ; 3) M∪G=M∪G; 4)
(
M

)
=M ;

5) при M 6=M существуют такие x∈M\M и x̂∈MN, что
x∈ [x̂′] для любого x̂′≺ x̂.

Обратно, если отображение M 7→M множества 2X в себя
обладает свойствами 1)—5), то оно является операцией за-
мыкания в некотором (притом единственном) пространстве
(X, Λ), таком, что операция предела Λ определяется тополо-
гией всех открытых подмножеств этого пространства.

J Свойства 1)—5) операции замыкания очевидны. Дока-
жем обратное утверждение. Пусть отображение M 7→M множе-
ства 2X в себя обладает свойствами 1)—5). Рассмотрим систему
τ = {X\M :M ⊂X} подмножеств множества X, которая в силу
свойств 1)—4) указанного отображения является топологией в
X. Каждое множество из τ примем как открытое множество и
при помощи топологии τ открытых множеств определим в X
операцию предела Λ. В пространстве (X, Λ) замыкание множе-
ства M обозначим через H и покажем, что H =M . Очевидно,
M замкнуто в (X, Λ). Поэтому M ⊂H ⊂M . Отсюда с учетом
свойств 3) и 4) рассматриваемого отображения вытекает, что
H =M . Предположим H 6=M . Тогда в силу свойства 5) суще-
ствуют такие x∈M\H и x̂∈HN, что x∈ [x̂′] для любого x̂′≺ x̂.
Из способа построения τ следует, что каждое v ∈ τ , содержащее
x, имеет непустое пересечение с [x̂′]. Поэтому x̂ почти весь лежит
в v и, следовательно, x∈Λ(x̂). Но тогда x∈H, что невозможно.
Полученное противоречие доказывает равенство H =M . Таким
образом, рассматриваемое отображение является операцией за-
мыкания в (X, Λ), причем τ является топологией всех открытых
подмножеств этого пространства. I

Понятие предельной точки множества инвариантно относи-
тельно подпространств. Однако понятие точки накопления мно-
жества не инвариантно относительно подпространств (см. при-
мер в § 10, n◦ 6).

Предложение 1.21. В пространстве (X, Λ) точка x явля-
ется предельной точкой множества M тогда и только тогда,
когда в подпространстве с носителем X1 =M∪{x} она явля-
ется точкой накопления для M .

J Если x не является предельной точкой дляM , то в подпро-
странстве с носителем X1 одноточечное множество {x} открыто
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и не пересекается с M\{x}. А это означает, что x не является
точкой накопления для M в указанном подпространстве. I

Предложение 1.22. Пусть подпространство (X1, Λ1)⊂
⊂ (X, Λ) открыто (замкнуто) в (X, Λ). Если подмножество
M ⊂X1 открыто (замкнуто) в (X1, Λ1), то оно открыто (за-
мкнуто) в (X, Λ).

J Пусть X1 открыто в (X, Λ), а M открыто в (X1, Λ1). До-
кажем, что M∩Λ(x̂) = Ø для любого x̂∈ (X\M)N. Если x̂ об-
ладает подпоследовательностью x̂′ в X\X1, то в силу замкнуто-
сти X\X1 в (X, Λ) имеем Λ(x̂)⊂Λ(x̂′)⊂X\X1. Отсюда с учетом
M ⊂X1 следует, что M∩Λ(x̂) = Ø. Если же последовательность
x̂ почти вся лежит в X1\M , то удалением из x̂ конечного числа
членов получаем подпоследовательность ŷ в X1\M . Однако
в силу предложения 1.6 Λ(x̂) = Λ(ŷ). Поэтому Λ1(ŷ) = Λ(x̂)∩X1.
Так как M открыто в (X1, Λ1), то M∩Λ1(ŷ) = Ø. Но тогда
M∩Λ(x̂) = Ø. Следовательно, M открыто в (X, Λ).

Если же X1 замкнуто в (X, Λ), а M замкнуто в (X1, Λ1),
то для любого x̂∈MN в силу Λ(x̂)⊂X1, Λ1(x̂)⊂M и Λ1(x̂) =
= Λ(x̂)∩X1 = Λ(x̂) получаем Λ(x̂)⊂M , т. е. замкнутость множе-
ства M в (X, Λ). I

Теорема 1.17. Пусть τ и τ1 — топологии всех открытых
множеств в пространстве (X, Λ) и в его подпространстве
(X1, Λ1) соответственно, а τ ′ — топология, индуцированная
в X1 топологией τ . Если подмножество G⊂X открыто (за-
мкнуто) в (X, Λ), то G∩X1 открыто (замкнуто) в (X1, Λ1) и,
значит, τ ′⊂ τ1. Кроме того, если в (X, Λ) замыкание и квази-
замыкание подмножества M ⊂X1 обозначить через M и M+,
а в (X1, Λ1) — через (M)1 и (M)+1 , то (M)+1 =M+∩X1 и
(M)1⊂M∩X1. При этом если X1 открыто или замкнуто в
(X, Λ), то τ ′ = τ1 и (M)1 =M∩X1.

J В случае замкнутого в (X, Λ) множества G замкнутость
G∩X1 в (X1, Λ1) очевидна. А в случае открытого в (X, Λ) мно-
жества G из равенства X1\(G∩X1) = (X\G)∩X1 и замкнуто-
сти его правой части в (X1, Λ1) следует, что G∩X1 открыто в
(X1, Λ1) (это следует также непосредственно из теоремы 1.9).

Для подмножества M ⊂X1 равенство (M)+1 =M+∩X1 оче-
видно, а (M)1⊂M∩X1 следует из включения M ⊂M∩X1 и за-
мкнутости его правой части в (X1, Λ1).
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Далее воспользуемся предложением 1.22. Если X1 открыто
в (X, Λ) и v ∈ τ1, то v открыто в (X, Λ). Следовательно, τ ′ = τ1.
Если же X1 замкнуто в (X, Λ) и v ∈ τ1, то X1\v замкнуто в
(X, Λ). Но тогда множество w=X\(X1\v) = (X\X1)∪v открыто
в (X, Λ) и w∩X1 = v. Поэтому τ ′ = τ1.

Пусть M ⊂X1. Если X1 открыто в (X, Λ), то открытое в
(X1, Λ1) множествоX1\(M)1 открыто в (X, Λ). Поэтому множе-
ство H =X\(X1\(M)1) = (X\X1)∪(M)1 замкнуто в (X, Λ), при-
чем H∩X1 = (M)1. Но тогда из M ⊂H следует, что M ⊂H и
M∩X1⊂ (M)1. Так как (M)1⊂M , то (M)1 =M∩X1. Если же
X1 замкнуто в (X, Λ), то (M)1 замкнуто в (X, Λ). Поэтому
(M)1 =M =M∩X1. I

Теорема 1.18. Пусть (X, Λ) — прямое произведение семей-
ства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I), а τ и τi — топологии всех
открытых подмножеств пространств (X, Λ) и (Xi, Λi) соот-
ветственно. Тогда ∏

i∈I
τi ⊂ τ, (1)

τi = {pri(v) : v ∈ τ} = {vi⊂Xi : pr−1
i (vi)∈ τ}, (2)

а если (Ux :x∈X) и
(
U

(i)
xi :xi ∈Xi

)
— семейства полных си-

стем окрестностей пространств (X, Λ) и (Xi, Λi) соответ-
ственно, то

U
(i)
xi = {pri(u) : u∈Ux} = {ui⊂Xi : pr−1

i (ui)∈Ux}, (3)

где x∈X — произвольная точка, для которой pri(x) =xi.
J Для каждого x∈X обозначим через Vx произведение се-

мейства фильтров
(
U

(i)
xi : i∈ I

)
, где xi = pri(x). Так как семейство

фильтров (Vx :x∈X) определяет в X операцию предела Λ, то
Vx⊂Ux для всех x∈X. Отсюда следует, что топология τ ′ в X,
определенная семейством фильтров (Vx :x∈X), содержится в
τ , поскольку топология τ определяется семейством фильтров
(Ux :x∈X). Однако

∏
i∈I

τi⊂ τ ′, так как для каждого i∈ I топо-

логия τi определяется семейством фильтров
(
U

(i)
xi :xi ∈Xi

)
. По-

этому имеет место (1).
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Докажем (2). Пусть v ∈ τ и vi = pri(v), i∈ I. Допустим vi /∈ τi
для некоторого i∈ I. Тогда найдутся такие xi∈vi и x̂i∈(Xi\vi)N,
что xi ∈Λi(x̂i). Рассмотрим x∈ v и x̂∈ (X\v)N, для которых
pri(x) =xi, pri(x̂) = x̂i и pri′(x̂) = ẋi′ при всех i′ ∈ I, i′ 6= i, где
xi′ = pri′(x). Очевидно, x∈Λ(x̂) и, значит, v /∈ τ . Полученное про-
тиворечие доказывает, что vi ∈ τi для всех i∈ I. Отсюда и из (1)
следует (2). Равенства (3) доказываются аналогично. I

Теорема 1.19. Пусть (X, Λ) — прямое произведение се-
мейства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I), а Gi для каждого i∈ I
— замкнутое множество в (Xi, Λi). Тогда произведение G=
=

∏
i∈I

Gi замкнуто в (X, Λ). Кроме того, для семейства произ-

вольных подмножеств Mi⊂Xi, i∈ I, имеют место

(
∏
i∈I

Mi)+ =
∏
i∈I

M+
i , (4)

∏
i∈I

Mi ⊂
∏
i∈I

M i, (5)

причем если I конечно или счетно, то∏
i∈I

Mi =
∏
i∈I

M i. (6)

J Пусть x — предельная точка множества G, а x̂ — после-
довательность в G, для которой x∈Λ(x̂). Для каждого i∈ I
обозначим xi = pri(x) и x̂i = pri(x̂). Очевидно, x̂i ∈GN

i , причем
xi ∈Λi(x̂i). В силу замкнутости Gi в (Xi, Λi) имеем xi ∈Gi.
Поэтому x∈G и, следовательно, G замкнуто в (X, Λ).

Равенство (4) доказывается при помощи аналогичных рас-
суждений, а из очевидного включения

∏
i∈I

Mi⊂
∏
i∈I

M i и замкну-

тости его правой части в (X, Λ) следует (5).
Докажем (6) в предположении, что I конечно или счетно.

Воспользуемся замечанием 1.5. Пусть Ω — первое порядковое
число, следующее за всеми порядковыми числами из второго чи-
слового класса. Для каждого i∈ I и произвольного s6 Ω под-
множество Mis⊂Xi определим следующим образом. Положим
Mi0 =Mi и рассмотрим некоторое порядковое число s (16 s6Ω).
Предположим для всех α<s множества Miα определены. Тогда
если s= ν + 1, то полагаем Mis =M+

iν , а если для s не существу-
ет непосредственно предшествующего порядкового числа, то
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полагаем Mis =
⋃
α<s

Miα. Обозначим

H =
∏
i∈I

Mi. (7)

ПоложимH0 =H и для произвольного s6 Ω множествоHs опре-
делим по аналогии с Mis. Очевидно, при 0 6α6 ν6 Ω имеют
место включения

Miα ⊂Miν , Hα ⊂ Hν , (8)
причем с учетом замечания 1.5

MiΩ = M i, HΩ = H. (9)

Включение (5) и равенство (7) запишем соответственно в виде

HΩ ⊂
∏
i∈I

MiΩ, (10)

H0 =
∏
i∈I

Mi0. (11)

Требуемое равенство (6) эквивалентно равенству

HΩ =
∏
i∈I

MiΩ. (12)

Равенство (12) докажем сначала для конечного I. С исполь-
зованием трансфинитной индукции докажем, что если для неко-
торого порядкового числа s (1 6 s6 Ω) равенство

Hα =
∏
i∈I

Miα (13)

верно при всех α<s, то оно верно и при α= s. Если s= ν + 1,
то из (13) при α= ν с учетом (4) имеем

Hs = Hν+1 = H+
ν = (

∏
i∈I

Miν)+ =
∏
i∈I

M+
iν =

∏
i∈I

Mi,ν+1 =
∏
i∈I

Mis.

Если же для s не существует непосредственно предшествующе-
го порядкового числа, то в силу первого из включений (8) и
конечности I имеет место

⋃
α<s

∏
i∈I

Miα =
∏
i∈I

⋃
α<s

Miα. Учитывая

это, из (13) получим

Hs =
⋃
α<s

Hα =
⋃
α<s

∏
i∈I

Miα =
∏
i∈I

⋃
α<s

Miα =
∏
i∈I

Mis.

Тем самым (13) верно также для α= s. Отсюда с учетом (11)
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следует справедливость (13) для всех α6 Ω. В частности, имеет
место (12).

Докажем равенство (12) в случае счетного I. Для определен-
ности положим I = N. Сначала докажем, что для произвольного
s (1 6 s6 Ω) справедливо включение∏

i∈N

⋃
α<s

Miα ⊂ (
⋃
α<s

∏
i∈N

Miα)+. (14)

Пусть последовательность x̂= (x1, x2, . . .) есть элемент произ-
ведения

∏
i∈N

⋃
α<s

Miα, т. е. xi ∈
⋃
α<s

Miα, i∈N. Тогда xi ∈Miαi для

некоторого αi<s, причем в силу первого из включений (8) мож-
но считать, что α1 6α2 6 . . .. Для каждого i∈N выберем неко-
торое xi0 ∈Mi0 и положим x̂n = (xin : i∈N), n∈N, где

xin =
{
xi, i6n,
xi0, i >n.

(15)

Очевидно, что x̂n ∈
∏
i∈N

Miαn ⊂
⋃
α<s

∏
i∈N

Miα для всех n∈N. Непо-

средственно из (15) следует, что (x̂n :n∈N) сходится к x̂ в (X, Λ),
т. е. x̂∈ (

⋃
α<s

∏
i∈N

Miα)+. Тем самым (14) доказано.

В случае, когда для s не существует непосредственно пред-
шествующего порядкового числа, (14) запишем в виде∏

i∈N
Mis ⊂ (

⋃
α<s

∏
i∈N

Miα)+. (16)

С использованием трансфинитной индукции докажем, что
если для некоторого порядкового числа s (1 6 s6 Ω) включение∏

i∈N
Miα ⊂ H+

α (17)

имеет место при всех α<s, то оно верно и при α= s. Если
s= ν + 1, то из (17) при α= ν с учетом (4) получаем∏

i∈N
Mis =

∏
i∈N

Mi,ν+1 =
∏
i∈N

M+
iν =

= (
∏
i∈N

Miν)+ ⊂ (H+
ν )+ = H+

ν+1 = H+
s .

Если же для s не существует непосредственно предшествующего
порядкового числа, то в силу (16) и (17) имеем
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∏
i∈N

Mis ⊂ (
⋃
α<s

∏
i∈N

Miα)+ ⊂ (
⋃
α<s

H+
α )+ =

= (
⋃
α<s

Hα+1)+ = (
⋃
α<s

Hα)+ = H+
s .

Тем самым (17) имеет место также для α= s. Однако из (11)
следует

∏
i∈N

Mi0 ⊂ H+
0 . Поэтому (17) имеет место для всех α6 Ω.

В частности,
∏
i∈N

MiΩ⊂H+
Ω =HΩ. Отсюда в силу (10) и I = N

получаем (12). I
Определение 1.11. В пространстве (X, Λ) множество M

называется секвенциально компактным (секвенциально квази-
компактным), если для каждого x̂∈MN существует такое
x̂′≺ x̂, что M∩Λ(x̂′) 6= Ø (Λ(x̂′) 6= Ø); секвенциально относи-
тельно компактным, если M секвенциально компактно. Про-
странство (X, Λ) называется секвенциально компактным, ес-
ли X секвенциально компактно.

Конечное множество секвенциально компактно.
В пространстве (X, Λ) множество M секвенциально ком-

пактно тогда и только тогда, когда подпространство с носителем
M секвенциально компактно. Следовательно, понятие секвенци-
ально компактного множества инвариантно относительно под-
пространств, т. е. если M секвенциально компактно в простран-
стве (X, Λ), то оно секвенциально компактно в любом подпро-
странстве, содержащем M .

Секвенциально компактное или секвенциально относительно
компактное множество секвенциально квазикомпактно. Однако
секвенциально компактное множество может не быть секвенци-
ально относительно компактным (см. пример в § 10, n◦13).

Если множество M секвенциально компактно, то секвенци-
ально компактно также любое его подмножество, которое за-
мкнуто в подпространстве с носителем M . Если же множество
секвенциально квазикомпактно или секвенциально относитель-
но компактно, то соответствующим свойством обладает любое
его подмножество.

Предложение 1.23. В пространстве с операцией одно-
значного предела секвенциально компактное множество замк-
нуто. I

Теорема 1.20. Пусть (X, Λ)— прямое произведение семей-
ства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I). Если в (X, Λ) множество
M секвенциально компактно, секвенциально квазикомпактно
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или секвенциально относительно компактно, то для каждого
i∈ I соответствующим свойством обладает и проекция pri(M)
в (Xi, Λi), причем если M секвенциально квазикомпактно, то
pri(M+) = (pri(M))+, а если M секвенциально относительно
компактно, то pri(M) = pri(M). Обратно, если I конечно или
счетно, а для каждого i∈ I проекция pri(M) секвенциально ком-
пактна, секвенциально квазикомпактна или секвенциально от-
носительно компактна в (Xi, Λi), то соответствующим свой-
ством обладает также M в (X, Λ).

J Пусть M ⊂X. Из теоремы 1.19 следует, что

pri(M+) ⊂ (pri(M))+, pri(M) ⊂ pri(M), i∈ I. (18)

Предположим множество M секвенциально квазикомпакт-
но в (X, Λ). Для некоторого i∈ I рассмотрим проекцию pri(M)
и в ней последовательность x̂i. Выберем x̂∈MN так, чтобы
pri(x̂) = x̂i. В силу секвенциальной квазикомпактности M су-
ществует такое x̂′≺ x̂, что Λ(x̂′) 6= Ø. Тогда для последователь-
ности x̂′i = pri(x̂′) имеем x̂′i≺ x̂i и Λi(x̂′i) = pri(Λ(x̂′)) 6= Ø. Сле-
довательно, pri(M) секвенциально квазикомпактно. Однако ес-
ли Λ(x̂′)∩M 6= Ø, то Λi(x̂′i)∩pri(M) 6= Ø. Поэтому из секвенци-
альной компактности M следует секвенциальная компактность
проекции pri(M). Поскольку Λi(x̂i)⊂ pri(Λ(x̂′)), имеет место
включение (pri(M))+⊂ pri(M+), которое вместе с первым из
включений (18) влечет pri(M+) = (pri(M))+. Из этого равенства
следует, что если M замкнуто в (X, Λ), то pri(M) замкнуто в
(Xi, Λi).

Предположим теперь, что M секвенциально относительно
компактно в (X, Λ). Тогда M замкнуто и секвенциально ком-
пактно. Поэтому для каждого i∈ I проекция pri(M) замкну-
та в (Xi, Λi). Отсюда и из pri(M)⊂ pri(M) следует включе-
ние pri(M)⊂ pri(M), которое вместе со вторым из включений
(18) влечет pri(M) = pri(M). Из этого равенства и секвенциаль-
ной компактности pri(M) следует секвенциально относительная
компактность pri(M) в (Xi, Λi).

Докажем обратное утверждение теоремы. Рассмотрим слу-
чай счетного I и для определенности положим I = N (в слу-
чае конечного I доказательство проводится аналогично). Пусть
M ⊂X такое, что каждая его проекция pri(M), i∈N, секвенци-
ально квазикомпактна в (Xi, Λi). Докажем, что M секвенциаль-
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но квазикомпактно в (X, Λ). Рассмотрим некоторое x̂∈MN. В
силу секвенциальной квазикомпактности каждого pri(M), i∈N,
существует счетное семейство таких подпоследовательностей
ŷ(ν)≺ x̂, ν ∈N, что ŷ(ν+1)≺ ŷ(ν) для всех ν ∈N, а для каждо-
го i∈N последовательность ŷ

(ν)
i = pri(ŷ(ν)) сходится в (Xi, Λi)

при любом ν> i. Пусть ŷ(ν) = (y(νn) :n∈N), ν ∈N, где y(νn) =
=

(
y

(νn)
i : i∈N

)
, т. е. y(νn)

i = pri(y(νn)). Тогда ŷ(ν)
i =

(
y

(νn)
i :n∈N

)
.

Рассмотрим последовательность ŷ= (y(nn) :n∈N)∈MN. Очеви-
дно, ŷ≺ x̂ и (y(nn) :n> ν)≺ ŷ(ν) для каждого ν ∈N. Обозначим
ŷi = pri(ŷ), i∈N. Тогда ŷi =

(
y

(nn)
i :n∈N

)
. Так как

(
y

(nn)
i :n>i

)
≺

≺ ŷ(i)
i , а ŷ(i)

i сходится в (Xi, Λi), то ŷi тоже сходится в (Xi, Λi).
Поэтому ŷ сходится в (X, Λ) и, значит, M секвенциально квази-
компактно в (X, Λ). Однако если M такое, что каждое pri(M),
i∈N, секвенциально компактно в (Xi, Λi), то указанная выше
последовательность ŷ(i)

i , а следовательно, и ŷi имеют предел в
pri(M). Но тогда ŷ имеет предел в M и, следовательно, M се-
квенциально компактно в (X, Λ). Если же каждое pri(M) се-
квенциально относительно компактно в (Xi, Λi), то

∏
i∈N

pri(M)

замкнуто и секвенциально компактно, а его подмножество M
секвенциально относительно компактно в (X, Λ). I

Определение 1.12. Пространство (X, Λ) называется ло-
кально секвенциально компактным, если для каждой точки и
каждой ее открытой окрестности v существует такая се-
квенциально относительно компактная открытая окрест-
ность w этой точки, что w⊂ v.

Из теоремы 1.17 вытекает
Предложение 1.24. Если пространство (X, Λ) локально

секвенциально компактно, а подмножество X1⊂X открыто
или замкнуто, то подпространство (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) тоже
локально секвенциально компактно. I

Определение 1.13. Пространство (X, Λ) называется от-
делимым (хаусдорфовым), если в нем любые две различные точ-
ки имеют непересекающиеся окрестности (открытые окрест-
ности).

Хаусдорфово пространство отделимо, а отделимое простран-
ство имеет операцию однозначного предела. Однако отделимое
пространство может не быть хаусдорфовым, а пространство с
операцией однозначного предела может не быть отделимым (см.
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примеры в § 10, n◦ 7 и n◦ 8). Любое подпространство отделимо-
го (хаусдорфова) пространства отделимо (хаусдорфово). Пря-
мое произведение любого семейства отделимых (хаусдорфовых)
пространств отделимо (хаусдорфово).

Предложение 1.25. Пространство (X, Λ) отделимо (хау-
сдорфово) тогда и только тогда, когда пересечение квазизамы-
каний (замыканий) всех окрестностей (открытых окрестно-
стей) точки содержит лишь эту точку.

J Пусть пространство (X, Λ) отделимо, а x∈X. Рассмот-
рим произвольное y 6=x из X. По условию, существуют такие
окрестности ux и uy точек x и y, что ux∩uy = Ø. Но тогда в силу
теоремы 1.10 y /∈u+

x . Поэтому пересечение квазизамыканий всех
окрестностей точки x содержит лишь x.

Пусть, обратно, в (X, Λ) пересечение квазизамыканий всех
окрестностей точки содержит лишь эту точку. Рассмотрим про-
извольные x 6= y из X. По условию, существует такая окрест-
ность ux точки x, что y /∈u+

x . Отсюда в силу теоремы 1.10 мно-
жество uy =X\ux является окрестностью точки y, причем
ux∩uy = Ø. Следовательно, (X, Λ) отделимо. Утверждение о
хаусдорфовости пространства очевидно. I

Определение 1.14. В пространстве (X, Λ) подмножество
M ⊂X называется плотным (секвенциально плотным) в под-
множестве G⊂X, если G⊂M (G⊂M+). Если же M =X
(M+ =X), то M называется всюду (секвенциально всюду)
плотным. Подножество K ⊂X называется нигде (секвенци-
ально нигде) не плотным, если (K)◦ = Ø ((K+)− = Ø).

Определение 1.15. В пространстве (X, Λ) подмножество
называется множеством первой (секвенциально первой) ка-
тегории, если оно является объединением конечной или счет-
ной системы нигде (секвенциально нигде) не плотных подмно-
жеств. Подножество, не являющееся множеством первой
(секвенциально первой) категории, называется множеством
второй (секвенциально второй) категории.

Определение 1.16. В пространстве (X, Λ) подмножество
G называется сепарабельным (секвенциально сепарабельным),
если существует конечное или счетное подмножество M ⊂G,
плотное (секвенциально плотное) в G. Пространство называ-
ется сепарабельным (секвенциально сепарабельным), если оно
содержит всюду (секвенциально всюду) плотное конечное или
счетное подмножество.
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Секвенциально плотное в G множество плотно в G, а об-
ратное утверждение, вообще говоря, не верно. В общем слу-
чае нет определенной связи между понятиями нигде не плотно-
го множества и секвенциально нигде не плотного множества, а
свойство сепарабельности или секвенциальной сепарабельности
множества не переходит на его подмножество. Однако подпро-
странство полуметризуемого сепарабельного пространства сепа-
рабельно (определение этого пространства дано в § 8 главы II).
В рассматриваемых в § 6 пространствах Фреше−Урысона (они
общие, чем полуметризуемые пространства) понятия, введенные
в каждом из определений 1.14—1.16, эквивалентны.

Докажем следующий вариант теоремы Бэра (в связи с этим
см. [58], с. 53).

Теорема 1.21. В пространстве (X, Λ) пересечение конеч-
ной системы всюду плотных открытых множеств всюду
плотно. Если же в (X, Λ) для каждой точки и каждой ее
открытой окрестности v существует такая секвенциально
квазикомпактная открытая окрестность w этой точки, что
w+⊂ v, то пересечение счетной системы всюду плотных от-
крытых подмножеств этого пространства всюду плотно и,
следовательно, X является множеством второй категории.

J Первое утверждение теоремы очевидно, так как в (X, Λ)
всюду плотное открытое множество имеет непустое пересечение
с любым непустым открытым множеством.

Рассмотрим счетную систему {Gn :n∈N} всюду плотных
открытых подмножеств Gn⊂X, точку x0 ∈X и ее открытую
окрестность M0. Докажем, что M0

⋂ ⋂
n∈N

Gn 6= Ø. Так как G1

всюду плотно, то существует x1 ∈G1∩M0. По условию, суще-
ствует такая секвенциально квазикомпактная открытая окрест-
ностьM1 точки x1, чтоM+

1 ⊂G1∩M0. Продолжая это рассужде-
ние, при каждом n∈N получим существование некоторой точки
xn ∈X и ее секвенциально квазикомпактной открытой окрест-
ности Mn, для которой M+

n ⊂Gn∩Mn−1. Так как xn ∈M1 для
всех n∈N, то последовательность (xn :n∈N) обладает сходя-
щейся подпоследовательностью ŷ1 = (xin :n∈N) и Λ(ŷ1)⊂M+

1 .
Для каждого k∈N последовательность ŷk = (xin :n> k) сходит-
ся и Λ(ŷk) = Λ(ŷ1). Однако xin ∈Mk для всех n> k. Поэтому
Λ(ŷ1)⊂M+

k . Отсюда вытекает, что Ø 6= Λ(ŷ1)⊂M0
⋂ ⋂
n∈N

Gn.

Значит, x0 является точкой накопления множества
⋂
n∈N

Gn и,

следовательно, это множество всюду плотно. I
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§ 4. Секвенциальные топологии

Исследуем свойства топологии всех открытых подмножеств
пространства с операцией предела последовательности.

Рассмотрим некоторую систему γ подмножеств множества
X 6= Ø, покрывающую X. Для каждого x∈X обозначим через
Vx систему всех множеств из γ, содержащих x. При помощи се-
мейства (Vx :x∈X) систем окрестностей определим в X опера-
цию предела Λ. Другими словами, рассматривая γ как систему
открытых множеств, определим операцию предела Λ. Очевидно,
топология τ ′ в X, имеющая предбазу γ и рассматриваемая как
система открытых множеств, тоже определяет операцию преде-
ла Λ. Кроме того, сильнейшая система τ открытых множеств,
определяющая операцию предела Λ, существует и является объ-
единением всех систем открытых множеств, определяющих Λ.
Ясно, что τ является топологией в X, причем τ ′⊂ τ .

Предложение 1.26. Пусть γ — система подмножеств
множества X, покрывающая X, а Λ — операция предела в X,
определенная системой γ, рассматриваемой как система от-
крытых множеств. Тогда топология τ всех открытых под-
множеств пространства (X, Λ) тоже определяет операцию
предела Λ и является сильнейшей системой открытых мно-
жеств, определяющей Λ.

J Пусть Λ′ — операция предела в X, определенная тополо-
гией τ . С учетом замечания 1.3 Λ(x̂)⊂Λ′(x̂) для любого x̂∈XN.
Однако γ⊂ τ и поэтому Λ′(x̂)⊂Λ(x̂). Следовательно, Λ′ = Λ. I

Определение 1.17. Топология τ подмножеств множества
X называется секвенциальной топологией в X, если она, рас-
сматриваемая как система открытых множеств, не допуска-
ет расширения с сохранением определенной ею операции пре-
дела последовательности. Будем говорить, что топология τ1
подмножеств множества X1 допускает секвенциальное про-
должение, если существуют надмножество X ⊃X1 и в нем
секвенциальная топология τ , которая индуцирует в X1 топо-
логию τ1.

Не всякая операция предела может быть определена систе-
мой открытых множеств и не всякая топология может допус-
кать секвенциальное продолжение (см. примеры в начале § 5 и
в § 10, n◦ 4). Однако, очевидно, всякая топология является под-
системой некоторой секвенциальной топологии (т. е. допускает
секвенциальное расширение).

Теорема 1.22. Система τ подмножеств множества X яв-
ляется секвенциальной топологией в X тогда и только тогда,
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когда для каждого M ⊂X, не принадлежащего τ , существуют
такие x∈M и x̂∈ (X\M)N, что x̂ почти весь лежит в каждом
множестве из τ , содержащем x.

J Пусть τ — секвенциальная топология в X, а Λ — операция
предела в X, определенная топологией τ . Согласно предложе-
нию 1.26, τ является топологией всех открытых подмножеств
пространства (X, Λ). Рассмотрим такое M ⊂X, что M /∈ τ . По-
скольку M не открыто в (X, Λ), оно не является окрестностью
некоторого x∈M . Поэтому существует последовательность x̂ в
X\M , сходящаяся к x в (X, Λ). А это означает, что x̂ почти вся
лежит в каждой открытой окрестности точки x, т. е. в каждом
множестве из τ , содержащем x.

Пусть, обратно, система τ подмножеств множества X такая,
что для каждого M ⊂X, не принадлежащего τ , существуют та-
кие x∈M и x̂∈ (X\M)N, что x̂ почти весь лежит в каждом мно-
жестве из τ , содержащем x. Из этого условия следует, что Ø∈ τ
и X ∈ τ . Рассмотрим некоторую систему τ ′ подмножеств в X,
такую, что τ ⊂ τ ′ и τ 6= τ ′. Обозначим через Λ и Λ′ операции
предела в X, определенные системами открытых множеств τ
и τ ′ соответственно. Пусть M ∈ τ ′\τ . Тогда существуют такие
x∈M и x̂∈ (X\M)N, что x∈Λ(x̂). Однако x /∈Λ′(x̂). Поэтому
Λ′ 6= Λ. Следовательно, τ является сильнейшей системой откры-
тых множеств, определяющей в X операцию предела Λ. Значит,
τ — секвенциальная топология в X. I

Теорема 1.23. Система всех открытых подмножеств про-
странства с операцией предела последовательности являет-
ся секвенциальной топологией (она называется секвенциальной
топологией этого пространства).

J Пусть τ — топология всех открытых подмножеств про-
странства (X, Λ), а Λ′ — операция предела в X, определенная
топологией τ . Согласно предложению 1.26, топология τ ′ всех
открытых подмножеств пространства (X, Λ′) определяет опе-
рацию предела Λ′ и является секвенциальной топологией, при-
чем τ ⊂ τ ′. Пусть (Ux :x∈X) и (U ′

x :x∈X) — семейства полных
систем окрестностей пространств (X, Λ) и (X, Λ′) соответствен-
но. Так как Λ(x̂)⊂Λ′(x̂) для любого x̂∈XN, то U ′

x⊂Ux для всех
x∈X. Поэтому τ ′⊂ τ и, значит, τ ′ = τ . I

В силу теоремы 1.23 секвенциальная топология τ простран-
ства (X, Λ) есть также секвенциальная топология пространства
(X, Λ′) с операцией предела Λ′, определенной топологией τ . Сле-
довательно, в пространствах (X, Λ) и (X, Λ′) операции замыка-
ния совпадают.
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Замечание 1.6. Может существовать система более двух
пространств (X, Λi), i∈ I, имеющих одну и ту же секвенци-
альную топологию τ . Если операцию предела Λ в X опреде-
лить формулой Λ(x̂) =

⋂
i∈I

Λi(x̂), x̂∈XN, то секвенциальная то-

пология τ ′ пространства (X, Λ) может отличаться от τ . Однако
τ ⊂ τ ′, причем τ ′ 6= τ возможно даже в случае, когда I — двух-
элементное множество (см. пример в § 10, n◦ 14). Это означа-
ет, что среди семейств полных систем окрестностей в X может
не существовать семейства сильнейших полных систем окрест-
ностей, определяющего заданную секвенциальную топологию τ
открытых множеств. Однако семейство слабейших полных си-
стем окрестностей, определяющее топологию τ , существует. Это
— семейство полных систем окрестностей пространства (X, Λ′)
с операцией предела Λ′, определенной топологией τ .

Замечание 1.7. Пусть τ — секвенциальная топология про-
странства (X, Λ); Λ′ — операция предела в X, определенная
топологией τ ; X1⊂X — непустое подмножество; τ1 и τ ′1 —
секвенциальные топологии подпространств (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) и
(X1, Λ′

1)⊂ (X, Λ′) соответственно; τ ′ — топология, индуцирован-
ная в X1 топологией τ . Тогда τ ′⊂ τ ′1⊂ τ1, причем τ ′ 6= τ1 может
иметь место даже в случае Λ = Λ′. А это означает, что топо-
логия, индуцированная секвенциальной топологией, может не
быть секвенциальной (см. пример в § 10, n◦ 6). Каждая из то-
пологий τ ′ и τ ′1 определяет в X1 операцию предела Λ′

1. Если
Λ̃1 — операция предела в X1, определенная топологией τ1, то
Λ1(x̂)⊂ Λ̃1(x̂)⊂Λ′

1(x̂), x̂∈XN
1 , причем возможен случай, когда

все эти операции предела отличны друг от друга.
В теореме 1.17 указаны случаи, когда секвенциальная топо-

логия индуцирует секвенциальную топологию (в связи с этим
см. [76], с. 122), а именно: одно из утверждений теоремы 1.17
можно сформулировать следующим образом.

Предложение 1.27. Если X1 6= Ø — открытое или замк-
нутое множество в пространстве (X, Λ), то секвенциальная
топология этого пространства индуцирует в X1 топологию,
совпадающую с секвенциальной топологией подпространства
(X1, Λ1)⊂ (X, Λ). I

Предложение 1.28. Пусть Λ′ — операция предела в
X, определенная секвенциальной топологией пространства
(X, Λ). Если для некоторого x∈X множество Λ(ẋ) замкну-
то, то Λ′(ẋ) = Λ(ẋ). В частности, это равенство имеет ме-
сто при Λ(ẋ) = {x}. I
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Теорема 1.24. Пусть Λ′ — операция предела в X, опреде-
ленная секвенциальной топологией пространства (X, Λ). Тогда
для любого x̂∈XN справедливы равенства

Λ(x̂) =
⋂
x̂′≺x̂

[x̂′]+, Λ′(x̂) =
⋂
x̂′≺x̂

[x̂′],

где квазизамыкание и замыкание взяты в (X, Λ). I

Теорема 1.25. Пусть Λ′ — операция предела в X, опреде-
ленная секвенциальной топологией пространства (X, Λ), а
E(η̂) для каждого η̂= (ηn :n∈N)∈XN есть множество таких
ξ̂= (ξn :n∈N)∈XN, что Λ(ξ̂) 6= Ø и ξn ∈{ηkn} в (X, Λ) для
всех n∈N и некоторой последовательности натуральных
чисел k1<k2< . . . (своей для каждого ξ̂). Тогда для любого
x̂∈XN справедливо равенство

Λ′(x̂) =
⋂
x̂′≺x̂

⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}, (1)

где замыкание берется в (X, Λ) (в случае E(x̂′) = Ø считается,
что

⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)} = Ø).

J Пусть x̂= (xn :n∈N)∈XN. Докажем, что если E(x̂) = Ø,
то Λ′(x̂) = Ø. Для произвольного x̂′ = (xsn :n∈N)≺ x̂ имеем
E(x̂′)⊂E(x̂) = Ø. Поэтому

[x̂′] =
⋃
n∈N

{xsn}. (2)

Предположим Λ′(x̂) 6= Ø. Пусть x∈Λ′(x̂). В силу теоремы 1.24
x∈ [x̂′]. Отсюда с учетом (2) вытекает существование такого
m∈N, что x∈{xn} для всех n>m. Поэтому ẋ∈E(x̂) и, значит,
E(x̂) 6= Ø. Полученное противоречие доказывает, что Λ′(x̂) = Ø.
Если E(x̂′) = Ø для некоторого x̂′≺ x̂, то в силу доказанного ут-
верждения Λ′(x̂)⊂Λ′(x̂′) = Ø и, следовательно, имеет место (1).

Докажем (1) в случае, когда E(x̂′) 6= Ø для любого x̂′≺ x̂.
Легко убедиться, что для произвольного x̂′ = (xsn :n∈N)≺ x̂

[x̂′] =
⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}

⋃ ⋃
n∈N

{xsn}.

Отсюда с учетом теоремы 1.24 получаем
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⋂
x̂′≺x̂

⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)} ⊂

⋂
x̂′≺x̂

[x̂′] = Λ′(x̂). (3)

Поэтому если Λ′(x̂) = Ø, то имеет место (1). Пусть Λ′(x̂) 6= Ø и
x∈Λ′(x̂). Покажем, что

x ∈
⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}. (4)

Если x∈{xsn} для бесконечного числа значений n∈N, то ẋ∈
∈E(x̂′) и, значит, x∈

⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}. Если же x∈{xsn} лишь

для конечного числа значений n∈N, то существует такое m∈N,
что

x /∈
⋃
n>m

{xsn}. (5)

Обозначим через x̂′′ последовательность, получаемая из x̂′ уда-
лением первых m− 1 членов. Очевидно,

[x̂′′] =
⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}

⋃ ⋃
n>m

{xsn}. (6)

Однако в силу (3) x∈ [x̂′′]. Поэтому из (5) и (6) следует (4).
Значит,

Λ′(x̂) ⊂
⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)}.

Отсюда и из (3) получаем (1). I
Теорема 1.26. Пусть (X, Λ) — прямое произведение се-

мейства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I); Λ′ — операция преде-
ла в X, определенная секвенциальной топологией τ простран-
ства (X, Λ); Λ′

i для каждого i∈ I — операция предела в Xi,
определенная секвенциальной топологией τi пространства
(Xi, Λi); (X, Λ̃) —прямое произведение семейства пространств
((Xi, Λ′

i) : i∈ I). Тогда Λ′(x̂)⊂ Λ̃(x̂) для всех x̂∈XN, причем ес-
ли I конечно или счетно, то Λ′ = Λ̃.

J Легко убедиться, что операция предела Λ̃ может быть
определена топологией τ∗ =

∏
i∈I

τi. Однако τ∗⊂ τ . Поэтому

Λ′(x̂)⊂ Λ̃(x̂), x̂∈XN.
Докажем, что если множество I конечно или счетно, то Λ′ =

= Λ̃. Рассмотрим случай счетного I и для определенности по-
ложим I = N (в случае конечного I доказательство проводится
аналогично).
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Пусть x̂=
(
x(n) :n∈N

)
∈XN такое, что Λ̃(x̂) 6= Ø, причем

x(n) для каждого n∈N есть семейство x(n) =
(
x

(n)
i : i∈N

)
, где

x
(n)
i ∈Xi. Для каждого i∈N положим x̂i = pri(x̂), т. е. x̂i =

=
(
x

(n)
i :n∈N

)
∈XN

i . Очевидно, что Λ′
i(x̂i) 6= Ø для всех i∈N.

Для каждого i∈N обозначим через Ei(x̂i) множество таких

ξ̂i =
(
ξ
(n)
i :n∈N

)
∈XN

i , что Λi(ξ̂i) 6= Ø и ξ
(n)
i ∈

{
x

(kin)
i

}
в (Xi, Λi)

при каждом n∈N с некоторым kin ∈N (своим для каждого ξ̂i),
таким, что ki1<ki2< . . .. В силу теоремы 1.25 Ei(x̂i) 6= Ø. Обо-
значим через E(x̂) множество таких ξ̂=

(
ξ(n) :n∈N

)
∈XN, что

Λ(ξ̂) 6= Ø и ξ(n) ∈
{
x(kn)

}
в (X, Λ) при каждом n∈N с некоторым

kn ∈N (своим для каждого ξ̂), таким, что k1<k2< . . ..
Покажем, что E(x̂) 6= Ø. Выберем некоторую последователь-

ность η̂1 =
(
η

(k1n)
1 :n∈N

)
∈E1(x̂1), где η(k1n)

1 ∈
{
x

(k1n)
1

}
в (X1, Λ1),

а k̂1 = (k1n :n∈N) — строго возрастающая последовательность
натуральных чисел. Обозначим x̂′2 =

(
x

(k1n)
2 :n∈N

)
. Так как

x̂′2≺ x̂2, то Λ′
2(x̂2) ⊂Λ′

2(x̂′2) 6= Ø. Следовательно, E2(x̂′2) 6= Ø. Вы-

берем некоторое η̂2 =
(
η

(k2n)
2 :n∈N

)
∈E2(x̂′2), где η(k2n)

2 ∈
{
x

(k2n)
2

}
в (X2, Λ2), а k̂2 = (k2n :n∈N)≺ k̂1. Продолжая этот выбор, для
каждого i∈N получим строго возрастающую последователь-
ность k̂i = (kin :n∈N) натуральных чисел и последовательность

η̂i =
(
η

(kin)
i :n∈N

)
точек η

(kin)
i ∈

{
x

(kin)
i

}
пространства (Xi, Λi),

такие, что Λi(η̂i) 6= Ø и k̂i+1≺ k̂i. Рассмотрим в (Xi, Λi) после-

довательность ξ̂i =
(
ξ
(n)
i :n∈N

)
точек ξ

(n)
i ∈

{
x

(knn)
i

}
, которые

произвольны при n< i и равны η
(knn)
i при n> i. Очевидно, что(

η
(knn)
i :n> i

)
≺ η̂i. Поэтому Λi(ξ̂i) 6= Ø. Пусть ξ̂ — такая по-

следовательность в (X, Λ), что pri(ξ̂) = ξ̂i для всех i∈N, т. е.
ξ̂=

(
ξ(n) :n∈N

)
, где ξ(n) =

(
ξ
(n)
i : i∈N

)
для каждого n∈N. Яс-

но, что Λ(ξ̂) 6= Ø. В силу теоремы 1.19 имеем {x(n)}=
∏
i∈N

{
x

(n)
i

}
,

n∈N. Отсюда вытекает, что ξ(n) ∈
{
x(knn)

}
для всех n∈N. Но

тогда ξ̂ ∈E(x̂) и E(x̂) 6= Ø.
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Теперь докажем, что Λ̃(x̂)⊂ [x̂]. Пусть y ∈ Λ̃(x̂), причем y=
= (yi : i∈N), где yi ∈Λ′

i(x̂i), а η — точка из множества⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂)}, (7)

причем η= (ηi : i∈N), где ηi ∈Xi. Для данной точки η и каждого
n∈N определим точку z(n) =

(
z
(n)
i : i∈N

)
пространства (X, Λ),

положив
z
(n)
i =

{
yi, 1 6 i6n,
ηi, i >n.

(8)

Докажем, что z(n) ∈ [x̂] для всех n∈N. С этой целью для η вы-
берем такое η̂ ∈E(x̂), что η ∈Λ(η̂). Пусть η̂=

(
η(n) :n∈N

)
, где

η(n) ∈
{
x(kn)

}
. Обозначим x̂′ =

(
x(kn) :n∈N

)
и x̂′i = pri(x̂′), i∈N,

т. е. x̂′i =
(
x

(kn)
i :n∈N

)
. Для точки η и соответствующей ей под-

последовательности x̂′≺ x̂ при каждом s∈N определим подмно-
жества Mis⊂Xi, i∈N, положив Mss =

⋃
{Λs(ξ̂s) : ξ̂s ∈Es(x̂′s)},

Mis = {ηi} при i> s, Mis = {yi} при s> 1 и i< s. В силу теоремы
1.25 ys ∈M ss для любого s∈N. Очевидно,∏

i∈N
Mi1 ⊂

⋃
{Λ(ξ̂) : ξ̂ ∈E(x̂′)} ⊂ [x̂′] ⊂ [x̂]. (9)

Кроме того, в силу теоремы 1.19
∏
i∈N

M i1 =
∏
i∈N

Mi1. Отсюда и

из (9) с учетом y1 ∈M11 получаем z(1) ∈
∏
i∈N

M i1⊂ [x̂]. Предпо-

ложим, что для некоторого натурального s> 1 и произвольной
точки η из множества (7) точки z(n) = (z(n)

i : i∈N), n∈N, опре-
деленные равенством (8), удовлетворяют условию z(s−1) ∈ [x̂].
Докажем, что z(s) ∈ [x̂]. Так как ys ∈M ss, то z(s) ∈

∏
i∈N

M is. Из

сделанного предположения следует, что
∏
i∈N

Mis⊂ [x̂]. Отсюда в

силу теоремы 1.19
∏
i∈N

M is =
∏
i∈N

Mis⊂ [x̂]. Поэтому z(s) ∈ [x̂]. Тем

самым z(n) ∈ [x̂] для всех n∈N. Очевидно, что последователь-
ность ẑ= (z(n) :n∈N) сходится к y в (X, Λ). Поэтому y ∈ [x̂] и,
значит, Λ̃(x̂)⊂ [x̂].
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В силу доказанного включения для любых x̂∈XN и x̂′≺ x̂
имеем также Λ̃(x̂)⊂ Λ̃(x̂′)⊂ [x̂′]. Следовательно, Λ̃(x̂)⊂

⋂
x̂′≺x̂

[x̂′].

Отсюда и из Λ′(x̂)⊂ Λ̃(x̂) с учетом равенства Λ′(x̂) =
⋂
x̂′≺x̂

[x̂′], вы-

текающего из теоремы 1.24, получаем Λ′(x̂) = Λ̃(x̂). I
Произведение двух секвенциальных топологий может не

быть секвенциальной топологией (см. пример в § 10, n◦ 5). Ука-
жем случай, когда произведение двух секвенциальных тополо-
гий является секвенциальной топологией (в связи с этим см. [12]
и [76], с. 320).

Теорема 1.27. Пусть (X1, Λ1) — локально секвенциаль-
но компактное пространство, (X2, Λ2) — произвольное про-
странство, а τ1 и τ2 — секвенциальные топологии этих про-
странств соответственно. Тогда топология τ = τ1×τ2 яв-
ляется секвенциальной топологией пространства (X, Λ) =
= (X1, Λ1)×(X2, Λ2).

J Пусть M — замкнутое множество в (X, Λ), а x0 ∈X\M ,
причем x0 = (x′0, x

′′
0), где x′0 ∈X1 и x′′0 ∈X2. Докажем, что в

(X1, Λ1) и (X2, Λ2) существуют открытые окрестности u1 и u2

точек x′0 и x′′0 соответственно, произведение u=u1×u2 которых
не пересекается с M . Обозначим через M1 множество таких
x′ ∈X1, что (x′, x′′0)∈M . Очевидно, M1 замкнуто в (X1, Λ1) и
не содержит x′0. Поэтому в силу локально секвенциальной ком-
пактности пространства (X1, Λ1) существует открытая окрест-
ность u1 точки x′0, замыкание u1 которой секвенциально ком-
пактно и не пересекается с M1. Обозначим через M ′ множество
таких (x′, x′′)∈M , что x′ ∈u1. Рассмотрим проекции pr1(M ′) и
pr2(M ′) множества M ′ на сомножители X1 и X2 соответствен-
но. Очевидно, pr1(M ′)⊂u1. Покажем, что pr2(M ′) замкнуто в
(X2, Λ2). Пусть x′′ ∈X2 — предельная точка множества pr2(M ′),
а x̂′′ = (x′′n :n∈N) — последовательность в pr2(M ′), сходящаяся
к x′′, т. е. x′′ ∈Λ2(x̂′′). Выберем в pr1(M ′) последовательность
x̂′ = (x′n :n∈N) так, чтобы (x′n, x

′′
n)∈M ′ для всех n∈N. В силу

секвенциальной компактности u1 последовательность x̂′ облада-
ет сходящейся подпоследовательностью ŷ′ = (x′kn

:n∈N). Имеем,
что Λ1(ŷ′)⊂u1. Пусть x′ ∈Λ1(ŷ′) и x= (x′, x′′). Очевидно, что
последовательность x̂= (xkn :n∈N) точек xkn = (x′kn

, x′′kn
)∈M ′

сходится к x в (X, Λ). Однако M замкнуто и поэтому x∈M . Бо-
лее того, x ∈M ′, поскольку x′ ∈u1. Следовательно, x′′ ∈ pr2(M ′).
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Тем самым замкнутость pr2(M ′) доказана. В силу выбора u1

имеем x′′0 /∈ pr2(M ′). Поэтому множество u2 =X2\pr2(M ′) явля-
ется открытой окрестностью точки x′′0. Очевидно, открытая
окрестность u=u1×u2 точки x0 не пересекается с M . I

§ 5. Топологические пространства с операцией
предела последовательности

Определение 1.18. Если секвенциальная топология про-
странства (X, Λ) определяет в X операцию предела Λ, то
(X, Λ) называется топологическим пространством с операци-
ей предела последовательности (короче — топологическим про-
странством), а Λ — топологической операцией предела.

В силу предложения 1.26 пространство (X, Λ) топологиче-
ское тогда и только тогда, когда операция предела Λ может быть
определена некоторой системой открытых множеств, покрыва-
ющей X.

Легко проверить, что любое пространство, состоящее из од-
ной или двух точек, топологическое. Однако есть нетопологиче-
ское пространство, состоящее из трех точек. Примером может
служить пространство (X, Λ), где X = {x, y, z}, а полные систе-
мы окрестностей точек в этом пространстве следующие:

Ux = {{x}, {x, y}, {x, z}, X}, Uy = {{x, y}, X},
Uz = {{y, z}, X},

Секвенциальная топология этого пространства есть система
τ = {Ø, {x}, {x, y}, X},

которая определяет операцию предела Λ′ 6= Λ, так как Λ(ẋ) =
= {x, y} и Λ′(ẋ) =X. В топологическом пространстве (X, Λ′)
полные системы окрестностей точек следующие: U ′

x =Ux, U
′
y =

=Uy, U
′
z = {X}.

Предложение 1.29. Любое подпространство (X1, Λ1) то-
пологического пространства (X, Λ) топологическое. Для сек-
венциальной топологии τ1 подпространства (X1, Λ1) и топо-
логии τ ′, индуцированной в X1 секвенциальной топологией τ
пространства (X, Λ), имеет место включение τ ′⊂ τ1. При
этом τ ′ определяет в X1 операцию предела Λ1.

J Поскольку τ определяет в X операцию предела Λ, в силу
предложения 1.15 индуцированная топология τ ′ определяет в
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X1 операцию предела Λ1. Но тогда в силу предложения 1.26
пространство (X1, Λ1) топологическое, а τ ′⊂ τ1. I

Предложение 1.30. Прямое произведение (X, Λ) любого
семейства топологических пространств ((Xi, Λi) : i∈ I) явля-
ется топологическим пространством. Кроме того, операция
предела Λ может быть определена топологией τ∗ =

∏
i∈I

τi, где τi

для каждого i∈ I — секвенциальная топология пространства
(Xi, Λi). При этом τ∗⊂ τ , где τ — секвенциальная топология
пространства (X,Λ). I

Очевидно, всякая топологическая операция предела в X1⊂
⊂X есть ограничение на X1 некоторой топологической опера-
ции предела в X.

По аналогии с предложением 1.16 доказывается
Предложение 1.31. Пусть (X, Λ) — прямое произведе-

ние конечного или счетного семейства топологических про-
странств ((Xi, Λi) : i∈ I), а x∈X и xi = pri(x), i∈ I. Если для
каждого i∈ I точка xi имеет в (Xi, Λi) конечную или счет-
ную фундаментальную систему открытых окрестностей, то
x имеет в (X, Λ) конечную или счетную фундаментальную си-
стему открытых окрестностей, представимых в виде

∏
i∈I

ui,

где ui для каждого i∈ I — открытая окрестность точки xi в
(Xi, Λi), причем ui =Xi для всех i∈ I, кроме конечного числа
значений. I

Теорема 1.28. Пространство (X, Λ) топологическое тогда
и только тогда, когда для каждых x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂) суще-
ствует такое x̂′≺ x̂, что x /∈ [x̂′].

J Пусть пространство (X, Λ) топологическое. Тогда из усло-
вия x /∈Λ(x̂) следует существование открытой окрестности v точ-
ки x, не содержащей члены некоторой подпоследовательности
x̂′≺ x̂. Так как X\v замкнуто и [x̂′]⊂X\v, то [x̂′]⊂X\v и, зна-
чит, x /∈ [x̂′].

Пусть, обратно, для каждых x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂) существу-
ет такое x̂′≺ x̂, что x /∈ [x̂′], а Λ′ — операция предела в X, опре-
деленная секвенциальной топологией пространства (X, Λ). То-
гда x /∈Λ′(x̂), поскольку множество u=X\[x̂′] является откры-
той окрестностью точки x и не содержит ни одного члена под-
последовательности x̂′. Поэтому Λ′(x̂)⊂Λ(x̂). Отсюда с учетом
очевидного включения Λ(x̂)⊂Λ′(x̂) получаем Λ′(x̂) = Λ(x̂). Тем
самым Λ′ = Λ и, значит, (X, Λ) топологическое. I
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Из теорем 1.2 и 1.28 вытекает
Следствие 1.3. Отображение Λ :XN→ 2X является топо-

логической операцией предела в X тогда и только тогда, когда
1) x∈Λ(ẋ) для каждого x∈X;
2) Λ(x̂)⊂Λ(x̂′) для любых x̂′≺ x̂ из XN;
3) для каждых x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂) существует такое

M ⊂X\{x}, что x̂ является частым в M и Λ(ξ̂)⊂M для лю-
бого ξ̂ ∈MN. I

Теорема 1.29. В топологическом пространстве (X, Λ) для
каждой последовательности x̂= (xn :n∈N) множество Λ(x̂)
замкнуто, причем Λ(ξ̂)⊂Λ(x̂) для любой последовательности
ξ̂= (ξn :n∈N) точек ξn ∈Λ(ẋn).

J Пусть x — предельная точка множества Λ(x̂), а v — от-
крытая окрестность точки x. Тогда v∩Λ(x̂) 6= Ø, а v является
открытой окрестностью множества v∩Λ(x̂). Поэтому x̂ почти
вся лежит в v. Отсюда, поскольку пространство (X, Λ) тополо-
гическое, получаем x∈Λ(x̂). Следовательно, Λ(x̂) замкнуто.

Пусть ξ̂ — указанная в теореме последовательность, ξ∈Λ(ξ̂),
a u — открытая окрестность точки ξ. Тогда существует такое
m∈N, что ξn ∈u для всех n>m. Так как u является открытой
окрестностью каждой точки ξn, n>m, а ξn ∈Λ(ẋn), то xn ∈u
для всех n>m. Тем самым x̂ почти вся лежит в каждой от-
крытой окрестности точки ξ и, поскольку пространство (X, Λ)
топологическое, ξ ∈Λ(x̂). Следовательно, Λ(ξ̂)⊂Λ(x̂). I

Указанные в теореме 1.29 свойства не достаточны, чтобы
операция предела была топологической (см. § 10, n◦ 9).

Предложение 1.13 можно дополнить следующим утвержде-
нием.

Следствие 1.4. Пусть топологическая операция предела Λ
в X определена семейством систем окрестностей (Vx :x∈X).
Если система Vξ для некоторого ξ ∈X конечна, то ее пересе-
чение является открытой окрестностью точки ξ в простран-
стве (X, Λ). I

Следствие 1.5. В топологическом пространстве (X, Λ)
для любой точки x и любой последовательности x̂= (xn :n∈N),
не обладающей сходящейся подпоследовательностью, имеют
место равенства {x}= {x}+ = Λ(ẋ) и [x̂] = [x̂]+ =

⋃
n∈N

Λ(ẋn). I

В топологическом пространстве с операцией неоднозначного
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предела для сходящейся последовательности x̂ квазизамыкание
[x̂]+ может не быть замкнутым (см. пример в § 10, n◦ 10).

Замечание 1.8. Если для нетопологического пространства
(X, Λ) отображения Λi :XN→ 2X (i= 1, 2) определить форму-
лами Λ1(x̂) = (Λ(x̂))+ и Λ2(x̂) = Λ(x̂), x̂∈XN, то Λ1 и Λ2 могут не
быть операциями предела. Примером может служить указанное
выше пространство, состоящее из трех точек.

Можно построить топологическое пространство (X, Λ) и в
нем сходящуюся последовательность x̂ попарно различных то-
чек так, чтобы Λ(ŷ) 6= Λ(ẑ) для любых подпоследовательностей
ŷ≺ x̂ и ẑ≺ x̂, при которых множество ([ŷ]\[ẑ])∪([ẑ]\[ŷ]) беско-
нечно (см. пример в § 10, n◦ 9).

Теорема 1.30. Если в топологическом пространстве (X, Λ)
последовательность x̂= (x1, x2, . . .) является частой в каж-
дой открытой окрестности точки x, то x̂ обладает сходящей-
ся подпоследовательностью (она может не сходиться к x).

J Очевидно,что если x∈Λ(ẋkn) для всех n∈N, где kn ∈N и
k1<k2< . . ., то подпоследовательность (xkn :n∈N)≺ x̂ сходит-
ся к x. Пусть x /∈Λ(ẋn) для всех n>m при некотором m∈N.
Рассмотрим последовательность x̂′, получаемую из x̂ удале-
нием первых m− 1 членов. Предположим x̂′ не обладает схо-
дящейся подпоследовательностью. Тогда в силу следствия 1.5
[x̂′] =

⋃
n>m

Λ(ẋn). Так как x̂′ является частой в каждой открытой

окрестности точки x, то x∈ [x̂′]. Отсюда в силу указанного ра-
венства x∈Λ(ẋn) для некоторого n>m. Однако это противоре-
чит выбору m. Поэтому x̂ обладает сходящейся подпоследова-
тельностью. I

Предложение 1.32. В топологическом пространстве точ-
ка накопления множества, имеющая конечную или счетную
фундаментальную систему открытых окрестностей, являет-
ся предельной точкой этого множества. I

Для нетопологических пространств теорема 1.30 и предло-
жение 1.32 не верны (см. пример в § 10, n◦ 11).

Теорема 1.31. Если в пространстве (X, Λ) каждая после-
довательность x̂ обладает подпоследовательностью ŷ, для ко-
торой [ŷ]⊂ [x̂]+, то это пространство топологическое.

J Пусть x̂∈XN и x∈X\Λ(x̂). В силу указанного в теореме
1.2 свойства 3) операций предела существует такое x̂′≺ x̂, что
x /∈ [x̂′]+. По условию, существует такое ŷ≺ x̂′, что [ŷ]⊂ [x̂′]+.
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Поэтому ŷ≺ x̂ и x /∈ [ŷ]. Отсюда в силу теоремы 1.28 следует, что
пространство (X, Λ) топологическое. I

Следствие 1.6. Операция однозначного предела последова-
тельности топологическая.

J В пространстве с операцией однозначного предела (X, λ)
каждая последовательность x̂ либо не обладает сходящейся под-
последовательностью и в этом случае [x̂] = [x̂]+ = [x̂], либо обла-
дает сходящейся подпоследовательностью ŷ и тогда [ŷ] = [ŷ]+ =
= [ŷ]∪{λ(ŷ)}. Поэтому условие теоремы 1.31 выполняется и, сле-
довательно, пространство (X, λ) топологическое. I

Замечание 1.9. Указанное во введении понятие L∗-прост-
ранства эквивалентно понятию пространства с операцией од-
нозначного предела последовательности. В связи с этим и след-
ствием 1.6 отметим, что в [46], с. 198—199, квазизамыкание мно-
жества принимается в качестве его замыкания и делается невер-
ное утверждение, что L∗-пространство может не быть тополо-
гическим (см. также [38]; [41]; [76], с. 108—109).

Предложение 1.33. Пусть {Λi : i∈ I} — система топо-
логических операций предела в множестве X. Тогда операция
предела Λ в X, заданная формулой Λ(x̂) =

⋂
i∈I

Λi(x̂), x̂∈XN, то-

пологическая и может быть определена системой открытых
множеств γ=

⋃
i∈I

τi, где τi — секвенциальная топология про-

странства (X, Λi). I
В предложении 1.33 топология τ ′ в X, имеющая предбазу γ,

может отличаться от секвенциальной топологии τ пространства
(X, Λ), причем τ ′⊂ τ (см. пример в § 10, n◦ 14).

Предложение 1.34. Пусть f — отображение множества
X в множество Y ; Λ̃ — операция предела в Y ; τ̃ — секвенци-
альная топология пространства (Y, Λ̃); Λ — операция предела
в X, заданная формулой

Λ(x̂) = f−1(Λ̃(ŷ)), (1)

где x̂= (xn :n∈N)∈XN и ŷ= (f(xn) :n∈N). Тогда секвенциаль-
ная топология τ пространства (X, Λ) есть система

τ = {f−1(ṽ) : ṽ ∈ τ̃}, (2)

причем если операция предела Λ̃ топологическая, то Λ тоже
топологическая.
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J Пусть v — открытое множество в (X, Λ). Так как v явля-
ется окрестностью каждой своей точки, то, согласно предложе-
нию 1.12, f−1(f(x))⊂ v для любого x∈ v. Поэтому v= f−1(f(v)),
причем f(v) является окрестностью каждой своей точки в (Y, Λ̃)
и, значит, f(v)∈ τ̃ . Кроме того, для любого ṽ ∈ τ̃ множество
f−1(ṽ) открыто в (X, Λ). Следовательно, система (2) есть се-
квенциальная топология пространства (X, Λ).

Предположим операция предела Λ̃ топологическая, а после-
довательность x̂= (xn :n∈N) точек пространства (X, Λ) почти
вся лежит в каждой открытой окрестности точки x∈X. По-
скольку секвенциальная топология пространства (X, Λ) есть си-
стема (2), последовательность ŷ= (f(xn) :n∈N) почти вся ле-
жит в каждой открытой окрестности точки y= f(x). Поэтому
y ∈ Λ̃(ŷ), так как Λ̃ — топологическая операция предела. Но то-
гда в силу (1) x∈Λ(x̂). А это означает, что операция предела Λ
определяется секвенциальной топологией пространства (X, Λ)
и, следовательно, топологическая. I

§ 6. Пространства Фреше−Урысона

Определение 1.19. Пространство (X, Λ) называется про-
странством Фреше−Урысона, а Λ — операцией предела Фреше−
Урысона, если M+ =M для любого M ⊂X.

Теорема 1.32. Для пространства (X, Λ) следующие усло-
вия попарно эквивалентны:

1) (X, Λ) — пространство Фреше−Урысона;
2) M− =M◦ для любого M ⊂X;
3) окрестность точки содержит открытую окрестность

этой точки;
4) секвенциальная топология пространства (X, Λ) индуци-

рует в любом X1⊂X топологию, совпадающую с секвенциаль-
ной топологией подпространства, имеющего носитель X1;

5) пространство (X, Λ) топологическое и его секвенциаль-
ная топология индуцирует в любом подмножестве секвенци-
альную топологию.

J Эквивалентность условий 1) и 2) непосредственно вытека-
ет из теоремы 1.12.

Пусть выполняется условие 1). Если u — окрестность точки
x∈X, то в силу x∈u− =u◦ подмножество u◦⊂u является от-
крытой окрестностью точки x. Отсюда следует, что простран-
ство (X, Λ) топологическое. Докажем, что его секвенциальная
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топология индуцирует в любом подмножестве X1⊂X тополо-
гию, совпадающую с секвенциальной топологией подпростран-
ства (X1, Λ1)⊂ (X, Λ). Пусть w⊂X1 — открытое подмножество
в (X1, Λ1). Согласно теореме 1.9, для каждого x∈w существует
в (X, Λ) такая окрестность vx точки x, что w=X1∩vx. Поло-
жим v=

⋃
x∈w

vx. Тогда, очевидно, w=X1∩v, w⊂ v− = v◦ и, зна-

чит, w=X1∩v◦. Тем самым выполняются условия 3)—5).
Теперь докажем, что каждое из условий 3)—5) влечет 1).

Пусть выполняется условие 3), а M ⊂X. Так как M является
окрестностью каждой точки из M−, то в силу условия 3) для
каждой точки из M− множество M содержит открытую окрест-
ность этой точки. Поэтому M−⊂M◦. Отсюда в силу M◦⊂M−

получаем M− =M◦, из которого следует, что (X, Λ) является
пространством Фреше−Урысона.

Пусть выполняется условие 4) или 5). Допустим M+ 6=M
для некоторого M ⊂X. Тогда M+\M имеет предельную точ-
ку x0 /∈M+. Для множества X1 =M∪{x0} рассмотрим подпро-
странство (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) и его секвенциальную топологию τ1.
Очевидно, {x0}∈ τ1, так как x0 не является предельной точкой
для X1. С другой стороны, x0 является точкой накопления мно-
жества X1 в (X, Λ) и, значит, любая открытая в (X, Λ) окрест-
ность точки x0 имеет непустое пересечение сM . Поэтому откры-
тое подмножество {x0} подпространства (X1, Λ1) не принадле-
жит топологии τ ′, индуцированной в X1 секвенциальной топо-
логией τ пространства (X, Λ), т. е. τ ′⊂ τ1 и τ ′ 6= τ1. Однако это
противоречит условию 4). Оно противоречит также условию 5).
Действительно, так как при условии 5) секвенциальная тополо-
гия τ определяет в X операцию предела Λ, то индуцированная
топология τ ′, а следовательно, и секвенциальная топология τ1
определяют в X1 операцию предела Λ1. Но тогда из τ ′⊂ τ1 и
τ ′ 6= τ1 вытекает, что τ ′ не является секвенциальной топологией.
Таким образом, при выполнении условия 4) или 5) имеет ме-
сто равенство M+ =M . Значит, (X, Λ) является пространством
Фреше−Урысона. I

Следствие 1.7. Подпространство пространства Фреше−
Урысона является пространством Фреше−Урысона. I

Утверждение теоремы 1.32 о том, что пространство Фреше−
Урысона топологическое, вытекает также из теоремы 1.31.

Очевидно, всякое пространство Фреше−Урысона с носите-
лем X1⊂X является подпространством некоторого простран-
ства Фреше−Урысона с носителем X.
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В связи с теоремой 1.32 отметим, что секвенциальная топо-
логия пространства, построенного в начале § 5, индуцирует в
любом подмножестве секвенциальную топологию, хотя это про-
странство не является топологическим.

Из теоремы 1.32 и предложений 1.13, 1.14 вытекает
Предложение 1.35. Если в топологическом пространстве

(X, Λ) каждая точка имеет конечную или счетную фундамен-
тальную систему открытых окрестностей, то (X, Λ) явля-
ется пространством Фреше−Урысона. При этом если Λ — опе-
рация однозначного предела, то (X, Λ) хаусдорфово. I

В связи с предложением 1.35 заметим, что в примере нето-
пологического пространства (X, Λ), приведенном в начале § 5,
каждая точка имеет конечную фундаментальную систему от-
крытых окрестностей, хотя (X, Λ) не есть пространство Фреше−
Урысона. Кроме того, можно построить пример пространства
с операцией однозначного предела (X, λ) (см. § 10, n◦ 6), каж-
дая точка которого имеет конечную или счетную фундаменталь-
ную систему окрестностей, но (X, λ) не является пространством
Фреше−Урысона (в этом пространстве есть точка, которая не
имеет конечной или счетной фундаментальной системы откры-
тых окрестностей).

Из предложения 1.35 следует, что конечное топологическое
пространство является пространством Фреше−Урысона.

Теорема 1.33. Операция предела Λ в множестве X явля-
ется операцией предела Фреше−Урысона тогда и только тогда,
когда для каждой точки x∈X и каждого счетного семейства
таких сходящихся последовательностей x̂j = (xij : i∈N), j ∈N,
в X, что x∈Λ(ξ̂) для последовательности ξ̂= (ξj : j ∈N) неко-
торых точек ξj ∈Λ(x̂j), существуют такие последовательно-
сти натуральных чисел i1< i2< . . . и j1 6 j2 6 . . ., что x∈Λ(x̂)
для x̂= (xinjn :n∈N).

J Пусть (X, Λ) — пространство Фреше−Урысона, а точ-
ка x∈X и счетное семейство сходящихся последовательностей
x̂j = (xij : i∈N), j ∈N, в X такие, что x∈Λ(ξ̂) для последовате-
льности ξ̂= (ξj : j ∈N) некоторых точек ξj ∈Λ(x̂j). Для произво-
льного m∈N и некоторой последовательности натуральных чи-
сел k1<k2< . . . рассмотрим множество Am = {xij : i>kj , j>m}.
Очевидно, x∈ (A+

m)+ = (Am)+ =Am =A+
m. В силу x∈A+

m суще-
ствует сходящаяся к x последовательность (xsmnνmn :n∈N) в
Am, где (smn :n∈N) и (νmn :n∈N) — некоторые последователь-
ности натуральных чисел, причем νmn >m и smn > kνmn для
всех n∈N. Если для некоторого m∈N множество {smn :n∈N}



§ 6. Пространства Фреше−Урысона 77

бесконечно, то существует сходящаяся к x последовательность
(xinjn :n∈N), где i1<i2< . . . и j1 6 j2 6 . . .. При этом, очевидно,
что если для некоторого m∈N множество {νmn :n∈N} беско-
нечно, то множество {smn :n∈N} тоже бесконечно. Учитывая
это, рассмотрим случай, когда для любого m∈N оба указан-
ных множества натуральных чисел конечны. В этом случае для
каждогоm∈N существует такая точка xsmνm ∈Am, где νm >m и
sm > kνm , что стационарная последовательность ẋsmνm сходится
к x. Но тогда последовательность (xsmνm :m∈N) тоже сходит-
ся к x. Однако множество натуральных чисел {νm :m∈N}, а
следовательно, и {sm :m∈N} бесконечны. Поэтому в рассмат-
риваемом случае тоже существует сходящаяся к x последова-
тельность (xinjn :n∈N), где i1<i2< . . . и j1 6 j2 6 . . ..

Докажем теперь обратное утверждение. Рассмотрим в про-
странстве (X, Λ) множество M и точку x∈ (M+)+. Выберем по-
следовательность (ξj : j ∈N) в M+, сходящуюся к x, а для каж-
дого j ∈N выберем последовательность (xij : i∈N) в M , сходя-
щуюся к ξj . По условию, существует сходящаяся к x последова-
тельность (xinjn :n∈N) (монотонность последовательностей на-
туральных чисел in и jn не используется). Поэтому x∈M+. Зна-
чит, (M+)+ =M+, т. е. M+ =M . Следовательно, (X, Λ) являет-
ся пространством Фреше−Урысона. I

Теорема 1.34. Операция однозначного предела λ в множе-
стве X является операцией предела Фреше−Урысона тогда и
только тогда, когда для всякого счетного семейства таких
сходящихся последовательностей x̂j = (xij : i∈N), j ∈N, в X,
что последовательность ξ̂= (ξj : j ∈N) точек ξj =λ(x̂j) схо-
дится, существуют такие последовательности натуральных
чисел i1< i2< . . . и j1 6 j2 6 . . ., что последовательность
x̂= (xinjn :n∈N) сходится и λ(x̂) =λ(ξ̂). I

Для пространства Фреше−Урысона (X, λ) с операцией одно-
значного предела, имеющего секвенциальную топологию τ , про-
изведение (X, λ)×(X, λ) может не быть пространством Фреше−
Урысона, а топология τ×τ может не быть секвенциальной (см.
пример в § 10, n◦ 5). В связи с этим и некоторыми доказанными
выше утверждениями, относящимися к пространствам Фреше−
Урысона, см. также [67], [68] и [76], с. 108, 122, 146.

Предложение 1.36. Если прямое произведение (X, Λ) се-
мейства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I) является пространст-
вом Фреше−Урысона, то каждое (Xi, Λi), i∈ I, тоже явля-
ется пространством Фреше−Урысона, причем для семейства
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произвольных подмножеств Mi⊂Xi, i∈ I, справедливо равен-
ство

∏
i∈I

Mi =
∏
i∈I

M i. I

Из теоремы 1.32 и предложений 1.31, 1.35 вытекает
Предложение 1.37. Пусть (X, Λ) — прямое произведение

конечного или счетного семейства пространств Фреше−
Урысона ((Xi, Λi) : i∈ I). Если в каждом (Xi, Λi) любая точ-
ка имеет конечную или счетную фундаментальную систему
окрестностей, то (X, Λ) является пространством Фреше−
Урысона, имеющим секвенциальную топологию

∏
i∈I

τi, где τi —

секвенциальная топология пространства (Xi, Λi). I

§ 7. Полная решетка операций предела
последовательности

Пусть X — непустое множество, а Ψ(X) — множество всех
отображений ψ :XN→ 2X . Введем в Ψ(X) отношение частично-
го упорядочения, положив ψ1 6ψ2 для элементов ψ1 и ψ2 из
Ψ(X), если ψ1(x̂)⊂ψ2(x̂) для всех x̂∈XN. Если ψ1 6ψ2, то бу-
дем говорить, что ψ1 сильнее ψ2 (или ψ2 слабее ψ1).

Частично упорядоченное множество Ψ(X) является полной
решеткой, причем точной нижней и точной верхней граница-
ми непустого подмножества E⊂Ψ(X) являются соответственно
элементы ψ′ и ψ′′ из Ψ(X), определенные равенствами

ψ′(x̂) =
⋂
ψ∈E

ψ(x̂), ψ′′(x̂) =
⋃
ψ∈E

ψ(x̂), x̂∈XN.

Рассмотрим следующие частично упорядоченные подмноже-
ства в Ψ(X). Всюду в дальнейшем

• L(X) — множество всех операций предела в X;
•L0(X) — множество топологических операций предела в X;
• L̃(X) — множество операций предела Фреше−Урысона вX;
• L′(X) — множество операций предела в X, по которым

стационарная последовательность имеет один предел;
• L′0(X) — множество топологических операций предела в

X, по которым стационарная последовательность имеет один
предел;

• L̃′(X) — множество операций предела Фреше−Урысона в
X, по которым стационарная последовательность имеет один
предел;

• L1(X) — множество операций однозначного предела в X.
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Очевидно, L̃′(X)⊂L̃(X)⊂L0(X)⊂L(X), L̃′(X)⊂L′0(X)⊂
⊂L′(X)⊂L(X), L1(X)⊂L′0(X)⊂L0(X).

Теорема 1.35. Для частично упорядоченных множеств
L(X), L0(X), L̃(X), L′(X), L′0(X), L̃′(X), L1(X) справедливы
следующие утверждения.

а) Каждое из этих множеств содержит наименьший эле-
мент, являющийся операцией однозначного предела λ∗, по ко-
торой сходятся лишь почти стационарные последовательно-
сти (секвенциальная топология в (X, λ∗) есть 2X).

б) В каждом из L(X), L0(X), L′(X), L′0(X), L1(X) любое
непустое подмножество E имеет точную нижнюю границу
Λ1, определенную формулой Λ1(x̂) =

⋂
Λ∈E

Λ(x̂), x̂∈XN.

в) Каждое из L(X), L0(X), L̃(X) содержит наибольший
элемент, который есть операция предела Λ∗, определенная
формулой Λ∗(x̂) =X, x̂∈XN (секвенциальная топология в
(X, Λ∗) есть {Ø, X}).

г) При конечном X каждое из L′(X), L′0(X), L̃′(X), L1(X)
состоит из единственного элемента, который есть указанная
выше операция однозначного предела λ∗.

д) При бесконечном X каждое из L′(X), L′0(X), L̃′(X) со-
держит наибольший элемент, который есть операция преде-
ла Λ′

∗, определенная для x̂∈XN следующим образом: Λ′
∗(x̂) =X,

если x̂ не обладает стационарной подпоследовательностью;
Λ′
∗(x̂) = {x} для x∈X, если ẋ является единственной стацио-

нарной подпоследовательностью для x̂; Λ′
∗(x̂) = Ø, если x̂ об-

ладает двумя стационарными подпоследовательностями, со-
ставленными различными точками. Секвенциальная тополо-
гия пространства (X, Λ′

∗) состоит из Ø и всех подмножеств
множества X, имеющих конечные дополнения (она называет-
ся топологией Зарисского).

е) В каждом из L(X), L0(X), L′(X), L′0(X) есякое подмно-
жество имеет точную верхнюю границу и, значит, каждое
из этих множеств является полной решеткой. При этом ес-
ли A обозначает одно из этих множеств, то точная верхняя
граница ΛA в A непустого подмножества E= {Λi : i∈ I}⊂A
есть сильнейшая среди операций предела Λ∈A, удовлетворяю-
щих включению

⋃
i∈I

Λi(x̂)⊂Λ(x̂), x̂∈XN, и определяется равен-

ством ΛA(x̂) =
⋂

Λ∈H
Λ(x̂), где H — множество всех верхних
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границ в A подмножества E (H 6= Ø, поскольку в A существу-
ет наибольший элемент). Кроме того, точная верхняя гра-
ница в L(X) подмножества E⊂L(X) есть операция предела
Λ′ в X, определенная семейством (U ′

x :x∈X) систем окрест-
ностей U ′

x =
⋂
i∈I

U
(i)
x , где

(
U

(i)
x :x∈X

)
— семейство полных си-

стем окрестностей пространства (X, Λi), причем (U ′
x :x∈X)

является семейством полных систем окрестностей простран-
ства (X, Λ′), а секвенциальная топология τ ′ пространства
(X, Λ′) определяется равенством τ ′ =

⋂
i∈I

τi, где τi — секвенци-

альная топология пространства (X, Λi). Точная верхняя гра-
ница в L0(X) подмножества E⊂L0(X) есть операция преде-
ла, определенная топологией τ ′. Если E — подмножество в
L′(X) или L′0(X), то его точная верхняя граница соответ-
ственно в L(X) или L0(X) принадлежит соответственно
L′(X) или L′0(X).

ж) При бесконечном X множество L1(X) не является пол-
ной решеткой, однако любое его совершенно упорядоченное
подмножество имеет точную верхнюю границу и, значит, в
L1(X) существуют максимальные элементы.

J В доказательстве нуждается только утверждение ж). Каж-
дое λ∈L1(X) есть отображение λ : X̂→X, где X̂ ⊂XN. Нахож-
дение операций однозначного предела λ1 : X̂1→X и λ2 : X̂2→X
в отношении λ1 6λ2 означает X̂1⊂ X̂2 и λ1(x̂) =λ2(x̂) для всех
x̂∈ X̂1. Если λ1 и λ2 такие, что λ1(x̂) 6=λ2(x̂) для некоторого
x̂∈ X̂1∩X̂2, то, очевидно, множество {λ1, λ2} не имеет верхней
границы в L1(X). В случае бесконечногоX легко построить опе-
рации однозначного предела λ1 и λ2 в X, для которых множе-
ство {λ1, λ2} не имеет верхней границы в L1(X). Поэтому L1(X)
не является полной решеткой. Рассмотрим совершенно упоря-
доченную систему E= {λi : i∈ I} операций однозначного преде-
ла λi в X. Докажем, что E имеет точную верхнюю границу в
L1(X). Пусть λi для каждого i∈ I есть отображение λi : X̂i→X.
Обозначим X̂ =

⋃
i∈I

X̂i и отображение λ : X̂→X определим при

помощи равенства λ(x̂) =λi(x̂) для x̂∈ X̂i. В силу совершен-
ной упорядоченности E определение λ корректно, так как если
x̂∈ X̂i′ и x̂∈ X̂i′′ , то λi′(x̂) =λi′′(x̂). Рассмотрим множество



§ 7. Полная решетка операций предела последовательности 81

X̂ ′ таких x̂∈XN, что для каждого x̂′≺ x̂ существует x̂′′≺ x̂′ из
X̂ и λ(x̂1) =λ(x̂2) для любых x̂1≺ x̂ и x̂2≺ x̂ из X̂. Очевидно,
X̂ ⊂ X̂ ′. Отображение λ′ : X̂ ′→X определим при помощи равен-
ства λ′(x̂) =λ(x̂′), где x̂∈ X̂ ′, x̂′≺ x̂ и x̂′ ∈ X̂. Из определения X̂ ′

следует, что λ′ определено корректно. С использованием теоре-
мы 1.5 легко проверяется, что λ′ является операцией однознач-
ного предела в X. Из построения λ′ ясно, что оно является точ-
ной верхней границей подмножества E в L1(X). Отсюда в силу
леммы Цорна следует, что в L1(X) существуют максимальные
элементы. I

Теорема 1.36. Операция однозначного предела λ в X явля-
ется максимальным элементом частично упорядоченного мно-
жества L1(X) тогда и только тогда, когда пространство
(X, λ) секвенциально компактно.

J Пусть отображение λ : X̂→X, где X̂ ⊂XN, является опе-
рацией однозначного предела в X и максимальным элементом
в L1(X). Докажем, что (X, λ) секвенциально компактно. Пред-
положим противное. Тогда существует последовательность x̂0
в (X, λ), не обладающая сходящейся подпоследовательностью.
Пусть x0 ∈X. Обозначим через X̂0 множество таких x̂∈XN, что
для каждого x̂′≺ x̂ существует такое x̂′′≺ x̂′, что либо x̂′′≺ x̂0,
либо x̂′′ ∈ X̂ и λ(x̂′′) =x0. Очевидно, x̂0 ∈ X̂0 и, следовательно,
X̂0\X̂ 6= Ø. Положим X̂1 = X̂∪X̂0 и отображение λ1 : X̂1→X

определим для x̂∈ X̂1 следующим образом: λ1(x̂) =λ(x̂) при
x̂∈ X̂ и λ1(x̂) =x0 при x̂∈ X̂0. Легко проверить, что λ1 обладает
указанными в теореме 1.5 свойствами и, следовательно, являет-
ся операцией однозначного предела вX. Однако λ<λ1. Поэтому
λ не является максимальным элементом в L1(X). Полученное
противоречие доказывает, что (X, λ) секвенциально компактно.

Пусть, обратно, (X, λ) секвенциально компактно, а λ1 —
операция однозначного предела в X, удовлетворяющая усло-
вию λ6λ1. Докажем, что λ1 =λ. Рассмотрим в (X, λ1) схо-
дящуюся последовательность x̂. Пусть x̂′≺ x̂. В силу секвен-
циальной компактности (X, λ), существует подпоследователь-
ность x̂′′≺ x̂′, сходящаяся в (X, λ). Из условия λ6λ1 следует,
что λ(x̂′′) =λ1(x̂′′) =λ1(x̂). Таким образом, любая подпоследо-
вательность последовательности x̂ обладает подпоследователь-
ностью, сходящейся в (X, λ), причем для любых двух подпо-
следовательностей x̂1≺ x̂ и x̂2≺ x̂, сходящихся в (X, λ), имеет
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место λ(x̂1) =λ(x̂2) =λ1(x̂). Отсюда в силу теоремы 1.5 следует,
что x̂ сходится в (X, λ) и λ(x̂) =λ1(x̂). Поэтому λ1 =λ и, значит,
λ является максимальным элементом в L1(X). I

Предложение 1.38. Пусть E= {Λi : i∈ I} — система опе-
раций предела в множестве X, X ′⊂X, а E′ = {Λ′

i : i∈ I} — си-
стема операций предела в X ′, где Λ′

i для каждого i∈ I есть
ограничение операции предела Λi на X ′. Если Λ1 и Λ2 — со-
ответственно точная нижняя и точная верхняя границы си-
стемы E в L(X), а Λ′

1 и Λ′
2 — соответственно ограничения

операций предела Λ1 и Λ2 на X ′, то Λ′
1 и Λ′

2 являются соот-
ветственно точной нижней и точной верхней границами си-
стемы E′ в L(X ′).

J Утверждение, относящееся к Λ′
1, следует из равенств

Λ′
1(x̂) = X ′∩Λ1(x̂) = X ′ ⋂ ⋂

i∈I
Λi(x̂) =

⋂
i∈I

(X ′∩Λi(x̂)) =
⋂
i∈I

Λ′
i(x̂)

для всех x̂∈X ′N, а утверждение, относящееся к Λ′
2, следует из

теоремы 1.9 и утверждения е) теоремы 1.35. I
Рассмотрим в X также частично упорядоченные множества
• операций предела отделимых пространств;
• операций предела хаусдорфовых пространств;
• операций однозначного предела Фреше−Урысона;
• операций предела отделимых пространств Фреше−Урысо-

на (такие пространства хаусдорфовы).
Утверждения а) и г) теоремы 1.35 справедливы также для

этих частично упорядоченных множеств, причем утверждение
б) теоремы 1.35 справедливо для первых двух из них. Однако
в каждом из этих четырех множеств непустое подмножество
может не иметь верхней границы, даже если оно совершенно
упорядочено (см. примеры в § 10, n◦ 15 и n◦ 16).

Предложение 1.39. Операция предела Λ′ в X, определен-
ная секвенциальной топологией пространства (X, Λ), являет-
ся сильнейшей топологической операцией предела в X, удовле-
творяющей условию Λ 6 Λ′. I

Предложение 1.40. Пусть {Λi : i∈ I}— система операций
предела в множестве X; Λ′

i для каждого i∈ I—операция пре-
дела в X, определенная секвенциальной топологией простран-
ства (X, Λi); Λ — сильнейшая операция предела в X, удовле-
творяющая условиям Λi 6 Λ, i∈ I; Λ′ — сильнейшая тополо-
гическая операция предела в X, удовлетворяющая условиям
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Λi 6 Λ′, i∈ I. Тогда Λ′ является сильнейшей топологической
операцией предела в X, удовлетворяющей условиям Λ′

i 6 Λ′,
i∈ I, и может быть определена секвенциальной топологией
пространства (X, Λ). I

Замечание 1.10. Пусть Ψ̃(X) — множество всех отображе-
ний ψ :XN→ 2X , каждое из которых определяется с помощью
некоторой системы {Λj : j ∈J} операций предела Λj в множестве
X по формуле

ψ(x̂) =
⋃
j∈J

Λj(x̂), x̂∈XN.

Как было отмечено в замечании 1.2, отображение ψ может не
быть операцией предела в принятом здесь смысле (оно обладает
указанными в теореме 1.3 свойствами 1) и 2)). Однако так опре-
деленные отображения могут быть использованы для расшире-
ния понятия сходимости последовательностей. Примером может
служить сходимость почти всюду (см. § 10, n◦ 1 и главу II, § 10,
n◦ 2). Отображение ψ ∈ Ψ̃(X), обладающее всеми указанными в
теореме 1.3 свойствами, кроме, быть может, свойства 3), назы-
вается операцией псевдопредела в X, а каждая точка x∈ψ(x̂)
называется ψ-псевдопределом последовательности x̂∈XN. Ча-
стично упорядоченное множество Ψ̃(X) является полной решет-
кой, причем точной нижней и точной верхней границами его
непустого подмножества E= {ψi : i∈ I} являются соответствен-
но отображения ψ′ и ψ′′, определенные равенствами

ψ′(x̂) =
⋂
i∈I

ψi(x̂), ψ′′(x̂) =
⋃
i∈I

ψi(x̂), x̂∈XN.

Действительно, для каждого i∈ I существует такая система{
Λ(i)
k : k∈Ji

}
операций предела Λ(i)

k в X, что ψi(x̂) =
⋃
k∈Ji

Λ(i)
k (x̂).

Поэтому если обозначить J =
∏
i∈I

Ji, S=
⋃
i∈I

({i}×Ji) и ji = pri(j)

для j ∈J , i∈ I, то

ψ′(x̂) =
⋃
j∈J

⋂
i∈I

Λ(i)
ji

(x̂), ψ′′(x̂) =
⋃

(i, k)∈S
Λ(i)
k (x̂).

Отсюда с учетом того, что для каждого j ∈J отображение
Λ̃j :XN→ 2X , определенное равенством Λ̃j(x̂) =

⋂
i∈I

Λ(i)
ji

(x̂), явля-

ется операцией предела в X, получаем ψ′ ∈ Ψ̃(X) и ψ′′ ∈ Ψ̃(X).
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§ 8. Компактности

В § 3 было введено понятие секвенциально компактного
множества. Введем еще несколько понятий компактности.

В пространстве (X, Λ) покрытие E множества M , состоя-
щее из открытых множеств, называется открытым покрытием
множества M .

Определение 1.20. В пространстве (X, Λ) покрытие E
множества M называется окрестностным покрытием для
M , если система {A− :A∈E} покрывает M .

Очевидно, что открытое покрытие является окрестностным
покрытием.

Определение 1.21. В пространстве (X, Λ) множество
M называется окрестностно (окрестностно счетно) компакт-
ным, если из любого его окрестностного (окрестностного
счетного) покрытия можно выделить конечное подпокрытие,
не обязательно окрестностное; окрестностно относительно
компактным, если M окрестностно компактно.

Если K — замкнутое множество в подпространстве прост-
ранства (X, Λ) с носителем M , то X\K является окрестностью
множества M\K в (X, Λ). Поэтому если множество M окрест-
ностно компактно, то окрестностно компактно любое его под-
множество, которое замкнуто в подпространстве с носителем
M . Если же множество окрестностно относительно компактно,
то этим свойством обладает любое его подмножество. Окрест-
ностно компактное множество может не быть окрестностно от-
носительно компактным (см. пример в § 10, n◦ 13).

В силу теоремы 1.9 в пространстве (X, Λ) множество M
окрестностно (окрестностно счетно) компактно тогда и только
тогда, когда оно обладает этим свойством в подпространстве с
носителем M .

Теорема 1.37. В пространстве (X, Λ) множество окрест-
ностно счетно компактно тогда и только тогда, когда оно се-
квенциально компактно.

J Пусть подмножествоM ⊂X окрестностно счетно компакт-
но, а x̂= (x1, x2, . . .)∈MN. Рассмотрим Ki = {xn :n> i}, i∈N.
Докажем, что M

⋂ ⋂
i∈N

K+
i =K 6= Ø. Предположим противное.

Обозначим Ai =X\Ki, i∈N. В силу теоремы 1.12 и сделанного
предположения имеем A−

i =X\K+
i , i∈N, и M ⊂

⋃
i∈N

A−
i . Значит,

система {Ai : i∈N} является окрестностным покрытием для M .
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Однако Kn⊂M , Kn 6= Ø и Kn
⋂ n⋃
i=1

Ai = Ø для любого n∈N.

Поэтому из этого счетного покрытия нельзя выделить конеч-
ное подпокрытие. А это противоречит условию окрестностно
счетной компактности M . Следовательно, K 6= Ø. Пусть x∈K.
Тогда любая окрестность точки x имеет непустое пересечение
с каждым Ki, i∈N, и, значит, последовательность x̂ является
частой в любой окрестности точки x. Поэтому в силу теоремы
1.13 x̂ обладает подпоследовательностью, сходящейся к x∈M .

Пусть, обратно, подмножество M ⊂X секвенциально ком-
пактно, а {An :n∈N} — окрестностное счетное покрытие для
M . Предположим из этого покрытия нельзя выделить конечное

подпокрытие. Тогда M\
n⋃
i=1

Ai =En 6= Ø для всех n∈N. Выберем

некоторые xn ∈En, n∈N, и положим x̂= (xn :n∈N). В силу се-
квенциальной компактности M существует такое x̂′≺ x̂, что
M∩Λ(x̂′) 6= Ø. Пусть x∈M∩Λ(x̂′). Согласно выбору x̂, множет-
сво [x̂′] нельзя покрыть конечным числом множеств An. С дру-
гой стороны, x∈A−

m для некоторого m∈N. Поэтому Am, будучи
окрестностью точки x, содержит все члены подпоследователь-
ности x̂′, кроме конечного их числа. Значит, [x̂′] можно покрыть
конечным числом множеств An. Полученное противоречие дока-
зывает, что из рассматриваемого покрытия множестваM можно
выделить конечное подпокрытие. I

Дадим описание окрестностно компактного множества при
помощи центрированных систем его подмножеств.

Теорема 1.38. В пространстве (X, Λ) множество M окре-
стностно компактно тогда и только тогда, когда для любой
центрированной системы {Ki : i∈ I} подмножеств в M

M
⋂ ⋂
i∈I

K+
i 6= Ø. (1)

J Пусть M окрестностно компактно, а {Ki : i∈ I} — центри-
рованная система подмножеств в M . Предположим в (1) пересе-
чение пусто. Обозначим Ai =X\Ki, i∈ I. Очевидно, из сделан-
ного предположения следует, что

M ⊂
⋃
i∈I

A−
i (2)

и, значит, система {Ai : i∈ I} является окрестностным покры-
тием множества M . В силу окрестностной компактности M
из этого покрытия можно выделить конечное подпокрытие
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{Ai1 , Ai2 , . . . , Aim}, т. е.

M ⊂
m⋃
n=1

Ain . (3)

Но тогда
m⋂
n=1

Kin = Ø (4)

и, следовательно, система {Ki : i∈ I} не центрирована. Получен-
ное противоречие доказывает (1).

Пусть, обратно, имеет место (1), а {Ai : i∈ I} — окрестност-
ное покрытие множества M , т. е. имеет место (2). Обозначим
Ki =M\Ai, i∈ I. Из (2) следует, что в (1) пересечение пусто. Но
тогда система {Ki : i∈ I} не центрирована. Поэтому для некото-
рой конечной системы {Ki1 , Ki2 , . . . , Kim} имеет место (4), из
которого следует (3). Тем самым из рассматриваемого покрытия
множества M можно выделить конечное подпокрытие. Следо-
вательно, M окрестностно компактно. I

Теорема 1.39. В пространстве (X, Λ) для окрестностно
счетной компактности (т. е. секвенциальной компактности)
множества M необходимо, чтобы

M
⋂ ⋂
n∈N

K+
n 6= Ø (5)

для любой центрированной системы {Kn :n∈N} подмножеств
в M , и достаточно, чтобы для любой последовательности
(xi : i∈N) попарно различных точек из M этому условию удо-
влетворяла система множеств Kn = {xi : i>n}, n∈N.

J Необходимость доказывается таким же образом, как в
теореме 1.38. Докажем достаточность. Пусть {An :n∈N} — ок-
рестностное счетное покрытие множества M , т. е. имеет ме-
сто (2) с I = N. Предположим из этого покрытия нельзя выде-
лить конечное подпокрытие. Тогда существует такая последо-
вательность натуральных чисел j1<j2< . . ., что если для мно-

жеств Bn =
jn⋃
i=1

Ai, n∈N, обозначить Hn =M\Bn, то Hn+1⊂Hn

и Hn+1 6=Hn. В силу An⊂Bn и включения (2) с I = N име-
ем A−

n ⊂B−
n и M ⊂

⋃
n∈N

B−
n . Однако M∩H+

n ⊂M\B−
n и поэто-

му M
⋂ ⋂
n∈N

H+
n = Ø. Выбирая для каждого n∈N некоторое

xn ∈Hn\Hn+1, получим последовательность (xn :n∈N) попар-
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но различных точек из M . Положим Kn = {xi : i>n}, n∈N. Так
как Kn⊂Hn, то M

⋂ ⋂
n∈N

K+
n = Ø. Однако это противоречит

условию (5). Значит, из рассматриваемого покрытия множества
M можно выделить конечное подпокрытие. I

Дадим описание окрестностно компактного множества при
помощи сходящихся направленностей. С этой целью сначала
приведем некоторые свойства направленностей в пространстве
с операцией предела последовательности.

Определение 1.22. В пространстве (X, Λ) точка x на-
зывается пределом направленности x̌, а направленность x̌ на-
зывается сходящейся к x, если направленность x̌ почти вся
лежит в каждой окрестности точки x.

Теорема 1.40. В пространстве (X, Λ) направленность x̌
является частой в каждой окрестности точки x тогда и
только тогда, когда x является пределом некоторого y̌≺ x̌.

J Пусть направленность x̌= (xi : i∈ I) является частой в
каждой окрестности точки x, а Ux — полная система окрест-
ностей точки x. Рассмотрим множество J таких пар j= (i, u),
что i∈ I, u∈Ux и xi ∈u. Множество J частично предупорядо-
чим, положив j′ 6 j′′ для элементов j′ = (i′, u′) и j′′ = (i′′, u′′)
из J , если i′ 6 i′′ и u′′⊂u′. Тогда J становится направленным.
Действительно, для j′ и j′′ пересечение u=u′ ∩u′′ есть окрест-
ность точки x. Поскольку I направленное, существует такое
i0 ∈ I, что i′ 6 i0 и i′′ 6 i0. В силу того, что x̌ является частой
в u, существует такое i∈ I, что i0 6 i и xi ∈u. Тогда j′ 6 j и
j′′ 6 j для j= (i, u)∈J . Тем самым J направленное. Для про-
извольного j= (i, u)∈J положим yj =xi. Тогда направленность
y̌= (yj : j ∈J) является поднаправленностью для x̌. Действите-
льно, для произвольного i∈ I возьмем такое j ∈J , что j= (i, u)
(например, можно взять u=X). Тогда для любого j′ = (i′, u′)∈J ,
такого, что j6 j′, имеем i6 i′ и yj′ =xi′ . Следовательно, y̌≺ x̌.
Докажем, что точка x является пределом для y̌. Пусть u —
окрестность точки x. Поскольку x̌ является частой в u, суще-
ствует такое i∈ I, что xi ∈u. Положим j= (i, u). Для произволь-
ного j′ = (i′, u′)∈J , удовлетворяющего условию j6 j′, имеем
yj′ =xi′ ∈u′⊂u. Тем самым y̌ почти вся лежит в каждой окрест-
ности точки x и, следовательно, сходится к x.

Пусть, обратно, направленность x̌= (xi : i∈ I) обладает под-
направленностью (yj : j ∈J), сходящейся к точке x, а u— окрест-
ность точки x. Тогда существует такое j′ ∈J , что yj ∈u для всех
j> j′. Рассмотрим произвольное i0 ∈ I. Для i0 существует такое
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j0 ∈J , что yj =xi при каждом j> j0 с некоторым i> i0. Возьмем
j ∈J так, чтобы j0 6 j и j′ 6 j. Тогда xi = yj ∈u для некоторого
i> i0. А это означает, что x̌ является частой в каждой окрест-
ности точки x. I

Предложение 1.41. В пространстве (X, Λ) точка x яв-
ляется предельной точкой множества M тогда и только то-
гда, когда x является пределом некоторой направленности в
M\{x}.

J Если x — предельная точка для M , то по определению она
является пределом некоторой последовательности в M\{x}. Ес-
ли же x является пределом некоторой направленности в M\{x},
то, очевидно, каждая окрестность точки x имеет непустое пере-
сечение с M\{x}. Поэтому, согласно теореме 1.10, x является
предельной точкой для M . I

Теорема 1.41. В пространстве (X, Λ) множество M
окрестностно компактно тогда и только тогда, когда любая
направленность в M обладает поднаправленностью, имеющей
предел в M .

J Пусть M окрестностно компактно, а x̌= (xi : i∈ I) — на-
правленность в M . Обозначим Ki = {xi′ : i′ > i}, i∈ I. Система
{Ki : i∈ I} центрирована. Поэтому в силу теоремы 1.38 пересе-
чение системы {K+

i : i∈ I} содержит некоторую точку x∈M . Но
тогда u∩Ki 6= Ø для каждых i∈ I и окрестности u точки x, т. е.
существует такое i′ > i, что xi′ ∈u. А это означает, что x̌ являет-
ся частой в любой окрестности точки x. Отсюда в силу теоремы
1.40 следует существование поднаправленности направленности
x̌, сходящейся к x.

Пусть, обратно, любая направленность в M обладает подна-
правленностью, имеющей предел в M . Отсюда в силу теоремы
1.40 следует, что для каждой направленности в M существу-
ет такое x∈M , что эта направленность является частой в лю-
бой окрестности точки x. Рассмотрим произвольную центриро-
ванную систему E подмножеств в M . Обозначим через S си-
стему всех пересечений конечного числа множеств из системы
E. Множество J всех пар j= (x, s), где s∈S и x∈ s, частично
предупорядочим, положив j1 6 j2 для элементов j1 = (x1, s1) и
j2 = (x2, s2) из J , если s2⊂ s1. Тогда J становится направлен-
ным. Рассмотрим направленность y̌= (yj : j ∈J) в M , где yj =x
для j= (x, s)∈J . По условию, существует такое y ∈M , что y̌
является частой в каждой окрестности точки y. Покажем, что
y ∈ s+ для любого s∈S. Пусть u — окрестность точки y, а
j= (x, s)∈J . Тогда существует такое j′ > j, что yj′ ∈u. Если
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j′ = (x′, u′), то yj′ =x′ ∈ s′⊂ s и, значит, yj′ ∈u∩ s 6= Ø. Отсюда
в силу теоремы 1.10 следует, что y ∈ s+. Поэтому пересечение
всех множеств s+, s∈S, содержит точку из M . Однако E⊂S и,
следовательно, пересечение квазизамыканий всех множеств из
E содержит точку из M . Отсюда в силу теоремы 1.38 следует
окрестностная компактность M . I

Определение 1.23. В пространстве (X, Λ) множество M
называется квазикомпактным, если любая направленность в
M обладает сходящейся поднаправленностью.

Теорема 1.42. В пространстве (X, Λ) множетство M ква-
зикомпактно тогда и только тогда, когда для любой центри-
рованной системы {Ki : i∈ I} подмножеств в M⋂

i∈I
K+
i 6= Ø. (6)

J Пусть M квазикомпактно, а E= {Ki : i∈ I} — центриро-
ванная система подмножеств в M . Обозначим через S систему
всех пересечений конечного числа множеств из E. Множество
J всех пар j= (x, s), где s∈S и x∈ s, частично предупорядо-
чим, положив j1 6 j2 для элементов j1 = (x1, s1) и j2 = (x2, s2) из
J , если s2⊂ s1. Тогда J становится направленным. Рассмотрим
направленность y̌= (yj : j ∈J) в M , где yj =x для j= (x, s)∈J .
По условию, существует поднаправленность y̌′≺ y̌, сходящаяся
к некоторому y ∈X. Но тогда в силу теоремы 1.40 y̌ является
частой в каждой окрестности точки y. Отсюда повторением рас-
суждений, сделанных в доказательстве теоремы 1.41, получим
y ∈ s+ для любого s∈S. С учетом Ki ∈S имеем y ∈K+

i для всех
i∈ I. Значит, имеет место (6).

Пусть, обратно, имеет место (6), а x̌= (xi : i∈ I) — направлен-
ность вM . ОбозначимKi = {xi′ : i′ > i}, i∈ I. Система {Ki : i∈ I}
подмножеств в M центрирована. В силу (6) существует такое
x∈X, что x∈K+

i для всех i∈ I. Отсюда повторением рассуж-
дений, сделанных в доказательстве теоремы 1.41, получаем, что
направленность x̌ является частой в любой окрестности точки x.
Но тогда в силу теоремы 1.40 x̌ обладает поднаправленностью,
сходящейся к x. I

Теорема 1.43. В пространстве (X, Λ) для секвенциальной
квазикомпактности множества M необходимо, чтобы⋂

n∈N
K+
n 6= Ø (7)

для любой центрированной системы {Kn :n∈N} подмножеств
в M , и достаточно, чтобы для любой последовательности
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(xi : i∈N) попарно различных точек из M этому условию удо-
влетворяла система множеств Kn = {xi : i>n}, n∈N.

J Пусть множество M секвенциально квазикомпактно, а
{Kn :n∈N} — центрированная система подмножеств в M . Обо-

значим Hn =
n⋂
i=1

Ki, n∈N. Очевидно, Hn+1⊂Hn, Hn⊂Kn и

Hn 6= Ø для всех n∈N. Выберем некоторые xn ∈Hn, n∈N, и
рассмотрим x̂= (xn :n∈N)∈MN. По условию, существует под-
последовательность x̂′≺ x̂, сходящаяся к некоторому x∈X. Так
как x̂′ почти вся лежит в каждом Hn, то x∈H+

n , n∈N. Поэтому
x∈K+

n для всех n∈N и, значит, имеет место (7).
Докажем достаточность. Рассмотрим произвольное x̂∈MN.

Ясно, что x̂ обладает либо стационарной подпоследовательно-
стью, либо подпоследовательностью ŷ= (y1, y2, . . .) попарно раз-
личных точек. Во втором случае, по условию, дляKn={yi : i>n},
n∈N, выполняется (7). Пусть y ∈

⋂
n∈N

K+
n . Тогда любая окрест-

ность точки y имеет непустое пересечение с каждым Kn, n∈N.
Поэтому ŷ является частой в каждой окрестности точки y. Но
тогда в силу теоремы 1.13 ŷ обладает подпоследовательностью,
сходящейся к y. Тем самым в любом случае x̂ обладает сходя-
щейся подпоследовательностью. I

Приведем из общей топологии некоторые понятия и связян-
ные с ними предложения, методы доказательств которых были
применены выше к теоремам 1.37—1.41. Как было отмечено в
n◦ 3 раздела обозначений и определений, если τ — топология в
множестве X, то для пары (X, τ) будем использовать название
пространство с топологией, вместо ее общепринятого названия
топологическое пространство, используемого здесь в смысле
топологизируемого пространства. Там же приведены понятия
подпространства с топологией и прямого произведения семей-
ства пространств с топологией. В пространстве (X, τ) множе-
ства из топологии τ называются τ -открытыми, а их дополне-
ния — τ -замкнутыми множествами. Каждое множество из τ на-
зывается также τ -открытой окрестностью произвольной своей
точки. Точка x∈X называется τ -точкой накопления подмноже-
ства M ⊂X, если любая τ -открытая окрестность точки x имеет
непустое пересечение с M\{x}. Пересечение всех τ -замкнутых
множеств, содержащих M , называется τ -замыканием множе-
ства M , обозначается через M и совпадает с объединением M
и множества его τ -точек накопления. Точка x∈M называется
τ -внутренней точкой множества M , если M содержит τ -откры-
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тую окрестность точки x.
Определение 1.24. В пространстве с топологией (X, τ)

точка x называется τ -пределом направленности x̌, а направ-
ленность x̌ называется τ -сходящейся к x, если направлен-
ность x̌ почти вся лежит в каждой τ -открытой окрестно-
сти точки x.

Определение 1.25. В пространстве с топологией (X, τ)
множество M называется τ -компактным (τ -счетно компакт-
ным), если из любого его покрытия (счетного покрытия), со-
стоящего из τ -открытых множеств, можно выделить конеч-
ное подпокрытие; τ -относительно (τ -относительно счетно)
компактным, если M τ -компактно (τ -счетно компактно).

При помощи рассуждений, сделанных в доказательстве тео-
ремы 1.40, доказывается

Теорема 1.44. В пространстве с топологией (X, τ) направ-
ленность x̌ является частой в каждой τ -открытой окрестно-
сти точки x тогда и только тогда, когда x является τ -преде-
лом некоторого y̌≺ x̌. I

Теорема 1.45. В пространстве с топологией (X, τ) точ-
ка x является τ -точкой накопления множества M тогда и
только тогда, когда x является τ -пределом некоторой направ-
ленности в M\{x}.

J Пусть x является τ -точкой накопления множества M .
Тогда v∩M\{x} 6= Ø для любой τ -открытой окрестности v точ-
ки x. Обозначим через J множество всех пар j= (y, v), где v
есть τ -открытая окрестность точки x, а y ∈ v∩M\{x}. Множе-
ство J частично предупорядочим, положив j1 6 j2 для элемен-
тов j1 = (y1, v1) и j2 = (y2, v2) из J , если v2⊂ v1. Тогда J стано-
вится направленным. Рассмотрим направленность y̌= (yj : j ∈J)
в M\{x}, где yj = y для j= (y, v)∈J . Очевидно, y̌ почти вся ле-
жит в каждой τ -открытой окрестности точки x. Следовательно,
x является τ -пределом для y̌.

Обратно, если точка x является τ -пределом некоторой на-
правленности в M\{x}, то, очевидно, каждая τ -открытая окре-
стность точки x имеет непустое пересечение с M\{x} и, следо-
вательно, x является τ -точкой накопления множества M . I

Предложение 1.42. Если в пространстве с топологией
(X, τ) одноточечное множество τ -замкнуто, то любая τ -от-
крытая окрестность τ -точки накопления x множества M
содержит бесконечное множество точек из M .

J Пусть v является τ -открытой окрестностью точки x. Пред-
положим множествоK = v∩M\{x} конечно. ТогдаK τ -замкну-
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то, а v′ =X\K является τ -открытой окрестностью точки x. По-
этому v∩v′ тоже является τ -открытой окрестностью точки x и
не содержит точек из M\{x}. А это означает, что x не является
τ -точкой накопления для M . I

Теорема 1.46. В пространстве с топологией (X, τ) мно-
жество M τ -счетно компактно тогда и только тогда, когда
для каждого x̂∈MN существует такое x∈M , что x̂ является
частым в любой τ -открытой окрестности точки x.

J Пусть M τ -счетно компактно, а x̂= (xn :n∈N)∈MN. Обо-
значим Mk = {xn :n>k}, k∈N, и K =M

⋂ ⋂
k∈N

Mk. Тогда K 6= Ø,

поскольку в противном случае счетная система {Ak : k∈N} τ -
открытых множеств Ak =X\Mk является покрытием для M , из
которого нельзя выделить конечное подпокрытие, что противо-
речит условию τ -счетной компактностиM . Пусть x∈K. Так как
любая τ -открытая окрестность v точки x имеет непустое пере-
сечение с каждым Mk, k∈N, то v содержит бесконечное число
членов последовательности x̂.

Пусть, обратно, для каждого x̂∈MN существует такое
x∈M , что x̂ является частым в любой τ -открытой окрестно-
сти точки x. Рассмотрим произвольное τ -открытое счетное
покрытие {An :n∈N} множества M . Предположим из это-
го покрытия нельзя выделить конечное подпокрытие. Тогда

M\
n⋃
i=1

Ai =En 6= Ø для всех n∈N. Выберем некоторые xn ∈En,

n∈N. Ясно, что каждое из множеств An содержит лишь конеч-
ное число членов последовательности x̂= (xn :n∈N). Однако,
по условию, существует такое x∈M , что x̂ является частой в
любой τ -открытой окрестности точки x. Так как x∈Am для
некоторого m∈N, то τ -открытая окрестность Am точки x со-
держит бесконечное число членов последовательности x̂. Полу-
ченное противоречие доказывает, что из рассматриваемого по-
крытия можно выделить конечное подпокрытие. I

Из теоремы 1.46 с учетом предложения 1.42 вытекает
Следствие 1.8. В пространстве с топологией (X, τ) любое

бесконечное подмножество τ -счетно компактного множества
M имеет τ -точку накопления в M . Обратно, если в (X, τ) од-
ноточечное множество τ -замкнуто, а любое счетное подмно-
жетство множества M имеет τ -точку накопления в M , то
M τ -счетно компактно. I

В [5], с. 236, и [42], с. 103, обратное утверждение следствия
1.8 сформулировано без условия τ -замкнутости одноточечного
множества, что не верно (см. пример в § 10, n◦ 12).
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Приведем еще следующие три теоремы, доказательства ко-
торых аналогичны доказательствам теорем 1.38, 1.39 и 1.41.

Теорема 1.47. В пространстве с топологией (X, τ) мно-
жество M τ -компактно тогда и только тогда, когда
M

⋂ ⋂
i∈I

Ki 6= Ø для любой центрированной системы {Ki : i∈ I}

подмножеств в M . I
Теорема 1.48. В пространстве с топологией (X, τ) для

τ -счетной компактности множества M необходимо, чтобы
M

⋂ ⋂
n∈N

Kn 6= Ø для любой центрированной системы {Kn :

n∈N} подмножеств в M , и достаточно, чтобы для любой
последовательности (xi : i∈N) попарно различных точек из
M этому условию удовлетворяла система множеств Kn =
= {xi : i>n}, n∈N. I

Теорема 1.49. В пространстве с топологией (X, τ) мно-
жество M τ -компактно тогда и только тогда, когда любая
направленность в M обладает поднаправленностью, имеющей
τ -предел в M . I

Определение 1.26. В пространстве с топологией (X, τ)
множество M называется τ -квазикомпактным (τ -счетно
квазикомпактным), если для каждой направленности (после-
довательности) в M существует такое x∈X, что эта на-
правленность (последовательность) является частой в любой
τ -открытой окрестности точки x.

Непосредственно из теоремы 1.44 вытекает
Теорема 1.50. В пространстве с топологией (X, τ) мно-

жество M τ -квазикомпактно тогда и только тогда, когда
любая направленность в M обладает τ -сходящейся поднаправ-
ленностью. I

В силу предложения 1.42 справедливо также следую-
щее предложение, аналогичное следствию 1.8.

Предложение 1.43. В пространстве с топологией (X, τ)
бесконечное подмножество τ -счетно квазикомпактного мно-
жества M имеет τ -точку накопления в X. Обратно, если в
(X, τ) одноточечное множество τ -замкнуто, а счетное под-
множество в M имеет τ -точку накопления в X, то M τ -
счетно квазикомпактно. I

По аналогии с теоремами 1.42 и 1.43 доказываются следую-
щие две теоремы.

Теорема 1.51. В пространстве с топологией (X, τ) мно-
жество M τ -квазикомпактно тогда и только тогда, когда
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i∈I

Ki 6= Ø для любой центрированной системы {Ki : i∈ I} под-

множеств в M . I
Теорема 1.52. В пространстве с топологией (X, τ) для

τ -счетной квазикомпактности множества M необходимо,
чтобы

⋂
n∈N

Kn 6= Ø для любой центрированной системы {Kn :

n∈N} подмножеств в M , и достаточно, чтобы для любой
последовательности (xi : i∈N) попарно различных точек из
M этому условию удовлетворяла система множеств Kn =
= {xi : i>n}, n∈N. I

Очевидно, τ -компактное (τ -счетно компактное) или τ -отно-
сительно (τ -относительно счетно) компактное множество τ -ква-
зикомпактно (τ -счетно квазикомпактно), а τ -замкнутое и τ -ква-
зикомпактное (τ -счетно квазикомпактное) множество τ -ком-
пактно (τ -счетно компактно).

Если операция предела Λ в множестве X определена некото-
рой топологией τ , то при любом x∈X для τ -замыкания множе-
ства {x} справедливо равенство {x}= Λ(ẋ). Кроме того, секвен-
циально компактное множество может не быть τ -компактным,
a τ -компактное множество — секвенциально компактным даже
при хаусдорфовой топологии τ (см. примеры в § 10, n◦ 4).

Заметим, что в пространстве с операцией предела (X, Λ),
имеющем секвенциальную топологию τ , понятия открытого мно-
жества, замкнутого множества, замыкания множества и точки
накопления множества эквивалентны соответствующим поняти-
ям в пространстве с топологией (X, τ).

Теорема 1.53. В пространстве с операцией предела (X,Λ),
имеющем секвенциальную топологию τ , секвенциально квази-
компактное множество τ -счетно квазикомпактно, секвенци-
ально относительно компактное множество τ -относительно
счетно компактно, а секвенциально компактное множество
τ -счетно компактно. Обратно, если пространство (X, Λ) то-
пологическое или в нем стационарная последовательность
имеет один предел, то τ -счетно квазикомпактное множество
секвенциально квазикомпактно, τ -относительно счетно ком-
пактное множество секвенциально относительно компакт-
но, а открытое или замкнутое τ -счетно компактное мно-
жество секвенциально компактно.

J С учетом теоремы 1.46 в доказательстве нуждаются об-
ратные утверждения. Пусть (X, Λ) удовлетворяет условию тео-
ремы, а M ⊂X и x̂∈MN. Если M τ -счетно квазикомпактно,
то x̂ является частым в каждой открытой окрестности неко-
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торого x∈X. Поэтому в силу теоремы 1.30 или утверждения
г) предложения 1.19 x̂ обладает сходящейся подпоследователь-
ностью и, значит, M секвенциально квазикомпактно. Если M
τ -относительно счетно компактно и, значит, его замыкание M
τ -счетно компактно, то M секвенциально квазикомпактно и, бу-
дучи замкнутым множеством, секвенциально компактно. Отсю-
да, очевидно, следует, что замкнутое τ -счетно компактное мно-
жество секвенциально компактно. Пусть M открыто и τ -счетно
компактно, а τ1 — секвенциальная топология подпространства
(M, Λ1)⊂ (X, Λ). В силу предложения 1.27 τ1 совпадает с топо-
логией, индуцированной в M секвенциальной топологией τ про-
странства (X, Λ). Поэтому M τ1-счетно компактно. Посколь-
ку (M, Λ1) либо топологическое, либо в нем стационарная по-
следовательность имеет один предел, M секвенциально квази-
компактно в (M, Λ1), а значит, и секвенциально компактно в
(M, Λ1). Но тогда M секвенциально компактно и в (X, Λ). I

Теорема 1.54. Если в пространстве с операцией предела
(X, Λ), имеющем секвенциальную топологию τ , каждая после-
довательность x̂ обладает подпоследовательностью ŷ, для
которой [ŷ]⊂ [x̂]+, то τ -счетно компактное подмножество
M ⊂X секвенциально компактно.

J Пусть x̂= (xi : i∈N) — последовательность попарно раз-
личных точек из M . По условию, существует такая подпоследо-
вательность ŷ1≺ x̂, что [ŷ1]⊂ [x̂]+. Удалением из ŷ1 первого чле-
на получаем ŷ′1. Выберем ŷ2≺ ŷ′1 так, чтобы [ŷ2]⊂ [ŷ′1]+. Удалени-
ем из ŷ2 первого члена получаем ŷ′2. Выберем ŷ3≺ ŷ′2 так, чтобы
[ŷ3]⊂ [ŷ′2]+. Продолжая этот выбор, получим систему последо-
вательностей ŷn, n∈N, такую, что ŷn+1≺ ŷn и [ŷn+1]⊂ [ŷn]+ для
всех n∈N. Очевидно, система множеств [ŷn], n∈N, центрирова-
на. В силу теоремы 1.48 из τ -счетной компактностиM вытекает,
что M

⋂ ⋂
n∈N

[ŷn] 6= Ø и, значит, M
⋂ ⋂
n∈N

[ŷn]+ 6= Ø. Для каж-

дого n∈N обозначим Kn = {xi : i>n} и заметим, что [ŷn]⊂Kn.
Поэтому M

⋂ ⋂
n∈N

K+
n 6= Ø. Отсюда в силу теоремы 1.39 следует

секвенциальная компактность M . I
Следствие 1.9. Если пространство (X, Λ), имеющее се-

квенциальную топологию τ , является пространством с опера-
цией однозначного предела или пространством Фреше−Уры-
сона, то в нем τ -счетно компактное множество секвенциаль-
но компактно. I
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В силу теоремы 1.31 пространство, удовлетворяющее усло-
вию теоремы 1.54, топологическое. В связи с теоремами 1.53 и
1.54 отметим, что, как показывает пример, приведенный в § 10,
n◦ 11, в произвольном пространстве (X, Λ), имеющем секвенци-
альную топологию τ , из τ -счетной компактности множества M ,
вообще говоря, не следует его секвенциальная компактность да-
же при M =X. Кроме того, из τ -компактности (τ -счетной ком-
пактности) множества M не следует его τ1-компактность (τ1-
счетная компактность), где τ1 — секвенциальная топология под-
пространства (M, Λ1)⊂ (X, Λ). Это означает, что в (X, Λ) по-
нятие τ -компактности (τ -счетной компактности) множества не
инвариантно относительно подпространств. Введем в простран-
стве с операцией предела еще несколько понятий компактности
множества, инвариантных относительно подпространств.

Определение 1.27. В пространстве (X, Λ) множество M
называется компактным (счетно компактным), если оно τ1-
компактно (τ1-счетно компактно), где τ1 — секвенциальная
топология подпространства (M, Λ1)⊂ (X, Λ); относительно
(относительно счетно) компактным, если M компактно
(счетно компактно).

Из теоремы 1.53 вытекает
Следствие 1.10. В пространстве (X, Λ) секвенциально

компактное множество счетно компактно. Если же (X, Λ)
топологическое или в нем стационарная последовательность
имеет один предел, то счетно компактное множество секвен-
циально компактно. I

В пространстве (X, Λ), имеющем секвенциальную тополо-
гию τ , окрестностно (окрестностно счетно) компактное множе-
ство компактно (счетно компактно), а компактное (счетно ком-
пактное) множество τ -компактно (τ -счетно компактно), причем
открытое или замкнутое τ -компактное (τ -счетно компактное)
множество компактно (счетно компактно). Кроме того, понятия
относительно (относительно счетно) компактного множества и
τ -относительно (τ -относительно счетно) компактного множества
эквивалентны. Ясно, что понятия предела и τ -предела направ-
ленности (последовательности) эквивалентны лишь в том слу-
чае, когда (X, Λ) — пространство Фреше−Урысона (топологи-
ческое пространство). В пространстве Фреше−Урысона (X, Λ)
понятия компактного (счетно компактного), τ -компактного (τ -
счетно компактного) и окрестностно (окрестностно счетно) ком-
пактного множества эквивалентны.
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§ 9. Пределы функции. Непрерывности

Определение 1.28. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства
с операцией предела, а x0 ∈X — предельная точка подмноже-
ства G⊂X. Точка y0 ∈Y называется секвенциальным преде-
лом функции f :G→Y в точке x0, если для любой последова-
тельности точек xn ∈G\{x0}, n∈N, сходящейся к x0, точка
y0 является пределом последовательности (f(xn) :n∈N).

Теорема 1.55. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, (Ṽy : y ∈Y ) — семейство систем окрестно-
стей в Y , определяющее операцию предела Λ̃, а x0 ∈X — пре-
дельная точка подмножества G⊂X. Точка y0 ∈Y является
секвенциальным пределом функции f :G→Y в точке x0 тогда
и только тогда, когда для каждого ṽ ∈ Ṽy0 существует такая
окртестность v точки x0, что f(v∩G\{x0})⊂ ṽ.

J Пусть y0 — секвенциальный предел функции f в точке
x0, а ṽ ∈ Ṽy0 . Докажем, что множество v= f−1(ṽ)∪(X\G)∪{x0}
является окрестностью точки x0. Предположим противное. То-
гда x0 ∈Λ(x̂) для некоторой последовательности x̂= (xn :n∈N)
в X\v=G\v. Так как f(xn) /∈ ṽ для всех n∈N, то y0 /∈ Λ̃(ŷ) для
ŷ= (f(xn) :n∈N). Однако это противоречит условию, наложен-
ному на y0. Следовательно, v — окрестность точки x0. Очевидно,
для v имеет место включение f(v∩G\{x0})⊂ ṽ.

Пусть, обратно, для каждого ṽ ∈Vy0 существует такая окре-
стность v точки x0, что f(v∩G\{x0})⊂ ṽ, а x̂= (xn :n∈N) — по-
следовательность в G\{x0}, сходящаяся к x0. Так как x̂ почти
вся лежит в v, то последовательность ŷ= (f(xn) :n∈N) почти
вся лежит в ṽ и, значит, y0 ∈ Λ̃(ŷ). I

Следствие 1.11. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства
с операцией предела, а x0 ∈X — предельная точка подмноже-
ства G⊂X. Точка y0 ∈Y является секвенциальным пределом
функции f :G→Y в точке x0 тогда и только тогда, когда для
любой сходящейся к x0 направленности (xi : i∈ I) в G\{x0} точ-
ка y0 является пределом направленности (f(xi) : i∈ I). I

Определение 1.29. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-
ства с операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y называ-
ется (Λ, Λ̃)-секвенциально непрерывной (короче — секвенциаль-
но непрерывной) в точке x0 ∈G, если либо x0 не является пре-
дельной точкой множества G, либо x0 является предельной
точкой для G, а f(x0) — секвениальным пределом функции f в
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точке x0. Функция f называется секвенциально непрерывной
на M ⊂G, если она секвенциально непрерывна в каждой точке
из M . Если функция f секвенциально непрерывна на G, то она
просто называется секвенциально непрерывной.

С учетом определения 1.28 можно сказать, что функция
f :G→Y называется секвенциально непрерывной в точке x0 ∈G,
если для любой последовательности точек xn ∈G, n∈N, сходя-
щейся к x0, значение f(x0) является пределом последовательно-
сти (f(xn) :n∈N).

Из теоремы 1.55 вытекают следующие две теоремы.
Теорема 1.56. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с

операцией предела, G⊂X, а (Ṽy : y ∈Y ) — семейство систем
окрестностей в Y , определяющее операцию предела Λ̃. Функ-
ция f :G→Y секвенциально непрерывна в точке x0 ∈G тогда
и только тогда, когда для y0 = f(x0) и каждого ṽ ∈ Ṽy0 суще-
ствует такая окрестность v точки x0, что f(v∩G)⊂ ṽ. I

Теорема 1.57. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, G⊂X, а (Ṽy : y ∈Y ) — семейство систем
окрестностей в Y , определяющее операцию предела Λ̃. Функ-
ция f :G→Y секвенциально непрерывна в точке x0 ∈G тогда
и только тогда, когда прообраз f−1(ṽ) каждой окрестности
ṽ ∈ Ṽy0 точки y0 = f(x0) есть окрестность точки x0 в подпро-
странстве с носителем G. I

Следствие 1.12. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y секвенциально
непрерывна в точке x0 ∈G тогда и только тогда, когда для
любой сходящейся к x0 направленности (xi : i∈ I) в G точка
f(x0) является пределом направленности (f(xi) : i∈ I). I

Предложение 1.44. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-
ства с операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y секвен-
циально непрерывна тогда и только тогда, когда для любого
x̂= (xn :n∈N)∈GN и ŷ= (f(xn) :n∈N) имеет место включе-
ние f(G∩Λ(x̂))⊂ Λ̃(ŷ). I

Определение 1.30. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — пространства
с топологией, а x0 ∈X — τ -точка накопления подмножества
G⊂X. Точка y0 ∈Y называется (τ, τ̃)-пределом функции
f :G→Y в точке x0, если для каждой окрестности ṽ ∈ τ̃
точки y0 существует такая окрестность v ∈ τ точки x0,
что f(v∩G\{x0})⊂ ṽ.
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Теорема 1.58. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — пространства с то-
пологией, а x0 ∈X — τ -точка накопления подмножества G⊂X.
Точка y0 ∈Y является (τ, τ̃)-пределом функции f :G→Y в
точке x0 тогда и только тогда, когда для любой τ -сходящейся
к x0 направленности (xi : i∈ I) в G\{x0} точка y0 является τ̃ -
пределом направленности (f(xi) : i∈ I).

J Обозначим через J множество всех пар (x, v), где v ∈ τ
— окрестность точки x0, а x∈ v∩G\{x0}. Множество J частич-
но предупорядочим, положив j′ 6 j′′ для элементов j′ = (x′, v′)
и j′′ = (x′′, v′′) из J , если v′′⊂ v′. Тогда J становится направ-
ленным множеством. Рассмотрим направленность x̌= (xj : j ∈J)
в G\{x0}, где xj =x для j= (x, v)∈J . Очевидно, x0 является
τ -пределом для x̌. Пусть y0 ∈Y есть τ̃ -предел направленности
(f(xj) : j ∈J), а ṽ ∈ τ̃ — окрестность точки y0. Тогда существу-
ет такое j1 = (x1, v)∈J , что f(xj)∈ ṽ для любого j> j1 из J .
Однако если x∈ v∩G\{x0}, то j> j1 для j= (x, v)∈J . Поэтому
f(v∩G\{x0})⊂ ṽ и, значит, y0 есть (τ, τ̃)-предел функции f в
точке x0. Обратное утверждение теоремы очевидно. I

Определение 1.31. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — пространства
с топологией, а G⊂X. Функция f :G→Y называется (τ, τ̃)-
непрерывной в точке x0 ∈G, если либо x0 не является τ -точкой
накопления множества G, либо x0 является τ -точкой накоп-
ления для G, а f(x0) является (τ, τ̃)-пределом функции f в
точке x0. Функция f называется (τ, τ̃)-непрерывной на M ⊂G,
если она (τ, τ̃)-непрерывна в каждой точке из M . Если функ-
ция f (τ, τ̃)-непрерывна на G, то она просто называется (τ, τ̃)-
непрерывной (или τ -непрерывной, когда ясно какая топология
рассматривается в Y ).

С учетом определения 1.30 можно сказать, что функция
f :G→Y называется (τ, τ̃)-непрерывной в точке x0 ∈G, если
для каждой окрестности ṽ ∈ τ̃ точки f(x0) существует такая
окрестность v ∈ τ точки x0, что f(v∩G)⊂ ṽ.

Из теоремы 1.58 вытекает
Теорема 1.59. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — пространства с то-

пологией, а G⊂X. Функция f :G→Y (τ, τ̃)-непрерывна в точ-
ке x0 ∈G тогда и только тогда, когда для любой τ -сходящей-
ся к x0 направленности (xi : i∈ I) в G значение f(x0) является
τ̃ -пределом направленности (f(xi) : i∈ I). I

Теорема 1.60. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — пространства с то-
пологией, а G⊂X. Функция f :G→Y (τ, τ̃)-непрерывна тогда
и только тогда, когда для каждого ṽ ∈ τ̃ прообраз f−1(ṽ) τ1-от-
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крыт, где τ1 — топология в G, индуцированная топологией τ .
J Пусть функция f (τ, τ̃)-непрерывна, ṽ ∈ τ̃ , а x∈ f−1(ṽ). В

силу (τ, τ̃)-непрерывности f в точке x существует такая окрест-
ность v ∈ τ точки x, что f(v∩G)⊂ ṽ. Однако v∩G⊂ f−1(ṽ). По-
этому f−1(ṽ)∈ τ1. Обратное утверждение теоремы очевидно. I

Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с операцией преде-
ла, имеющие секвенциальные топологии τ и τ̃ соответственно, а
τ1 и τ̃1 — секвенциальные топологии подпространств (X1, Λ1)⊂
⊂ (X, Λ) и (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) соответственно, где Y1 = f(X1). Из
(τ, τ̃)-непрерывности функции f :X1→Y , вообще говоря, не сле-
дует ее (τ1, τ̃1)-непрерывность. А это означает, что в простран-
ствах с операцией предела понятие (τ, τ̃)-непрерывности функ-
ции не инвариантно относительно подпространств. Введем в про-
странствах с операцией предела еще два понятия непрерывно-
сти, инвариантных относительно подпространств.

Определение 1.32. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-
ства с операцией предела, а x0 ∈X — предельная точка под-
множества G⊂X. Точка y0 ∈Y называется пределом функции
f :G→Y в точке x0, если для каждого G1⊂G, имеюще-
го предельную точку x0 и каждой открытой в подпростран-
стве (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1 = f(G1)∪{y0} окрестно-
сти ṽ точки y0 существует такая открытая в подпростран-
стве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 =G1∪{x0} окрестность
v точки x0, что f(v\{x0})⊂ ṽ.

Определение 1.33. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства
с операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y называется
(Λ, Λ̃)-непрерывной (короче — непрерывной) в точке x0 ∈G,
если либо x0 не является предельной точкой множества G,
либо x0 является предельной точкой для G, а f(x0) — преде-
лом функции f в точке x0. Функция f называется непрерыв-
ной на M ⊂G, если она непрерывна в каждой точке из M . Если
функция f непрерывна на G, то она просто называется непре-
рывной.

С учетом определения 1.32 можно сказать, что функция
f :G→Y называется непрерывной в точке x0 ∈G, если для каж-
дого X1⊂G, содержащего x0, и каждой открытой в подпро-
странстве (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1 = f(X1) окрестности
ṽ точки f(x0) существует такая открытая в (X1, Λ1)⊂ (X, Λ)
окрестность v точки x0, что f(v)⊂ ṽ.
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Это определение эквивалентно следующему: функция f :
G→Y называется непрерывной в точке x0 ∈G, если для каждо-
го подпространства (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃), содержащего f(x0), и каж-
дой открытой в нем окрестности ṽ точки f(x0) существует та-
кая открытая в подпространстве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем
X1 = f−1(Y1) окрестность v точки x0, что f(v)⊂ ṽ.

Теорема 1.61. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y непрерывна
тогда и только тогда, когда для любого подпространства
(Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1⊂ f(G) и любого открытого в
нем множества ṽ прообраз f−1(ṽ) открыт в подпространстве
(X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 = f−1(Y1).

J Пусть функция f непрерывна, а x∈ f−1(ṽ). Существует
такая открытая в (X1, Λ1) окрестность v точки x, что f(v)⊂ ṽ.
В силу v⊂ f−1(ṽ) и произвольности x множество f−1(ṽ) открыто
в (X1, Λ1). Обратное утверждение теоремы очевидно. I

Теорема 1.62. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, а G⊂X. Если функция f :G→Y непрерывна
в точке x0 ∈G, то она секвенциально непрерывна в x0.

J Предположим противное. Тогда существует такая сходя-
щаяся к x0 последовательность (xn :n∈N) в G\{x0}, что после-
довательность (f(xn) :n∈N) не сходится к y0 = f(x0). Поэтому
существует окрестность точки y0, не содержащая члены неко-
торой подпоследовательности ŷ′ = (f(xkn) :n∈N). Пусть x̂′ =
= (xkn :n∈N). Рассмотрим множества X1 = [x̂′]∪{x0} и Y1 =
= [ŷ′]∪{y0}. Очевидно, что Y1 = f(X1), а множество ṽ= {y0}
является открытой окрестностью точки y0 в (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃).
Однако в (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) каждая открытая окрестность v точ-
ки x0 содержит все члены последовательности x̂′, кроме конеч-
ного их числа. Следовательно, ŷ′ почти вся лежит в f(v). Отсю-
да с учетом f(xkn) 6= y0, n∈N, получаем, что f(v)\ṽ 6= Ø. А это
противоречит условию непрерывности f в точке x0. I

Утверждение, обратное к приведенному в теореме 1.62, не
верно (см. пример в § 10, n◦ 17). Однако верна следующая

Теорема 1.63. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, G⊂X, а подмножество M ⊂G открыто в
подпространстве с носителем G. Если функция f :G→Y се-
квенциально непрерывна на M , то она непрерывна на M .

J Пусть x0 ∈M , (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) — подпространство, со-
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держащее f(x0), а ṽ — открытая в (Y1, Λ̃1) окрестность точки
f(x0). Докажем, что множество v=M∩f−1(ṽ) открыто в под-
пространстве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 = f−1(Y1). Так
как M1 =M∩X1 открыто в (X1, Λ1), а v⊂M1, то достаточно
доказать v∩Λ1(x̂) = Ø для всех x̂∈ (M1\v)N. Предположим
x̃∈ v∩Λ1(x̂) для некоторого x̂= (xn :n∈N)∈ (M1\v)N. Обозна-
чим ỹ= f(x̃) и ŷ= (f(xn) :n∈N). В силу секвенциальной непре-
рывности f в точке x̃ имеем ỹ ∈ Λ̃(ŷ). Однако ỹ ∈Y1 и f(xn)∈Y1

для всех n∈N. Поэтому ỹ ∈ Λ̃1(ŷ). С другой стороны, ỹ ∈ ṽ и
f(xn) /∈ ṽ для всех n∈N. Отсюда следует, что ỹ /∈ Λ̃1(ŷ), так как
ṽ открыто в (Y1, Λ̃1). Полученное противоречие доказывает, что
v открыто в (X1, Λ1). Поскольку x0 ∈ v и f(v)⊂ ṽ, функция f
непрерывна в точке x0. I

Определение 1.34. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-
ства с операцией предела, а x0 ∈X — предельная точка для
G⊂X. Точка y0 ∈Y называется усиленным пределом функ-
ции f :G→Y в точке y0, если для каждого G1⊂G, имеюще-
го предельную точку x0, и каждой открытой в подпростран-
стве (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1 = f(G1)∪{y0} окрестно-
сти ṽ точки y0 существует такая открытая в подпростран-
стве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 =G1∪(X\G)∪{x0} ок-
рестность v точки x0, что f(v∩G\{x0})⊂ ṽ.

Определение 1.35. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства
с операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y называется
(Λ, Λ̃)-усиленно непрерывной (короче — усиленно непрерывной)
в точке x0 ∈G, если либо x0 не является предельной точкой
множества G, либо x0 является предельной точкой для G, а
f(x0) — усиленным пределом функции f в точке x0. Функция f
называется усиленно непрерывной на M ⊂G, если она усилен-
но непрерывна в каждой точке из M . Если функция f усиленно
непрерывна на G, то она просто называется усиленно непре-
рывной.

С учетом определения 1.34 можно сказать, что функция
f :G→Y называется усиленно непрерывной в точке x0 ∈G, если
для каждого G1⊂G, содержащего x0, и каждой открытой в под-
пространстве (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1 = f(G1) окрестно-
сти ṽ точки f(x0) существует такая открытая в подпростран-
стве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 =G1∪(X\G) окрестность
v точки x0, что f(v∩G)⊂ ṽ.



§ 9. Пределы функции. Непрерывности 103

Это определение эквивалентно следующему: функция f :
G→Y называется усиленно непрерывной в точке x0 ∈G, ес-
ли для каждого подпространства (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃), содержащего
f(x0), и каждой открытой в нем окрестности ṽ точки f(x0) су-
ществует такая открытая в подпространстве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ)
с носителем X1 = f−1(Y1)∪(X\G) окрестность v точки x0, что
f(v∩G)⊂ ṽ.

Усиленная непрерывность функции f :G→Y в точке x0 ∈G
влечет ее непрерывность, секвенциальную непрерывность и
(τ, τ̃)-непрерывность в этой точке, где τ и τ̃ — секвенциальные
топологии пространств (X, Λ) и (Y, Λ̃) соответственно.

Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с операцией преде-
ла, а G⊂X. Если функция f :G→Y (Λ, Λ̃)-усиленно непре-
рывна в точке x0 ∈G, а (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) — подпространство,
содержащее x0, то сужение f1 = f |G1 , где G1 =G∩X1, являет-
ся (Λ1, Λ̃)-усиленно непрерывной в точке x0 функцией. Однако
обратное утверждение не верно, а именно: из (Λ′, Λ̃)-усиленной
непрерывности функции f , где Λ′ — операция предела подпро-
странства (G, Λ′)⊂ (X, Λ), вообще говоря, не следует (Λ, Λ̃)-
усиленная непрерывность f (см. пример в § 10, n◦ 19).

Теорема 1.64. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, а G⊂X. Функция f :G→Y усиленно непре-
рывна тогда и только тогда, когда для каждого подпростран-
ства (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) с носителем Y1⊂ f(G) и каждого от-
крытого в нем множества ṽ существует открытое в подпро-
странстве (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) с носителем X1 = f−1(Y1)∪(X\G)
множество v, такое, что f−1(ṽ) = v∩G.

J Пусть функция f усиленно непрерывна, а X1, Y1 и ṽ
— указанные в теореме множества. Рассмотрим произвольное
x∈ f−1(ṽ). Существует такая открытая в подпространстве
(X1, Λ1) окрестность v0 точки x, что f(v0∩G)⊂ ṽ и, значит,
v0∩G⊂ f−1(ṽ). Поэтому x является внутренней точкой множе-
ства f−1(ṽ)∪(X\G) в (X1, Λ1). Обозначим через v внутренность
этого множества в (X1, Λ1). Тогда f−1(ṽ) = v∩G. Обратное ут-
верждение теоремы очевидно. I

Теорема 1.65. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, G⊂X, а функция f :G→Y секвенциально
непрерывна на M ⊂G. Если M открыто в (X, Λ) или G замк-
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нуто в (X, Λ), а M открыто в подпространстве с носителем
G, то f усиленно непрерывна на M .

J Пусть x0 ∈M , (Y1, Λ̃1)⊂ (Y, Λ̃) — подпространство, со-
держащее f(x0), ṽ — открытая в (Y1, Λ̃1) окрестность точки
f(x0), (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) — подпространство с носителем X1 =
=G1∪(X\G), где G1 = f−1(Y1), а M1 =M∩G1 и v=M∩f−1(ṽ).
В силу секвенциальной непрерывности f на M , как и в доказа-
тельстве теоремы 1.63, v∩Λ(x̂) = Ø для всех x̂∈ (M1\v)N.

Если M открыто в (X, Λ), то M1 открыто в (X1, Λ1). Так
как v⊂M1, то в силу указанного выше свойства v оно откры-
то в (X1, Λ1). Поскольку x0 ∈ v и f(v)⊂ ṽ, функция f усиленно
непрерывна в точке x0.

Если же множество G замкнуто в (X, Λ), а M откры-
то в подпространстве с носителем G, то в силу предложения
1.22 G\M замкнуто в (X, Λ). Отсюда следует, что множество
G1\M1 = (G\M)∩X1 замкнуто в (X1, Λ1). Используя опять
указанное выше свойство v, получим, что множество G1\v=
= (G1\M1)∪(M1\v) замкнуто, а v′ = v∪(X\G) открыто в под-
пространстве (X1, Λ1). Так как v′∩G = v, x0 ∈ v и f(v)⊂ ṽ, то
функция f усиленно непрерывна в точке x0. I

Теорема 1.66. Пусть (X, Λ) — пространство Фреше−
Урысона, (Y, Λ) — пространство с операцией предела, G⊂X.
Функция f :G→Y усиленно непрерывна в точке x0 ∈G тогда
и только тогда, когда она секвенциально непрерывна в x0.

J В доказательстве нуждается только утверждение о том,
что секвенциальная непрерывность функции f в точке x0 влечет
усиленную непрерывность f в этой точке. Пусть (Y1, Λ̃1)⊂
⊂ (Y, Λ̃) — подпространство, содержащее f(x0), ṽ — открытая в
(Y1, Λ̃1) окрестность точки f(x0), а (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) — подпро-
странство с носителем X1 =G1∪(X\G), где G1 = f−1(Y1).
Обозначим E=G1\f−1(ṽ). В силу ṽ∩f(E) = Ø и секвенциальной
непрерывности f в точке x0 имеем x0 /∈E+. Однако E+ =E, так
как (X, Λ) является пространством Фреше−Урысона. Поэтому
x0 /∈E. Отсюда следует, что множество v=X1\E= (X\E)∩X1

является открытой окрестностью точки x0 в (X1, Λ1). Посколь-
ку v∩G=G1\E⊂ f−1(ṽ) и f(v∩G)⊂ ṽ, функция f усиленно не-
прерывна в точке x0. I

Теорема 1.67. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, имеющие секвенциальные топологии τ и τ̃
соответственно, а τ1⊂ τ и τ̃1⊂ τ̃ — некоторые топологии в
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X и Y соответственно, причем пространство (Y, Λ̃) тополо-
гическое, а τ̃1 определяет в Y операцию предела Λ̃. Если функ-
ция f :G→Y , где G⊂X, (τ1, τ̃1)-непрерывна в точке x0 ∈G,
то она секвенциально непрерывна в этой точке.

J Рассмотрим в G сходящуюся к x0 последовательность
x̂= (xn :n∈N). Докажем, что последовательность ŷ= (f(xn) :
n∈N) сходится к y0 = f(x0). Пусть ṽ ∈ τ̃1 — открытая окрест-
ность точки y0. В силу (τ1, τ̃1)-непрерывности f в точке x0 су-
ществует такая открытая окрестность v ∈ τ1 точки x0, что
f(v∩G)⊂ ṽ. Поскольку x0 ∈Λ(x̂), последовательность x̂ почти
вся лежит в v. Но тогда ŷ почти вся лежит в ṽ. Отсюда следу-
ет, что y0 является τ̃1-пределом последовательности ŷ. Однако
τ̃1 определяет в Y операцию предела Λ̃. Поэтому y0 ∈ Λ̃(ŷ) и,
значит, функция f секвенциально непрерывна в точке x0. I

В § 10, n◦ 18 приведен пример функции f :X→Y и про-
странств с операцией однозначного предела (X, λ) и (Y, λ̃),
имеющих секвенциальные топологии τ и τ̃ соответственно, где
функция f (τ, τ̃)-непрерывна в некоторой точке, но не является
непрерывной в этой точке. В § 10, n◦ 19 приведен также при-
мер функции f :G→Y и указанного типа пространств (X, λ) и
(Y, λ̃), где функция f секвенциально непрерывна на G⊂X, но
не является (τ, τ̃)-непрерывной.

Теорема 1.68. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела. Относительно функции f :X→Y рассмот-
рим следующие условия:

1) функция f секвенциально непрерывна;
2) f(M+)⊂ (f(M))+ для любого M ⊂X;
3) f(M)⊂ f(M) для любого M ⊂X;
4) прообраз f−1(H) каждого открытого (замкнутого) в

(Y, Λ̃) подмножества H ⊂Y открыт (замкнут) в (X, Λ).
Тогда 1) эквивалентно 2), а 3) эквивалентно 4), причем из

1) следует 3). Если пространство (Y, Λ̃) топологическое, то
из 3) следует 1), т. е. все эти условия попарно эквивалентны.

J Пусть функция f секвенциально непрерывна, а M ⊂X.
Для x∈M+ выберем сходящуюся к x последовательность точек
xn ∈M , n∈N. Тогда последовательность (f(xn) :n∈N) сходится
к f(x). Так как f(xn)∈f(M) для всех n∈N, то f(x)∈(f(M))+.
Значит, f(M+)⊂ (f(M))+, т. е. выполняется условие 2).

Из теоремы 1.57 следует, что прообраз f−1(H) всякого от-
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крытого (замкнутого) подмножества H пространства (Y, Λ̃) от-
крыт (замкнут) в (X, Λ), т. е. выполняется условие 4). Отсюда,
в частности, вытекает, что множество f−1

(
f(M)

)
замкнуто в

(X, Λ). Так как M ⊂ f−1
(
f(M)

)
, то M ⊂ f−1

(
f(M)

)
. Следова-

тельно, f(M)⊂ f(M), т. е. выполняется условие 3).
Пусть выполняется условие 2). Предположим функция f

не является секвенциально непрерывной в некоторой точке
x∈X. Тогда существует такая сходящаяся к x последователь-
ность x̂= (xn :n∈N) в X, что последовательность (f(xn) :n∈N)
не сходится к f(x). Отсюда в силу теоремы 1.2 вытекает су-
ществование такой подпоследовательности x̂′≺ x̂, что f(x) /∈
/∈ (f([x̂′]))+. Это противоречит включению f([x̂′]+)⊂ (f([x̂′]))+,
так как x∈ [x̂′]+. Следовательно, функция f секвенциально не-
прерывна. Таким образом, условия 1) и 2) эквивалентны.

Очевидно, условие 4) для открытых подмножеств простран-
ства (Y, Λ̃) эквивалентно этому же условию для замкнутых под-
множеств. Однако если выполняется условие 4) для замкнутых
подмножеств пространства (Y, Λ̃), то f(M)⊂ f(M) для любого
M ⊂X, т. е. выполняется условие 3).

Пусть выполняется условие 3). Тогда для прообраза G=
= f−1(H) замкнутого подмножества H пространства (Y, Λ̃) име-
ем f(G)⊂ f(G) =H =H. ПоэтомуG⊂ f−1(H) =G, т. е. прообраз
f−1(H) замкнут в (X, Λ). Тем самым выполняется условие 4)
для замкнутых, а значит, и для открытых подмножеств про-
странства (Y, Λ̃). Следовательно, условия 3) и 4) эквивалентны.
Кроме того, если пространство (Y, Λ̃) топологическое, то из вы-
полнения условия 4) для открытых подмножеств пространства
(Y, Λ̃) в силу теоремы 1.67 вытекает секвенциальная непрерыв-
ность f , т. е. из условия 3) следует 1). I

Замечание 1.11. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с
операцией предела, имеющие секвенциальные топологии τ и τ̃
соответственно; f :X→Y — секвенциально непрерывное отоб-
ражение; X1⊂X — непустое подмножество; τ ′ — топология в
X1, индуцированная топологией τ ; f1 = f |X1 — сужение отобра-
жения f на X1. Очевидно, f1 секвенциально непрерывно. Более
того, из теоремы 1.68 следует (τ ′, τ̃)-непрерывность f1. Однако
не всякое секвенциально непрерывное отображение g :X1→Y
может быть (τ ′, τ̃)-непрерывным. Так, что условие (τ ′, τ̃)-не-
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прерывности отображения g необходимо для того чтобы g до-
пускало секвенциально непрерывное продолжение на X.

В силу теорем 1.9, 1.57, 1.61 и 1.63 справедлива
Теорема 1.69. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с

операцией предела, G⊂X, а функция f :G→Y секвенциально
непрерывна. Если G′⊂G компактно, счетно компактно, окре-
стностно компактно или секвенциально компактно, то соот-
ветствующим свойством обладает также f(G′), а если G′ се-
квенциально квазикомпактно в подпространстве с носителем
G, то f(G′) тоже секвенциально квазикомпактно. I

В R классическую операцию предела (т. е. операцию преде-
ла, определенную системой всех открытых числовых промежут-
ков) обозначим через lim. В пространстве (R, lim) сходимость
последовательности r̂= (rn :n∈N) к r будем записывать в виде
lim r̂= r или lim

n
rn = r. Для нижнего и верхнего пределов после-

довательности r̂ тоже будем использовать общепринятую запись
lim r̂ и lim r̂ или lim

n
rn и lim

n
rn.

Определение 1.36. Пусть G — подмножество простран-
ства с операцией предела (X, Λ). Функционал f :G→R назы-
вается секвенциально полунепрерывным снизу (сверху) в точ-
ке x0 ∈G, если для любой последовательности x̂= (xn :n∈N) в
G, сходящейся к x0, выполняется неравенство f(x0) 6 lim

n
f(xn)

(f(x0) > lim
n
f(xn)). Если функционал f секвенциально полуне-

прерывен снизу (сверху) в каждой точке из G, то она просто
называется секвенциально непрерывным снизу (сверху).

Предложение 1.45. Если G — секвенциально компакт-
ное подмножество пространства с операцией предела (X, Λ),
то секвенциально полунепрерывный снизу (сверху) функционал
f :G→R принимает наименьшее (наибольшее) значение. I

Из теоремы 1.69 вытекает
Предложение 1.46. Пусть G — счетно компактное под-

множество пространства с операцией предела (X, Λ). Если
функционал f :G→R секвенциально непрерывен, то он прини-
мает наименьшее и наибольшее значения. I

Определение 1.37. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-
ства с операцией предела. Отображение f :X→Y , переводя-
щее каждое открытое подмножество пространства (X, Λ) в
открытое подмножество пространства (Y, Λ̃), называется
(Λ, Λ̃)-открытым (короче — открытым) отображением.
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С учетом теоремы 1.18 справедлива также
Теорема 1.70. Пусть (X, Λ) — прямое произведение семей-

ства пространств ((Xi, Λi) : i∈ I). Тогда для каждого i∈ I про-
ектирующее отображение pri :X→Xi секвенциально непрерыв-
но и открыто. При этом Λ является слабейшей операцией пре-
дела в X, при которой каждое отображение pri (Λ, Λi)-секвен-
циально непрерывно. I

Предложение 1.47. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространст-
ва с операцией предела, а Ux — полная система окрестностей
точки x∈X в пространстве (X, Λ). Отображение f :X→Y
тогда и только тогда переводит каждую окрестность точки
x в окрестность точки f(x), когда в (Y, Λ̃) каждая сходяща-
яся к f(x) последовательность точек yn ∈Y \

⋂
{f(u) :u∈Ux},

n∈N, обладает такой подпоследовательностью (ykn :n∈N),
что последовательность некоторых xn ∈ f−1(ykn), n∈N, схо-
дится к x в (X, Λ).

J Пусть f переводит каждую окрестность точки x∈X в
окрестность точки f(x). Рассмотрим сходящуюся к f(x) после-
довательность точек yn ∈Y \

⋂
{f(u) :u∈Ux}, n∈N. Обозначим

M =
⋃
n∈N

f−1(yn). Так как f(u)
⋂
{yn :n∈N} 6= Ø для каждого

u∈Ux, то u∩M 6= Ø. В силу теоремы 1.10 существует сходя-
щаяся к x последовательность ξ̂ в M . Однако для каждого
n∈N существует такое un ∈Ux, что yn /∈ f(un). Поэтому каж-
дое множество f−1(yn) может содержать лишь конечное число
членов последовательности ξ̂. Отсюда следует существование
такой последовательности натуральных чисел k1<k2< . . ., что
[ξ̂]

⋂
f−1(ykn) 6= Ø при всех n∈N. Легко заметить, что любая по-

следовательность точек xn ∈ [ξ̂]
⋂
f−1(ykn), n∈N, сходится к x.

Обратное утверждение предложения очевидно. I
На основании предложений 1.12 и 1.34 справедлива
Теорема 1.71. Пусть f :X→Y — некоторое отображение;

Λ̃ — операция предела в Y ; (Ũy : y ∈Y ) и τ̃ — соответствен-
но семейство полных систем окрестностей и секвенциальная
топология пространства (Y, Λ̃); Λ̃′ — операция предела в Y ,
определенная топологией τ̃ ; Λ и Λ′ — операции предела в X,
определенные формулами Λ(x̂) = f−1(Λ̃(ŷ)) и Λ′(x̂) = f−1(Λ̃′(ŷ)),
где x̂= (xn :n∈N)∈XN, ŷ= (f(xn) :n∈N). Тогда

а) Λ является слабейшей, операцией предела в X, при ко-
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торой отображение f (Λ, Λ̃)-секвенциально непрерывно;
б) Λ′ является слабейшей операцией предела в X, при кото-

рой отображение f (Λ′, Λ̃′)-секвенциально непрерывно, причем
Λ′ является топологической операцией предела;

в) в пространстве (X, Λ) полная система окрестностей
точки x∈X есть фильтр с базой {f−1(ũ) : ũ∈ Ũy, y= f(x)},
причем каждая окрестность точки x является также окре-
стностью множества f−1(f(x));

г) в (X, Λ) секвенциальная топология есть система
{f−1(ṽ) : ṽ ∈ τ̃} и определяет в X операцию предела Λ′. I

Предложение 1.48. Пусть (X, Λ) — пространство с опе-
рацией предела, а f :X→Y — некоторое отображение. Тогда в
Y существуют сильнейшая операция предела Λ̃ и сильнейшая
топологическая операция предела Λ̃′, при каждой из которых
f секвенциально непрерывно.

J Пусть E — множество всех таких операций предела в Y ,
при каждой из которых f секвенциально непрерывно, а E′⊂E
— подмножество тополгических операций предела. С учетом
E′ 6= Ø операции предела Λ̃ и Λ̃′ в Y , определенные равенствами
Λ̃(ŷ) =

⋂
Λ′∈E

Λ′(ŷ) и Λ̃′(ŷ) =
⋂

Λ′∈E′
Λ′(ŷ), ŷ ∈Y N, являются требуе-

мыми. I
Теорема 1.72. Пусть Λ′ — операция предела в X, опре-

деленная секвенциальной топологией τ пространства (X, Λ);
f — отображение X на множество Y ; Λ̃ — операция пре-
дела в Y , определенная семейством систем окрестностей
(Ũy : y ∈Y ), где Ũy — система таких ũ⊂Y , что f−1(ũ) являет-
ся окрестностью множества f−1(y) в (X, Λ); Λ̃′ — операция
предела в Y , определенная секвенциальной топологией τ̃ про-
странства (Y, Λ̃). Тогда

а) Ũy является полной системой окрестностей точки y в
(Y, Λ̃) и совпадает с системой всех множеств f(u), где u —
произвольная окрестность множества f−1(y) в (X, Λ);

б) Λ̃ является сильнейшей операцией предела в Y , при ко-
торой f (Λ, Λ̃)-секвенциально непрерывно;

в) τ̃ = {ṽ⊂Y : f−1(ṽ)∈ τ};
г) Λ̃′ является сильнейшей топологической операцией пре-

дела в Y , при которой f (Λ, Λ̃′)-секвенциально непрерывно;
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д) отображение f (Λ′, Λ̃′)-секвенциально непрерывно;
е) Λ̃ является сильнейшей операцией предела в Y , а Λ̃′

— сильнейшей топологической операцией предела в Y , удовле-
творяющие включениям f(Λ(x̂))⊂ Λ̃(ŷ) и f(Λ′(x̂))⊂ Λ̃′(ŷ) для
любых ŷ= (yn :n∈N)∈Y N и x̂= (xn :n∈N), где xn ∈ f−1(yn).

J (а) Пусть ṽ0 — окрестность точки y в (Y, Λ̃). Покажем,
что f−1(ṽ0) является окрестностью множетсва f−1(y) в (X, Λ).
Предположим противное. Тогда существует последователь-
ность точек xn ∈X\f−1(ṽ0), n∈N, сходящаяся к некоторому
x∈ f−1(y). Очевидно, для каждого ṽ ∈ Ũy последовательность
(xn :n∈N) почти вся лежит в f−1(ṽ). Но тогда последователь-
ность ŷ= (f(xn) :n∈N) почти вся лежит в ṽ. Так как семейство
(Ũy : y ∈Y ) систем окрестностей определяет в Y операцию пре-
дела Λ̃, то последовательность ŷ сходится к y в (Y, Λ̃) и, сле-
довательно, почти вся лежит в ṽ0. Однако это противоречит
выбору точек xn. Поэтому f−1(ṽ0) является окрестностью мно-
жества f−1(y), т. е. ṽ0 ∈ Ũy. Значит, Ũy является полной системой
окрестностей точки y в (Y, Λ̃). Кроме того, для любой окрест-
ности u множества f−1(y) из включения u⊂ f−1(f(u)) следует,
что f−1(f(u)) тоже является окрестностью множества f−1(y),
т. е. f(u)∈ Ũy. С другой стороны, каждое множество из Ũy явля-
ется образом некоторой окрестности множества f−1(y). Отсюда
вытекает, что Ũy совпадает с системой всех множеств f(u), где
u — окрестность множества f−1(y).

(б) В силу теоремы 1.57 и определения семейства (Ũy : y ∈Y )
отображение f (Λ, Λ̃)-секвенциально непрерывно.

Пусть Λ̃1 — такая операция предела в Y , что f (Λ, Λ̃1)-сек-
венциально непрерывно, а ṽ — окрестность точки y в (Y, Λ̃1).
В силу теоремы 1.57 f−1(ṽ) является окрестностью множества
f−1(y) в (X, Λ). Поэтому ṽ ∈ Ũy, т. е. полная система окрестно-
стей точки y пространства (Y, Λ̃1) содержится в Ũy. Отсюда вы-
текает, что Λ̃ 6 Λ̃1 и, значит, Λ̃ является сильнейшей операцией
предела в Y, при которой f (Λ, Λ̃)-секвенциально непрерывно.

(в) В силу теоремы 1.68 из (Λ, Λ̃)-секвенциальной непре-
рывности f следует его (τ, τ̃)-непрерывность. Поэтому если
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ṽ ∈ τ̃ , то f−1(ṽ)∈ τ . С другой стороны, если ṽ⊂Y такое, что
f−1(ṽ)∈ τ , то f−1(ṽ) является окрестностью множества f−1(y)
для любого y ∈ ṽ. Но тогда, как было доказано выше, множе-
ство ṽ= f(f−1(ṽ)) является окрестностью любой своей точки в
(Y, Λ̃). А это означает, что ṽ открыто в (Y, Λ̃) и, следователь-
но, ṽ ∈ τ̃ . Тем самым доказано, что секвенциальная топология τ̃
пространства (Y, Λ̃) есть система таких ṽ⊂Y , что f−1(ṽ)∈ τ .

(г) Пусть Λ̃2 — такая топологическая операция предела в Y ,
что отображение f (Λ, Λ̃2)-секвенциально непрерывно. В силу
теоремы 1.68 отображение f (τ, τ̃2)-непрерывно, где τ̃2 — секвен-
циальная топология пространства (Y, Λ̃2). Поэтому если ṽ ∈ τ̃2,
то f−1(ṽ)∈ τ и τ̃2⊂ τ̃ . Значит, Λ̃′ 6 Λ̃2, т. е. Λ̃′ является сильней-
шей топологической операцией предела в Y , при которой отоб-
ражение f (Λ, Λ̃′)-секвенциально непрерывно.

(д) Так как из (Λ, Λ̃)-секвенциальной непрерывности f сле-
дует его (τ, τ̃)-непрерывность, а τ и τ̃ являются также секвен-
циальными топологиями пространств (X, Λ′) и (Y, Λ̃′) соответ-
ственно, то в силу теоремы 1.67 отображение f (Λ′, Λ̃′)-секвен-
циальнo непрерывно.

(е) Это утверждение легко следует из б), г) и д). I
В теореме 1.72 пространство (Y, Λ̃) может не быть топологи-

ческим, даже если пространство (X, Λ) топологическое (в связи
с этим см. предложение 3.37 в главе III, § 8).

С использованием теорем 1.57 и 1.68 легко доказывается
Предложение 1.49. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — простран-

ства с операцией предела, f :X→Y — секвенциально непре-
рывное отображение, а Γ = {(x, f(x)) :x∈X} (подмножество
Γ⊂X×Y называется графиком отображения f). Тогда

а) если Λ̃ — операция однозначного предела, то график Γ
замкнут в прямом произведении (X, Λ)×(Y, Λ̃);

б) если пространство (Y, Λ̃) отделимо (хаусдорфово), то
для каждой пары (x, y)∈ (X×Y )\Γ существуют такие окрест-
ности (открытые окрестности) ux и vy точек x и y, что
(ux×vy)∩Γ = Ø. I

Простые примеры показывают, что отображение, имеющее
замкнутый график, может не быть секвенциально непрерывным
или открытым (см. также пример в § 10, n◦ 5).
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§ 10. Замечания и примеры

1. Пусть X ′ — множество всех измеримых по Лебегу функ-
ций x : R→R (см. [55], с. 425—427), а lim — классическая опера-
ция предела в R. Обозначим через E множество таких M ⊂R,
что R\M имеет нулевую меру Лебега. Рассмотрим систему
{Λ′

M :M ∈E} операций предела Λ′
M в X ′, которые определяют-

ся следующим образом. Для x∈X ′ и x̂= (xn :n∈N)∈X ′N счи-
таем x∈Λ′

M (x̂), если последовательность x̂ функций поточеч-
но на M сходится к функции x, т. е. x(r) = lim x̂r для каждого
r∈M , где x̂r = (xn(r) :n∈N). Отображение Λ′ :X ′N→ 2X

′ опре-
делим формулой Λ′(x̂) =

⋃
M∈E

Λ′
M (x̂), x̂∈X ′N. Легко заметить,

что Λ′ соответствует сходимости почти всюду на R последо-
вательности функций. Покажем, что Λ′ не является операцией
предела последовательности в принятом здесь смысле. Именно:
оно не обладает указанным в теоеме 1.3 свойством 3). Рассмот-
рим последовательность x̂ в X ′, которая сходится к x∈X ′ на R
по мере Лебега, но не сходится к x почти всюду (см. [55], с. 94).
По теореме Рисса (см. [55], с. 96), каждая подпоследователь-
ность последовательности x̂ обладает подпоследовательностью,
сходящейся к x почти всюду. Поэтому для рассматриваемых
отображения Λ′, последовательности x̂ и функции x не имеет
места свойство 3), указанное в теореме 1.3. Это показывает, что
отображение Λ′, соответствующее сходимости почти всюду, не
может быть определено никаким семейством систем окрестно-
стей в X ′. Заметим, что Λ′ является операцией псевдопредела в
X ′ (см. замечание 1.10).

В силу теоремы 1.35 рассматриваемая система {Λ′
M :M ∈E}

операций предела имеет точную нижнюю границу λ′ и точ-
ную верхнюю границу Λ′

0 в частично упорядоченном множе-
стве L(X ′) всех операций предела в X ′. Очевидно, λ′ есть опе-
рация однозначного предела в X ′, соответствующая поточеч-
ной сходимости на R последовательности функций, а Λ′

0 есть
сильнейшая операция предела в X ′, удовлетворяющая условию
Λ′ 6 Λ′

0. Пусть µ — мера Лебега на R. Определим отображение
Λ̃′ :X ′N→ 2X

′ , считая x∈ Λ̃′(x̂) для x∈X ′ и x̂= (xn :n∈N)∈X ′N,
если для каждых положительных чисел ε, δ и k существует та-
кое m∈N, что µ({r∈R : |r|<k, |xn(r)−x(r)|> δ})<ε для всех
n>m. Отображение Λ̃′ является операцией предела в X ′ и
соответствует сходимости на R по мере Лебега. Докажем, что
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Λ′
0 = Λ̃′. По теореме Лебега (см. [55], с. 92), если x∈Λ′(x̂) для

x̂∈X ′N, то x∈ Λ̃′(x̂). Отсюда следует, что Λ′ 6 Λ̃′ и, значит,
Λ′

0 6 Λ̃′. Однако по теореме Рисса, если x∈ Λ̃′(x̂) для x̂∈X ′N, то
существует такое x̂′≺ x̂, что x∈Λ′(x̂′). Поэтому если x∈ Λ̃′(x̂)
для x̂∈X ′N, то для каждого x̂′≺ x̂ существует такое x̂′′≺ x̂′, что
x∈Λ′(x̂′′)⊂Λ′

0(x̂′′). Но тогда x∈Λ′
0(x̂) в силу указанного в тео-

реме 1.3 свойства 3) операций предела. Отсюда получаем, что
Λ̃′ 6 Λ′

0 и, значит, Λ′
0 = Λ̃′.

Из сказанного следует, что последовательность x̂∈X ′N схо-
дится к x∈X ′ на R по мере Лебега тогда и только тогда, когда
любая ее подпоследовательность обладает подпоследовательно-
стью, сходящейся к x почти всюду на R. Это свойство дает воз-
можность ввести в главе II, § 10, n◦ 2 общее понятие сходимости
по мере, обходя при этом понятие измеримой функции.

Пусть X = RR, т. е. X — множество всех функций x : R→R,
ΛM для каждого M ⊂R — операция предела в X, соответству-
ющая поточечной сходимости на M , а Λ — операция псевдопре-
дела в X, соответствующая сходимости почти всюду на R, т. е.
Λ(x̂) =

⋃
M∈E

ΛM (x̂), x̂∈XN. Обозначим через Λ0 сильнейшую

операцию предела в X, удовлетворяющую условию Λ 6 Λ0, т. е.
Λ0 есть точная верхняя граница системы {ΛM :M ∈E} в L(X).
Нетрудно убедиться, что x∈Λ0(x̂) для x∈X и x̂∈XN тогда
и только тогда, когда каждая подпоследовательность последо-
вательности x̂ обладает подпоследовательностью, сходящейся
к x почти всюду на R. Пусть µ∗ — внешняя мера Лебега на
R (см. [55], с. 65). Определим в X операцию предела Λ̃, счи-
тая x∈ Λ̃(x̂) для x∈X и x̂= (xn :n∈N)∈XN, если для каж-
дых положительных чисел ε, δ и k существует такое m∈N,
что µ∗({r∈R : |r|<k, |xn(r)−x(r)|> δ})<ε для всех n>m. С
учетом предложения 1.38 очевидно, что ограничения на X ′⊂X
операций предела ΛM , Λ0, Λ̃ и операции псевдопредела Λ совпа-
дают с рассмотренными выше операциями предела Λ′

M , Λ′
0, Λ̃′

и операцией псевдопредела Λ′, причем, как уже было доказано,
Λ̃′ = Λ′

0. Однако Λ̃<Λ0. Действительно, по аналогии с теоремой
Рисса можно доказать, что если x∈ Λ̃(x̂) для x̂∈XN, то x̂ обла-
дает подпоследовательностью, сходящейся к x почти всюду на
R (в связи с этим см. предложение 2.41 и замечание 2.6 в главе
II, § 10, n◦ 2). Отсюда следует, что Λ̃ 6 Λ0. А Λ̃ 6= Λ0 доказыва-
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ется при помощи следующего примера. Отрезок [0; 1] вещест-
венной оси R представим в виде [0; 1] =

⋃
n∈N

Hn, где Hi∩Hj = Ø

при i 6= j, а µ∗(Hn) = 1 для всех n∈N (см. [28], с. 123). Для
каждого n∈N определим функцию xn ∈X, положив xn(r) = 1
при r∈Hn и xn(r) = 0 при r∈R\Hn. Тогда последовательность
x̂= (xn :n∈N) сходится к нулю поточечно на R и, следователь-
но, 0∈Λ0(x̂). Однако 0 /∈ Λ̃(x̂). Поэтому Λ̃ 6= Λ0.

Сходимость, соответствующую операции предела Λ0 в X,
будем называть сходимостью на R по внешней мере Лебега.

2. Введем в пространствах с операцией предела последова-
тельности понятия предела фильтра, предела функции по филь-
тру и приведем связанные с ними несколько утверждений.

В пространстве (X, Λ), имеющего секвенциальную тополо-
гию τ , точка x∈X называется пределом (τ -пределом) фильтра
F в X ′⊂X, а фильтр F называется сходящимся (τ -сходящимся)
к x, если фильтр в X, имеющий базу F, сильнее полной системы
окрестностей (открытых окрестностей) точки x.

Пусть функция f :G→Y принимает значения в простран-
стве (Y, Λ̃), имеющего секвенциальную топологию τ̃ , а F —
фильтр в некотором G′⊂G. Точка y ∈Y называется пределом
(τ̃ -пределом) функции f по фильтру F, если y является преде-
лом (τ̃ -пределом) фильтра f(F).

Сформулируем утверждения, аналогичные следствиям 1.11,
1.12 и теоремам 1.58, 1.59, 1.41, 1.49.

Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — пространства с операцией преде-
ла, имеющие секвенциальные топологии τ и τ̃ соответствен-
но, а G⊂X. Точка y ∈Y является секвенциальным пределом
((τ, τ̃)-пределом) функции f :G→Y в предельной точке (точке
накопления) x∈X множества G тогда и только тогда, ко-
гда для любого сходящегося (τ -сходящегося) к x фильтра F′

в G\{x} точка y является пределом (τ̃ -пределом) функции f
по фильтру F′. Функция f секвенциально непрерывна ((τ, τ̃)-
непрерывна) в точке x0 ∈G тогда и только тогда, когда для
любого сходящегося (τ -сходящегося) к x0 фильтра F в G
значение f(x0) является пределом (τ̃ -пределом) функции f по
фильтру F.

В пространстве (X, Λ), имеющего секвенциальную тополо-
гию τ , множество M окрестностно компактно (τ -ком-
пактно) тогда и только тогда, когда для каждого фильтра
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F в M существует фильтр F′⊃F в M , имеющий предел (τ -
предел) в M .

Укажем следующие типы пространств с операцией предела.
Пространство (X,Λ) называется связным, если X не явля-

ется объединением двух непересекающихся непустых открытых
подмножеств; регулярным, если Λ является операцией однознач-
ного предела, а каждые замкнутое M ⊂X и x∈X\M имеют
непересекающиеся открытые окрестности; нормальным, если Λ
является операцией однозначного предела и каждые два непере-
секающихся замкнутых подмножества имеют непересекающие-
ся открытые окрестности; вполне регулярным, если Λ являет-
ся операцией однозначного предела, а для каждых замкнутого
M ⊂X и x0 ∈X\M существует (Λ, lim)-секвенциально непре-
рывная функция f :X→R, равная нулю на M , единице в точке
x0 и удовлетворяющая условию 0 6 f(x) 6 1 для всех x∈X.

3. Приведем несколько свойств отображения λ : X̂→X, где
X̂ ⊂XN, являющегося операцией однозначного предела в мно-
жестве X, содержащего более одной точки. Рассмотрим прямое
произведение (X, λ)N. Нетрудно убедиться, что X̂ и прообраз
λ−1(x) любого x∈X секвенциально всюду плотны в (X, λ)N и
не являются открытыми множествами. Отображение λ не явля-
ется секвенциально непрерывным ни в одной точке множества
X̂. График Γ = {(x̂, λ(x̂)) : x̂∈ X̂} отображения λ не замкнут в
(X, λ)N×X, λ), а замыкание Γ не является графиком никакого
отображения подмножества множества XN в X.

Согласно следствию 1.6, секвенциальная топология τ про-
странства (X, λ) определяет операцию предела λ. Укажем в X
топологии τ̃ , τ̃ ′ и τ̃ ′′, которые тоже определяют операцию пре-
дела λ и, вообще говоря, отличны от τ . Топология τ̃ состоит из
пустого подмножества и тех подмножеств множества X, допол-
нение каждого из которых есть замкнутое в (X, λ) конечное или
счетное множество, имеющее конечное число предельных точек.
Топология τ̃ ′ состоит из пустого множества и тех подмножеств
множества X, дополнение каждого из которых есть замкнутое
в (X, λ) конечное или счетное множество. А для топологии τ̃ ′′

в качестве предбазы служит система тех подмножеств в X, до-
полнение каждого из которых является замыканием в (X, λ)
конечного или счетного множества. Очевидно, τ̃ ⊂ τ̃ ′⊂ τ̃ ′′⊂ τ .
Отметим, что в (X, λ) секвенциально компактное множество
τ̃ -компактно. В X может существовать также отличная от τ̃
топология, которая слабее τ̃ и определяет операцию предела λ.
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4. Примеры топологий, не допускающих секвенциального
продолжения. Здесь используется следующее утверждение, ана-
логичное следствию 1.2.

Если τ — топология в множестве X, допускающая секвен-
циальное продолжение, то для каждой точки x из τ -замыкания
подмножества M ⊂X существует такое конечное или счет-
ное K ⊂M , что x принадлежит τ -замыканию множества K.

Пусть X — бесконечное несчетное множество, а τ — тополо-
гия, состоящая из пустого подмножества и тех подмножеств в
X, дополнение каждого из которых конечно или счетно. Оче-
видно, конечное или счетное подмножество в X τ -замкнуто,
а τ -замыкание бесконечного несчетного подмножества есть X.
Поэтому операция τ -замыкания не обладает указанным выше
свойством и, следовательно, топология τ не допускает секвен-
циального продолжения.

Очевидно, каждая из указанных в n◦ 3 топологий τ̃ и τ̃ ′ тоже
не допускает секвенциального продолжения.

Приведем пример, показывающий, что тихоновское произве-
дение семейства секвенциальных топологий может не допускать
секвенциального продолжения.

Пусть (X, λ) = (R, lim)R, т. е. X — множество всех функций
x : R→R, а λ — операция предела, соответствующая поточеч-
ной сходимости на R последовательности функций. Обозначим
через τ0 и τ секвенциальные топологии пространств (R, lim)
и (X, λ) соответственно. Рассмотрим в X тихоновскую топо-
логию τ∗ = τR

0 и покажем, что она не допускает секвенциаль-
ного продолжения. В качестве фундаментальной системы τ∗-
открытых окрестностей произвольного x∈X может служить
система V ∗

x ⊂ τ∗, состоящая из множеств

v∗x = v∗x(n, ε; r1, r2, . . . , rn) =

= {y ∈ X : |y(rk)− x(rk)| < ε, k = 1, 2, . . . , n},
где числа n∈N, ε> 0 и rk ∈R (k= 1, 2, . . . , n) произвольны.
Пусть M — множество функций из X, равных нулю на некото-
ром конечном или счетном подмножестве в R (своем для каждой
функции) и единице на его дополнении. Нетрудно убедиться,
что нулевая функция является τ∗-точкой накопления множе-
ства M . При этом для любого x̂∈MN существует τ∗-открытая
окрестность нулевой функции, не содержащая ни одного чле-
на последовательности x̂. Поэтому топология τ∗ не допускает
секвенциального продолжения.
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Заметим, что в рассматриваемом примере топология τ∗ опре-
деляет в X операцию предела λ, причем τ∗⊂ τ и τ∗ 6= τ . Кро-
ме того, множество M замкнуто и секвенциально компактно в
(X, λ), но оно не τ∗-замкнуто, а значит, и не τ∗-компактно в про-
странстве с топологией (X, τ∗) = (R, τ0)R, хотя проекция этого
множества на R есть двухточечное множество {0, 1}, которое
τ0-компактно в пространстве с топологией (R, τ0). При этом
τ∗-замыкание множества M совпадает с произведением {0, 1}R,
т. е. с множеством всех функций из X, принимающих лишь зна-
чения 0 и 1. Отметим еще, что множество G функций из X,
равных нулю на дополнении некоторого конечного или счетно-
го подмножества в R (своего для каждой функции), замкнуто в
(X, λ), а τ∗-замыкание множества G есть X.

Приведенный пример показывает, что в [47], с. 61, теоре-
ма Тихонова в несколько более общем виде сформулирована не
точно. Эта неточность устраняется в следующей формулировке.

Пусть (X, τ) — прямое произведение семейства простран-
ств с топологией ((Xi, τi) : i∈ I). Если подмножество H ⊂X
τ -компактно, то каждая его проекция pri(H) τi-компактна.
Обратно, если H τ ′-замкнуто в подпространстве (X ′, τ ′)⊂
⊂ (X, τ), где X ′ =

∏
ß∈I

pri(H), и каждая его проекция pri(H) τi-

компактна, то оно τ -компактно.
Из теоремы Тихонова следует, что множество H = {0, 1}R

τ∗-компактно. Однако H не является секвенциально компакт-
ным в пространстве (X, λ). Действительно, обозначим через I
множество всех бесконечных подмножеств в N. Поскольку I
имеет мощность континуума, существует биективное отображе-
ние f : R→ I. Построим последовательность функций xn ∈H,
n∈N, положив xn(r) = 1 при n∈ f(r) и xn(r) = 0 при n /∈ f(r), где
r∈R. Рассмотрим некоторую подпоследовательность (xkn :n∈N)
и докажем, что она не сходится в (X, λ). Пусть r∈R — число,
для которого f(r) = {k2ν : ν ∈N}. Тогда xk2ν (r) = 1 и xk2ν−1(r) = 0
для всех ν ∈N. Поэтому последовательность чисел xkn(r), n∈N,
не сходится. Отсюда следует, что последовательность (xn :n∈N)
не обладает сходящейся подпоследовательностью. Значит, мно-
жество H не является секвенциально компактным.

5. Пример нормального пространства Фреше−Урысона
(X, λ), имеющего секвенциальную топологию τ , для которого
(X, λ)×(X, λ) не является пространством Фреше−Урысона, а
τ×τ не является секвенциальной топологией.
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Положим X = R2 = R×R и рассмотрим топологию τ в X, со-
стоящую из тех подмножеств множества X, каждое из которых
либо не содержит точку (0, 0), либо содержит точку (0, 0) и для
каждого r1 ∈R может не содержать лишь конечное число точек
(r1, r2)∈X. Пусть λ — операция предела в X, определенная то-
пологией τ . В пространстве (X, λ) к точке x= (r1, r2) 6= (0, 0)
могут сходиться лишь почти стационарные последовательности,
членами каждой из которых, начиная с некоторого номера,
является x. А к (0, 0) сходятся лишь те последовательности
x̂= (xn :n∈N) точек xn =

(
r
(n)
1 , r

(n)
2

)
∈X, для которых множе-

ство
{
r
(n)
1 :n∈N

}
конечно и x̂ не обладает стационарной под-

последовательностью, составленной отличной от (0, 0) точкой.
Легко заметить, что (X, λ) является нормальным пространст-
вом Фреше−Урысона, а τ является его секвенциальной тополо-
гией. Очевидно также, что в (X, λ) любая окрестность точки
(0, 0) является ее открытой окрестностью.

Покажем, что (X, λ)×(X, λ) не является пространством
Фреше−Урысона. С этой целью рассмотрим в X×X счетное
множество

H =
{((

r
(k)
1 , r

(kn)
2

)
,
(
r1, r

(k)
2

))
: k∈N, n∈N

}
,

где все числа r1, r
(k)
1 , r(k)2 и r

(kn)
2 отличны от нуля, причем

r
(k)
1 6= r

(i)
1 и r

(k)
2 6= r

(i)
2 при k 6= i, а r

(kn)
2 6= r

(ij)
2 при k 6= i или

n 6= j. В пространстве (X, λ)×(X, λ) для каждого k∈N после-
довательность точек

((
r
(k)
1 , r

(kn)
2

)
,
(
r1, r

(k)
2

))
, n∈N, сходится к(

(0, 0),
(
r1, r

(k)
2

))
, а последовательность точек

(
(0, 0),

(
r1, r

(k)
2

))
,

k∈N, сходится к ((0, 0), (0, 0)). Однако никакая последователь-
ность в H не сходится к ((0, 0), (0, 0)). Поэтому в силу теоремы
1.34 указанное прямое произведение не является пространством
Фреше−Урысона.

Докажем, что τ×τ не является секвенциальной топологией.
Рассмотрим в произведении (X, λ)×(X, λ) множество M всех
точек ((r1, r2), (r2, r1)), где (r1, r2) 6= (0, 0). Легко убедиться,
что M замкнуто и не содержит точку ((0, 0), (0, 0)). Покажем,
что (u×u)∩M 6= Ø для любой окрестности u точки (0, 0) про-
странства (X, λ). Действительно, если предположить, что при
каждом r2 ∈R множество G(r2) = {r1 ∈R : (r1, r2)∈u} конечно,
то для любого счетного множества

{
r
(n)
2 ∈R :n∈N

}
и любого

r1 ∈R\
⋃
n∈N

G
(
r
(n)
2

)
будем иметь

(
r1, r

(n)
2

)
/∈u при всех n∈N, что
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невозможно. Поэтому для некоторого r′2 ∈R множество G(r′2)
бесконечно. Следовательно, найдется r′1 ∈G(r′2), r′1 6= 0, для ко-
торого (r′2, r

′
1)∈u. Но тогда ((r′1, r

′
2), (r′2, r

′
1))∈ (u×u)∩M . Та-

ким образом, в (X, λ)×(X, λ) любая окрестность типа u×u точ-
ки ((0, 0), (0, 0)) имеет непустое пересечение с M . Значит, топо-
логия τ×τ не секвенциальна.

Отображение f :X→X, определенное равенством f(r1, r2) =
= (r2, r1), (r1, r2)∈X, имеет обратное отображение f−1 = f и
график Γ =M∪{((0, 0), (0, 0))}, причем оно не открыто и не
является секвенциально непрерывным в точке (0, 0), хотя его
график замкнут в (X, λ)×(X, λ) и, более того, для каждой па-
ры (x, y)∈ (X×X)\Γ существуют такие открытые окрестности
ux и uy точек x и y, что (ux×uy)∩Γ = Ø.

Рассмотрим еще подпространство (X1, λ1)⊂ (X, λ), где X1

состоит из точек множестваX, имеющих целые (или рациональ-
ные) координаты. Пусть τ1 — секвенциальная топология этого
подпространства, являющегося опять нормальным пространст-
вом Фреше−Урысона. Прямое произведение (X1, λ1)×(X1, λ1)
не является пространством Фреше−Урысона. При этом можно
доказать, что τ1×τ1 является секвенциальной топологией.

6. Пример пространства с операцией однозначного предела
(X, λ), секвенциальная топология которого индуцирует в неко-
тором подмножестве несеквенциальную топологию, причем в
этом топологическом пространстве каждая точка имеет конеч-
ную или счетную фундаментальную систему окрестностей, хотя
оно не является пространством Фреше−Урысона (в связи с этим
см. предложение 1.35).

В качестве X возьмем счетное множество попарно различ-
ных элементов a, an, cnk (n∈N, k∈N). Рассмотрим следую-
щее семейство систем окрестностей в X. Для каждых n∈N
и k∈N одноточечное множество {cnk} есть окрестность точки
cnk; для каждого n∈N и произвольного m∈N множество
{an}∪{cnk : k>m} есть окрестность точки an; для произволь-
ного m∈N множество {a}∪{an :n>m} есть окрестность точки
a. С помощью указанного семейства систем окрестностей опре-
делим в X операцию однозначного предела λ. В пространстве
(X, λ) для каждого n∈N последовательность (cnk : k∈N) схо-
дится к an, а (an :n∈N) сходится к a. При этом в множестве
M = {cnk :n∈N, k∈N} нет сходящейся к a последовательности.
Очевидно, a является в (X, λ) точкой накопления множества
M , но не является предельной точкой для M . Поэтому в под-
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пространстве (X1, λ1)⊂ (X, λ) с носителем X1 =M∪{a} множе-
ство {a} является окрестностью точки a. Это означает, что {a}
открыто в (X1, λ1). С другой стороны, в (X, λ) любая откры-
тая окрестность точки a пересекается с M . Отсюда следует, что
секвенциальная топология τ1 подпространства (X1, λ1) отлича-
ется от топологии τ ′, индуцированной в X1 секвенциальной то-
пологией τ пространства (X, λ). Однако каждая из топологий
τ1 и τ ′ определяет в X1 операцию предела λ1. Поэтому τ ′ не яв-
ляется секвенциальной топологией. Очевидно, в (X, λ) каждая
точка имеет конечную или счетную фундаментальную систему
окрестностей. Однако a не имеет конечной или счетной фун-
даментальной системы открытых окрестностей. Кроме того, в
(X, λ) для любого m∈N окрестность {a}∪{an :n>m} точки a
не содержит непустого открытого подмножества.

7. Пример неотделимого пространства, являющегося прост-
ранством Фреше−Урысона с операцией однозначного предела.

Пусть X — счетное множество попарно различных элемен-
тов a, b, cnk (n∈N, k∈N). Рассмотрим следующее семейство
систем окрестностей в X. Для каждых n∈N и k∈N одното-
чечное множество {cnk} есть окрестность точки cnk; для про-
извольного (mk : k∈N)∈NN множество {a}∪{cnk :n>mk , k∈N}
есть окрестность точки a; для произвольного m∈N множество
{b}∪{cnk :n∈N, k>m} есть окрестность точки b. Легко убе-
диться, что указанное семейство систем окрестностей определя-
ет в X операцию однозначного предела λ, причем (X, λ) явля-
ется неотделимым пространством Фреше−Урысона, а именно:
любые две окрестности точек a и b имеют непустое пересечение.

Другим примером указанного типа пространства может слу-
жить (X, λ), где X = R2, а операция однозначного передела λ
определяется следующим семейством систем окрестностей. Для
любой отличной от (0, 0) и (1, 1) точки (r1, r2)∈X одноточеч-
ное множество {(r1, r2)} есть окрестность точки (r1, r2). Любое
подмножество в X, которое содержит точку (0, 0) и для каж-
дого r1 ∈R может не содержать лишь конечное число отличных
от (0, 0) точек (r1, r2)∈X, есть окрестность точки (0, 0). Любое
подмножество в X, которое содержит точку (1, 1) и для каж-
дого r2 ∈R может не содержать лишь конечное число отлич-
ных от (1, 1) точек (r1, r2)∈X, есть окрестность точки (1, 1). В
этом пространстве (X, λ) любые две окрестности точек (0, 0) и
(1, 1) имеют непустое пересечение. При этом подпространство
(X1, λ1)⊂ (X, λ), носитель X1 которого состоит из точек мно-
жества X, имеющих рациональные координаты, хаусдорфово.
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8. Пример отделимого, но не хаусдорфова пространства.
Пусть X — счетное множество попарно различных элемен-

тов a, b, an, cnk (n∈N, k∈N). Рассмотрим следующее семей-
ство систем окрестностей в X. Одноточечное множество {cnk}
есть окрестность точки cnk при каждых n∈N и k∈N; для произ-
вольного m∈N множество {an}∪{cnk : k>m} есть окрестность
точки an при каждом n∈N; для произвольногоm∈N множество
{an}∪{an :n>m} есть окрестность точки a; для произвольного
m∈N множество {b}∪{cnk :n>m, k∈N} есть окрестность точ-
ки b. При помощи этого семейства систем окрестностей опре-
делим в X операцию однозначного предела λ. Пространство
(X, λ) отделимо и не хаусдорфово, а именно: любые две откры-
тые окрестности точек a и b имеют непустое пересечение.

9. Пусть X — множество, имеющее мощность континуума,
а x̂= (x1, x2, . . .) — последовательность попарно различных то-
чек множества X. Обозначим Y =X\[x̂]. В множестве всех под-
последовательностей последовательности x̂ определим отноше-
ние эквивалентности, считая две подпоследовательности x̂′≺ x̂
и x̂′′≺ x̂ эквивалентными, если множество ([x̂′]\[x̂′′])∪([x̂′′]\[x̂′])
конечно. Обозначим через I множество полученных классов
эквивалентности. Очевидно, каждый из этих классов являет-
ся счетным множеством. Поэтому множество I имеет мощность
континуума и, следовательно, существует биективное отобра-
жение f : I→Y . Множество I частично упорядочим, положив
i1 6 i2 для классов i1 ∈ I и i2 ∈ I, если для некоторого (а зна-
чит, и для каждого) ẑ1 ∈ i1 существует такое ẑ2 ∈ i2, что ẑ1≺ ẑ2.
Каждому i∈ I сопоставим подмножество Mi = {f(i′) : i′ > i} в Y .
Рассмотрим следующее семейство систем окрестностей вX. Для
каждого n∈N множество {xn} есть окрестность точки xn, а для
каждого y ∈Y множество {y}∪[ẑ], где ẑ ∈ f−1(y), есть окрест-
ность точки y. При помощи указанного семейства систем окрест-
ностей определим в X операцию предела Λ. Легко заметить,
что Λ(ẑ) =Mi для любого ẑ ∈ i. Полученное пространство (X, Λ)
является пространством Фреше−Урысона, в котором одното-
чечное множество замкнуто и Λ(ŷ) 6= Λ(ẑ) для любых ŷ≺ x̂ и
ẑ≺ x̂, принадлежащих различным классам, т. е. когда множе-
ство ([ŷ]\[ẑ])∪([ẑ]\[ŷ]) бесконечно.

Построим теперь пример, показывающий, что указанные в
теореме 1.29 свойства операции предела не достаточны, чтобы
она была топологической. С этой целью в приведенном выше
примере внесем некоторые изменения, а именно: выберем неко-
торое x∈X, не являющееся членом последовательности x̂, и по-
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ложим Y =X\([x̂]∪{x}). Рассмотрим опять множество I клас-
сов подпоследовательностей последовательности x̂, биективное
отображение f : I→Y и подмножества Mi⊂Y , i∈ I. Вместе с
указанными выше системами окрестностей точек xn, n∈N, и
y ∈Y рассмотрим также систему окрестностей точки x, состоя-
щую из множеств {x}∪(Y \Mi), i∈ I. При помощи полученного
семейства систем окрестностей определим в X операцию преде-
ла Λ. В пространстве (X, Λ) одноточечное множество замкнуто.
Для каждого i∈ I множество Mi тоже замкнуто. Кроме того,
Λ(ẑ) =Mi для любого ẑ ∈ i. Рассмотрим некоторое ẑ≺ x̂ и та-
кую счетную систему подпоследовательностей ẑk≺ ẑ, k∈N, что
[ẑ] =

⋃
k∈N

[ẑk] и [ẑk′ ]∩[ẑk′′ ] = Ø при k′ 6= k′′. Для каждого k∈N обо-

значим через ik класс из I, содержащий ẑk, и положим yk = f(ik).
Очевидно, каждое i∈ I может предшествовать только одному из
ik. Следовательно, каждое Mi может содержать только одну из
точек yk. Поэтому последовательность ŷ= (yk : k∈N) почти вся
лежит в каждой окрестности {x}∪(Y \Mi) точки x, т. е. x∈Λ(ŷ).
Отсюда с учетом yk ∈Λ(ẑk), k∈N, следует, что x∈ ([ẑ]+)+. Од-
нако x является единственной предельной точкой множества Y .
Поэтому [ẑ] = ([ẑ]+)+. Таким образом, x∈ [ẑ] для любого ẑ≺ x̂,
причем, очевидно, x /∈Λ(x̂). В силу теоремы 1.28 построенная
операция предела Λ не является топологической, хотя она обла-
дает указанными в теореме 1.29 свойствами.

10. Пример, показывающий, что в топологическом прост-
ранстве (X, Λ) для сходящейся последовательности x̂ квазиза-
мыкание [x̂]+ может не быть замкнутым.

Пусть X — счетное множество попарно различных элемен-
тов x, y, xn, yn (n∈N). Множество {xn :n∈N} задаем при по-
мощи семейства (cnk :n∈N, k∈N) попарно различных элемен-
тов cnk. Рассмотрим следующее семейство систем окрестностей
в X. Для каждого n∈N множество {xn} есть окрестность точ-
ки xn; для произвольного m∈N множества {x}∪{xn :n>m} и
{y}∪{yn : n > m} являются окрестностями точек x и y соответ-
ственно; для произвольного m∈N множество {yn}∪{cnk : k>m}
есть окрестность точки yn при каждом n∈N. С помощью ука-
занного семейства систем окрестностей определим в X опера-
цию предела Λ. Очевидно, в пространстве (X, Λ) последователь-
ность x̂= (x1, x2, . . .) сходится к x, ŷ= (y1, y2, . . .) сходится к y,
а для каждого n∈N последовательность (cnk : k∈N) сходится к
yn. При этом [x̂]+ =X\{y} и [x̂] =X. Значит, [x̂]+ не замкнуто.
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11. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов x, xn, ξn (n∈N). Рассмотрим следующее семейство си-
стем окрестностей вX. Для каждого n∈N одноточечное множе-
ство {xn} и двухточечное множество {xn, ξn} являются окрест-
ностями точек xn и ξn соответственно, а для произвольного
m∈N множество {x}∪{ξn :n>m} есть окрестность точки x. При
помощи указанного семейства систем окрестностей определим
в X операцию предела Λ. В пространстве (X, Λ) для каждо-
го n∈N стационарная последовательность ẋn сходится к ξn, а
ξ̂= (ξ1, ξ2, . . .) сходится к x. Однако x̂= (x1, x2, . . .) не обладает
сходящейся подпоследовательностью. Заметим, что последова-
тельность x̂ почти вся лежит в каждой открытой окрестности
точки x. Следовательно, x является τ -пределом для x̂, где τ —
секвенциальная топология пространства (X, Λ). Очевидно, мно-
жество {x}∪[x̂] τ -компактно, хотя оно не является секвенциаль-
но компактным. Этот пример показывает еще, что для нетопо-
логических пространств утверждения теоремы 1.30 и предложе-
ния 1.32 не верны.

12. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов xn, ξn (n∈N). Для каждого n∈N двухточечное множе-
ство {xn, ξn} будем считать открытым множеством. Эта система
открытых множеств является базой секвенциальной топологии
τ в X. Очевидно, любое непустое подмножество множества X
имеет в X τ -точку накопления. Однако множество X не яв-
ляется τ -счетно компактным. Этот пример показывает, что в
обратном утверждении следствия 1.8 условие τ -замкнутости од-
ноточечного множества существенно.

13. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов x и xn, n∈N. Система подмножеств {x} и {x, xn}, n∈N,
множества X является базой секвенциальной топологии τ в X.
Пусть Λ — операция предела в X, определенная топологией τ .
Очевидно, в (X, Λ) замыкание множества {x} есть X, а после-
довательность x̂= (x1, x2, . . .) не обладает сходящейся подпо-
следовательностью. Множество {x} секвенциально компактно,
окрестностно компактно и τ -компактно. Однако {x} не является
ни секвенциально относительно компактным, ни окрестностно
относительно компактным и ни τ -относительно компактным.

14. Рассмотрим пространства (X, Λ1) и (X, Λ2), где X =
= {x, y, z}, а семейства (U ′

ξ : ξ ∈X) и (U ′′
ξ : ξ ∈X) полных систем

окрестностей этих пространств определяются равенствами

U ′
x = U ′

y = U ′′
x = U ′′

y = {{x, y}, X},
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U ′
z = {{x, z}, X}, U ′′

z = {{y, z}, X}.
Эти пространства имеют одну и ту же секвенциальную топо-
логию τ = {Ø, {x, y}, X}. Операцию предела Λ в X определим
формулой Λ(ξ̂) = Λ1(ξ̂)∩Λ2(ξ̂), ξ̂ ∈XN. Семейство (Uξ : ξ ∈X)
полных систем окрестностей пространства (X, Λ) определяется
равенствами

Ux = Uy = {{x, y}, X}, Uz = {{z}, {x, z}, {y, z}, X},
а секвенциальная топология пространства (X, Λ) есть отличная
от τ система τ̃ = {Ø, {z}, {x, y}, X}.

15. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов a, b, cnk (n∈N, k∈N). Для каждого i∈N операцию од-
нозначного предела λi в X определим при помощи следующего
семейства систем окрестностей. Для каждых n∈N и k∈N одно-
точечное множество {cnk} есть окрестность точки cnk; для про-
извольного m∈N множество {a}∪{cnk :n>m, k6 i} есть окрест-
ность точки a; множество {b}∪{cnk :n∈N, k>m} есть окрест-
ность точки b. Каждое из (X, λi), i∈N, является хаусдорфо-
вым пространством Фреше−Урысона. В частично упорядочен-
ном множестве L(X) всех операций предела в X точная верхняя
граница совершенно упорядоченного подмножества {λi : i∈N}
есть операция однозначного предела λ, указанная в первом при-
мере, приведенном в n◦ 7. Однако (X, λ) — неотделимое про-
странство Фреше−Урысона.

16. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов a, b, an, cnk (n∈N, k∈N). Для каждого i∈N операцию
однозначного предела λi в X определим при помощи следую-
щего семейства систем окрестностей. Для каждых n∈N и k∈N
одноточечное множество {cnk} есть окрестность точки cnk; для
произвольного m∈N множество {an}∪{cnk : k>m} есть окрест-
ность точки an при каждом n6 i; множество {a}∪{an :n>m}
есть окрестность точки a; множество {b}∪{cnk :n>m, k∈N}
есть окрестность точки b. Каждое из (X, λi), i∈N, является ха-
усдорфовым пространством Фреше−Урысона. В частично упо-
рядоченном множестве L1(X) всех операций однозначного пре-
дела в X точная верхняя граница совершенно упорядоченного
подмножества {λi : i∈N} есть операция однозначного предела λ,
указанная в n◦ 8. Однако (X, λ) секвенциально компактно и не
является пространством Фреше−Урысона. В силу теоремы 1.36
λ является максимальным элементом в L1(X). Поэтому любая
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операция предела Фреше−Урысона в X, которая слабее λ, яв-
ляется операцией неоднозначного предела (это легко вытекает
также из теоремы 1.33). Отсюда следует, что в частично упоря-
доченном множестве L̃1(X) всех операций однозначного предела
Фреше−Урысона в X совершенно упорядоченное подмножество
{λi : i∈N} не имеет верхней границы.

17. Пример, показывающий, что секвенциально непрерыв-
ная в точке функция может не быть непрерывной в этой точке.

Пусть X — счетное множество попарно различных элемен-
тов a, an, cnk (n∈N, k∈N), а λ — операция однозначного пре-
дела в X, указанная в n◦ 6. Операцию однозначного предела
λ̃ в X определим при помощи следующего семейства систем
окрестностей. Для каждых n∈N и k∈N одноточечные множест-
ва {an} и {cnk} являются окрестностями точек an и cnk соответ-
ственно, а для произвольного m∈N множество {a}∪{an :n>m}
есть окрестность точки a. Пусть τ и τ̃ — секвенциальные то-
пологии пространств (X, λ) и (X, λ̃) соответственно. Система
множеств {a}∪{an :n>m}∪{cnk : k>mn, n>m}, где m∈N и
(mn :n∈N)∈NN произвольны, образует фундаментальную си-
стему открытых окрестностей точки a в (X, λ). В (X, λ̃) систе-
ма множеств {a}∪{an :n>m}, где m∈N произвольно, образу-
ет фундаментальную систему открытых окрестностей точки a.
Рассмотрим тождественное отображение f :X→X, т. е. f(x) =x

для всех x∈X. Оно (λ, λ̃)-секвенциально непрерывно в точке a,
но не является (τ, τ̃)-непрерывным в a. Отсюда следует, что f
не является непрерывным в точке a.

18. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов a, an, bn, cnk, dnk (n∈N, k∈N), а Y — множество эле-
ментов a, an, cnk, dnk (n∈N, k∈N). Рассмотрим вX следующее
семейство систем окрестностей. Для каждых n∈N и k∈N одно-
точечные множества {cnk} и {dnk} являются окрестностями то-
чек cnk и dnk соответственно; для каждого n∈N и произвольно-
го m∈N множества {an}∪{cnk : k>m} и {bn}∪{dnk : k>m} яв-
ляются окрестностями точек an и bn соответственно; множество
{a}∪{an :n>m}∪{bn :n>m} есть окрестность точки a. При по-
мощи указанного семейства систем окрестностей определим в
X операцию однозначного предела λ. В множестве Y операцию
однозначного предела λ̃ определим при помощи следующего се-
мейства систем окрестностей. Для каждых n∈N и k∈N одно-
точечные множества {cnk} и {dnk} являются окрестностями
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точек cnk и dnk соответственно; для каждого n∈N и про-
извольного m∈N множество {an}∪{cnk : k>m}∪{dnk : k>m}
есть окрестность точки an; множество {a}∪{an :n>m} есть
окрестность точки a. Секвенциальные топологии пространств
(X, λ) и (Y, λ̃) обозначим через τ и τ̃ соответственно. Отобра-
жение f :X→Y определим следующим образом: f(cnk) = cnk,
f(dnk) = dnk, f(an) = an, f(bn) = a, f(a) = a для всех n∈N и
k∈N. Отображение f (τ, τ̃)-непрерывно в точке a, но не непре-
рывно в этой точке. Действительно, рассмотрим подпростран-
ство (X1, λ1)⊂ (X, λ), где X1 — множество точек a, bn, cnk, dnk
(n∈N, k∈N). Множество Y1 = f(X1) состоит из точек a, cnk, dnk
(n∈N, k∈N). В подпространстве (Y1, λ̃1)⊂ (Y, λ̃) множество {a}
является открытой окрестностью точки a. В (X1, λ1) система
множеств {a}∪{bn :n>m}∪{dnk : k>mn, n>m}, где m∈N и
(mn :n∈N)∈NN произвольны, образует фундаментальную си-
стему открытых окрестностей точки a. Однако при отображе-
нии f образ любого из указанных открытых окрестностей точки
a не содержится в {a}. Поэтому f не непрерывно в точке a.

19. Пусть X — счетное множество попарно различных эле-
ментов a, an, cnk (n∈N, k∈N), а λ — операция однозначно-
го предела в X, указанная в n◦ 6. В подмножестве Y ⊂X, со-
стоящем из элементов a, cnk (n∈N, k∈N), рассмотрим опера-
цию однозначного предела λ̃, по которой сходятся лишь почти
стационарные последовательности. Имеем, что (Y, λ̃)⊂ (X, λ).
Секвенциальные топологии пространств (X, λ) и (Y, λ̃) обозна-
чим через τ и τ̃ соответственно. Тождественное отображение
f :Y →Y непрерывно, но не является (τ, τ̃)-непрерывным в точ-
ке a. Кроме того, оно (λ̃, λ̃)-усиленно непрерывно, но не явля-
ется (λ, λ̃)-усиленно непрерывным в точке a.

20. Пусть τ — секвенциальная топология пространства
(R, lim), т. е. топология, для которой в качестве базы служит
система всех открытых числовых промежутков. Обозначим че-
рез τ∗ топологию в R, состоящую из пустого множества и тех
множеств из τ , дополнение каждого из которых является ко-
нечным или счетным множеством. Легко убедиться, что тополо-
гия τ∗ тоже определяет в R операцию предела lim. Тождествен-
ное отображение f : R→R секвенциально непрерывно и (τ, τ)-
непрерывно. Однако f не является (τ∗, τ)-непрерывным ни в
одной точке. Обозначим через T множество всех топологий в
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R, определяющих операцию предела lim, а через T ′ — множе-
ство всех хаусдорфовых топологий из T . Для каждого r∈R
существует такая топология τr ∈T ′, что f не является (τr, τ)-
непрерывным только в точке r. Именно: множество v ∈ τ при-
надлежит τr, если либо r /∈ v, либо r∈ v, а R\v есть объединение
конечного числа конечных отрезков и множества, состоящего из
конечного или счетного числа точек. Очевидно, τr1∩τr2 ∈T\T ′
для любых чисел r1 6= r2, а для топологии τ̃∗ =

⋂
{τr : r∈R} име-

ем, что τ̃∗ ∈T\T ′ и τ∗⊂ τ̃∗. Заметим, что R является множест-
вом первой категории в пространстве (R, τ̃∗), так как для каж-
дого n∈N отрезок [−n; n] τ̃∗-замкнут и не имеет τ̃∗-внутренних
точек. Конечное множество замкнуто относительно любой топо-
логии τ̃ ∈T , а каждая точка из R имеет τ̃ -открытую окрест-
ность, дополнение которой не ограничено и содержит беско-
нечное ограниченное подмножество. Кроме того, для каждого
неограниченного подмножества M ⊂R каждая точка r∈R име-
ет такую окрестность v ∈ τ̃ , что множество M\v не ограничено.

В конечном числовом отрезке есть только одна хаусдорфова
топология, определяющая классическую операцию предела. Это
вытекает из следующего утверждения, являющегося аналогом
теоремы 1.36 для топологий (см. [54], с. 74).

Если в множестве X топологии τ ′⊂ τ ′′ такие, что τ ′ хаус-
дорфова, а X τ ′′-компактно, то τ ′ = τ ′′.

Отсюда следует, что любые две топологии из T ′ индуциру-
ют в ограниченном множестве одну и ту же топологию. Однако
в отличном от R открытом промежутке по аналогии с τr мож-
но построить хаусдорфовые топологии, определяющие класси-
ческую операцию предела, которые не могут быть индуцирова-
ны топологиями из T ′.

21. Приведем два примера операций предела в X = 2M , где
M — некоторое множество. Обозначим через X̂ множество та-
ких x̂= (xn :n∈N)∈XN, что

⋂
k∈N

⋃
n>k

xn =
⋃
k∈N

⋂
n>k

xn. Отображе-

ние λ : X̂→X определим для всех x̂= (xn :n∈N)∈ X̂ равенством

λ(x̂) =
⋂
k∈N

⋃
n>k

xn =
⋃
k∈N

⋂
n>k

xn.

Легко проверить, что λ является операцией однозначного пре-
дела в X. Если в пространстве (X, λ) последовательности
(xn :n∈N) и (yn :n∈N) сходятся к x и y соответственно, то
последовательности (xn ∪ yn :n∈N), (xn ∩ yn :n∈N) и (xn\yn :
n∈N) сходятся к x∪ y, x∩ y и x\y соответственно. Для каж-
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дого H ⊂M , такого, что M\H конечно, множество 2H являет-
ся открытой окрестностью точки Ø пространства (X, λ), при-
чем для каждого x∈X множество {x∪ y : y ∈ 2H} является
открытой окрестностью точки x. Обозначим VØ = {2H :H ⊂M
и M\H конечно}. Тогда семейство (Vx :x∈X) систем Vx =
= {{x∪ y : y ∈ v} : v ∈VØ} открытых окрестностей {x∪ y : y ∈ v}
определяет в X операцию предела λ, хотя Vx не совпадает с
полной системой открытых окрестностей точки x∈X.

Рассмотрим такой функционал µ∗ :X→R+, что µ∗(Ø) = 0 и
µ∗(x) 6µ∗(y) +µ∗(z) для любых x, y и z из X, удовлетворяю-
щих включению x⊂ y ∪ z. Отображение Λ :XN→ 2X определим,
считая x∈Λ(x̂) для x∈X и x̂= (xn :n∈N)∈XN, если числовая
последовательность µ∗((xn\x)∪(x\xn)), n∈N, сходится к нулю
в классическом смысле. Легко проверить, что Λ является опера-
цией предела в X. Если в пространстве (X, Λ) последователь-
ности (xn :n∈N) и (yn :n∈N) сходятся к x и y соответствен-
но, то (xn ∪ yn :n∈N), (xn ∩ yn :n∈N) и (xn\yn :n∈N) сходятся
к x∪ y, x∩ y и x\y соответственно. Отметим, что по формуле
d(x, y) =µ∗((x\y)∪(y\x)), x∈X, y ∈X, задается полуметрика
d :X×X→R+ на X (см. главу II, § 8), определяющая операцию
предела Λ.

22. Пусть X — частично предупорядоченное множество.
Определим отображение Λ :XN→ 2X , считая x∈Λ(x̂) для x∈X
и x̂= (xn :n∈N)∈XN, если xn 6x для всех n>m при некото-
ром m∈N. Легко проверить, что Λ является операцией предела
Фреше−Урысона в X. Можно определить в X также операцию
предела Фреше−Урысона Λ′, считая x∈Λ′(x̂), если x6xn для
всех n>m при некотором m∈N.

23. Пусть X — частично упорядоченное множество. Опре-
делим отображение Λ :XN→ 2X , считая x∈Λ(x̂) для x∈X и
x̂= (xn :n∈N)∈XN, если либо x является минимальным (мак-
симальным) элементом в X и для каждого x′>x (x′′<x) суще-
ствует такое m∈N, что x6xn<x

′ (x′′<xn 6x) при всех n>m,
либо x не является ни минимальным и ни максимальным эле-
ментом в X и для каждых x′ и x′′ из X, удовлетворяющих усло-
вию x′′<x<x′, существует такое m∈N, что x′′<xn<x

′ при
всех n>m. Нетрудно проверить, что Λ является топологической
операцией предела в X, причем если X совершенно упорядоче-
но, то пространство (X, Λ) хаусдорфово.



Г л а в а II
ПРОСТРАНСТВА С СЕКВЕНЦИАЛЬНОЙ

РАВНОМЕРНОСТЬЮ

§ 1. Отношение секвенциальной квазиравномерности.
Полная система окрyжений

Понятие пространства с операцией предела последователь-
ности можно ввести при помощи соображений, которые при-
водят также к понятию пространства с секвенциальной равно-
мерностью, имеющему аналогию с понятием равномерного про-
странства, рассматриваемом в общей топологии.

Пусть X — непустое множество, а V — некоторая система
подмножеств декартова произведения X×X, содержащих диа-
гональ ∆(X). Каждое множество v∈V назовем окружением
диагонали ∆(X) (короче — окружением), а V — системой (точ-
нее — предварительной системой) окружений. При помощи си-
стемы окружений V определим подмножество S⊂ (X×X)N, на-
зываемое структурой секвенциальной квазиравномерности на
X и состоящее из тех последовательностей в X×X, каждая из
которых почти вся лежит в каждом v∈V . Каждой последова-
тельности ζ̂ = (ζn :n∈N)∈S, где ζn = (xn, yn), сопоставим па-
ру (x̂, ŷ) последовательностей x̂= (xn :n∈N), ŷ= (yn :n∈N) в
X и множество таких пар обозначим через R. Подмножество
R⊂XN×XN определяет в XN рефлексивное бинарное отноше-
ние, называемое отношением секвенциальной квазиравномерно-
сти. Очевидно, фильтр V ′ в X×X, имеющий предбазу V , опре-
деляет то же самое отношение секвенциальной квазиравномер-
ности R. Объединение U всех систем окружений, определяю-
щих R, тоже определяет R. Система U является фильтром в
X×X, а также сильнейшей системой окружений, определяю-
щей отношение секвенциальной квазиравномерности R, и назы-
вается полной системой окружений, соответствующей отноше-
нию R (или структуре S). Полная система окружений U может
отличаться от V ′, причем V ′⊂U . Возможность V ′ 6=U означа-
ет, что не всякий фильтр подмножеств произведения X×X, со-
держащих ∆(X), может служить полной системой окружений,
соответствующей некоторому отношению секвенциальной ква-
зиравномерности в XN. По аналогии с предложением 1.4 мож-
но доказать, что U совпадает с пересечением есех фильтров в
X×X, имеющих конечную или счетную базу (или только ассо-
циированных с последовательностями) и содержащих систему
V (фильтр U может не иметь конечной или счетной базы).
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Если системы окружений V1 и V2 определяют одно и то же
отношение секвенциальной квазиравномерности, то пересечение
системы V1 совпадает с пересечением системы V2.

Теорема 2.1. Система U подмножеств декартова произве-
дения X×X, содержащих диагональ ∆(X), тогда и только то-
гда является полной системой окружений, соответствующей
некоторому отношению секвенциальной квазиравномерности в
XN, когда для каждого такого H ⊂X×X, что H /∈U , сущест-
вует последовательность в (X×X)\H, почти вся лежащая в
каждом множестве из U . Кроме того, U тогда и только то-
гда является полной системой окружений, соответствующей
некоторому отношению секвенциальной квазиравномерности в
XN, когда U совпадает с пересечением всех фильтров в X×X,
имеющих конечную или счетную базу (или только ассоцииро-
ванных с последовательностями) и содержащих систему U . I

Теорема 2.2. Подмножество S⊂ (X×X)N является стру-
ктурой секвенциальной квазиравномерности на X (т. е. опре-
деляется системой окружений) тогда и только тогда, когда

1) ζ̇ ∈S для каждого ζ ∈∆(X);
2) если ζ̂ ∈S и ζ̂ ′≺ ζ̂, то ζ̂ ′ ∈S;
3) если ζ̂ ∈ (X×X)N\S, то существует такое ζ̂ ′≺ ζ̂, что

S∩[ζ̂ ′]N = Ø.
Полная система окружений U , соответствующая струк-

туре секвенциальной квазиравномерности S, есть множество
таких u⊂X×X, что S∩((X×X)\u)N = Ø. I

Теорема 2.3. Подмножество S⊂ (X×X)N является стру-
ктурой секвенциальной квазиравномерности на X тогда и
только тогда, когда

1) ζ̇ ∈S для каждого ζ ∈∆(X);
2) если ζ̂ ∈S и ζ̂ ′≺ ζ̂, то ζ̂ ′ ∈S;
3) если ζ̂ ∈ (X×X)N такое, что для каждого ζ̂ ′≺ ζ̂ суще-

ствует ζ̂ ′′≺ ζ̂ ′ из S, то ζ̂ ∈S;
4) если ζ̂ = (ζn :n∈N)∈ (X×X)N такое, что ζ̇n ∈S для всех

n∈N, то ζ̂ ∈S. I
Теорема 2.4. Подмножество R⊂XN×XN определяет в XN

отношение секвенциальной квазиравномерности тогда и толь-
ко тогда, когда
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1) (ẋ, ẋ)∈R для каждого x∈X;
2) если (x̂, ŷ)∈R и (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), то (x̂′, ŷ′)∈R;
3) если (x̂, ŷ)∈ (XN×XN)\R, то существует (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ)

такое, что (ξ̂, η̂) /∈R для любого (ξ̂, η̂)∈XN×XN, удовлетворя-
ющего включению [(ξ̂, η̂)]⊂ [(x̂′, ŷ′)].

Полная система окружений U, соответствующая отноше-
нию секвенциальной квазиравномерности R, есть множество
таких u⊂X×X, что (ξ̂, η̂) /∈R для любого (ξ̂, η̂)∈XN×XN,
удовлетворяющего включению [(ξ̂, η̂)]⊂ (X×X)\u. I

Теорема 2.5. Подмножество R⊂XN×XN определяет в XN

отношение секвенциальной квазиравномерности тогда и толь-
ко тогда, когда

1) (ẋ, ẋ)∈R для каждого x∈X;
2) если (x̂, ŷ)∈R и (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), то (x̂′, ŷ′)∈R;
3) если (x̂, ŷ)∈ (XN×XN) такое, что для каждого (x̂′, ŷ′)≺

≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из R, то (x̂, ŷ)∈R;
4) если пара (x̂, ŷ)∈ (XN×XN) последовательностей x̂=

= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) такая, что (ẋn, ẏn)∈R для всех
n∈N, то (x̂, ŷ)∈R. I

Из указанных в теореме 2.4 свойств 1) и 3) (или из указанных
в теореме 2.5 свойств 1) и 4)) следует рефлексивность отноше-
ния R.

Если U — полная система окружений, соответствующая от-
ношению секвенциальной квазиравномерности R в XN, а V —
система всех таких v∈U , что множество (X×X)\v конечно или
счетно, то в силу теоремы 2.4 система окружений V определяет
отношение секвенциальной квазиравномерности R.

При помощи отношения секвенциальной квазиравномерно-
сти R в XN определим отображения Λi :XN→ 2X , i = 1, 2, счи-
тая x∈Λ1(x̂) для x∈X и x̂∈XN, если (x̂, ẋ)∈R, а x∈Λ2(x̂),
если (ẋ, x̂)∈R. Очевидно, что если (ẋ, ẏ)∈R для точек x и y из
X, то y ∈Λ1(ẋ) и x∈Λ2(ẏ). В силу теоремы 2.5 каждое из Λ1 и
Λ2 обладает указанными в теореме 1.3 свойствами и, следова-
тельно, является операцией предела в X. Пусть U — некоторая
система окружений в X×X, определяющая отношение секвен-
циальной квазиравномерности R. Для каждого x∈X рассмот-
рим системы подмножеств множества X

U ′
x = {u[x]1 : u∈U}, U ′′

x = {u[x]2 : u∈U},
где u[x]1 = {y : (y, x)∈u} и u[x]2 = {y : (x, y)∈u}. Нетрудно убе-
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диться, что если U ′
x принять как систему окрестностей точки

x, то семейство (U ′
x :x∈X) систем окрестностей определит в X

операцию предела Λ1. Аналогично семейство (U ′′
x :x∈X) систем

окрестностей определяет в X операцию предела Λ2. При этом
если U является полной системой окружений, соответствующей
отношению секвенциальной квазиравномерности R, то U ′

x и U ′′
x

являются полными системами окрестностей точки x в простран-
ствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Действительно, пусть
u′x и u′′x — некоторые окрестности точки x в (X, Λ1) и (X, Λ2)
соответственно. Положим

u = (X×X)\(((X\u′x)×{x})∪({x}×(X\u′′x))).

Тогда u∈U , причем u[x]1 =u′x и u[x]2 =u′′x. Относительно Λ1 и
Λ2 будем говорить, что они определены отношением секвенци-
альной квазиравномерности R или системой окружений U .

Пусть R1 и R2 — отношения секвенциальной квазиравно-
мерности в XN. Если R1⊂R2, то будем говорить, что отноше-
ние секвенциальной квазиравномерности R1 сильнее R2 (или R2

слабее R1). Множество R(XN) всех отношений секвенциальной
квазиравномерности в XN, частично упорядоченное отношени-
ем включения, является полной решеткой, наибольшим элемен-
том которой, т. е. слабейшим отношением секвенциальной ква-
зиравномерности, является XN×XN, а наименьшим элементом,
т. е. сильнейшим отношением секвенциальной квазиравномерно-
сти, является множество таких пар (x̂, ŷ) последовательностей
x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) в X, что xn = yn для всех n∈N,
кроме конечного числа значений.

Пусть {Ri : i∈ I}— система отношений секвенциальной ква-
зиравномерности в XN. Точной нижней и точной верхней гра-
ницами этой системы являются отношения секвенциальной ква-
зиравномерности R′ =

⋂
i∈I

Ri и R′′ соответственно, где R′′ опре-

деляется следующим образом. Пусть P1 =
⋃
i∈I

Ri, а P2 — мно-

жество таких пар (x̂, ŷ) последовательностей x̂= (xn :n∈N) и
ŷ= (yn :n∈N) в X, что (ẋn, ẏn)∈P1 для всех n∈N. Положим
P=P1∪P2. Тогда R′′ есть множество таких пар (x̂, ŷ)=XN×XN,
что для каждого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из
P . Отношения секвенциальной квазиравномерности R′ и R′′ мо-
гут быть определены при помощи систем окружений V ′ =

⋃
i∈I

Ui
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и U ′′ =
⋂
i∈I

Ui соответственно, где Ui — полная система окруже-

ний, соответствующая Ri, причем U ′′ является полной системой
окружений, соответствующей R′′.

Пусть R — отношение секвенциальной квазиравномерности
в XN, а X1⊂X — непустое подмножество. Обозначим R1 =
=R∩(XN

1 ×XN
1 ). Тогда R1 является в XN

1 отношением секвен-
циальной квазиравномерности и называется ограничением от-
ношения R на XN

1 . При этом если U — полная система окруже-
ний в X×X, соответствующая R, то система окружений U1, ин-
дуцированная в X1×X1 системой U , является полной системой
окружений, соответствующей R1. Очевидно, всякое отношение
секвенциальной квазиравномерности в XN

1 есть ограничение на
XN

1 некоторого отношения секвенциальной квазиравномерности
в XN. Пусть E= {Ri : i∈ I} и E1 = {R′

i : i∈ I} — системы отно-
шений секвенциальной квазиравномерности в XN и XN

1 соответ-
ственно, где R′

i =Ri∩(XN
1 ×XN

1 ). Если R′ и R′′ — соответственно
точная нижняя и точная верхняя границы системы E в R(XN),
то R′

1 =R′∩(XN
1 ×XN

1 ) и R′′
1 =R′′∩(XN

1 ×XN
1 ) являются соответ-

ственно точной нижней и точной верхней границами системы
E1 в R(XN

1 ).
Пусть Λ1 и Λ2 — такие операции предела в множестве X,

что x∈Λ2(ẏ) для точек x и y из X тогда и только тогда, когда
y ∈Λ1(ẋ). Эти операции предела могут быть определены отно-
шением секвенциальной квазиравномерности в XN. Среди та-
ких отношений существуют сильнейшее и слабейшее. Сильней-
шее отношение секвенциальной квазиравномерности R′, опреде-
ляющее операции предела Λ1 и Λ2, строится следующим обра-
зом. Пусть P1 и P2 — множества таких пар (x̂, ẋ) и (ẋ, x̂) со-
ответственно, где x∈X и x̂∈XN, что соответственно x∈Λ1(x̂)
и x∈Λ2(x̂), а P3 — множество таких пар (ŷ, ẑ) последователь-
ностей ŷ= (yn :n∈N) и ẑ= (zn :n∈N) в X, что (ẏn, żn)∈P1∩P2

для всех n∈N. Положим P =P1∪P2∪P3. Тогда R′ есть множе-
ство таких пар (ξ̂, η̂)∈XN×XN, что для каждого (ξ̂′, η̂′)≺ (ξ̂, η̂)
существует (ξ̂′′, η̂′′)≺ (ξ̂′, η̂′) из P . Слабейшее отношение секвен-
циальной квазиравномерности R′′, определяющее операции пре-
дела Λ1 и Λ2, задается при помощи системы окружений

{(X×X)\(((X\u′x)×{x})∪({x}×(X\u′′x))) :

x∈X, u′x ∈U ′
x, u′′x ∈U ′′

x},
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где U ′
x и U ′′

x — полные системы окрестностей точки x в про-
странствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Если {Ri : i∈ I}
— множество всех отношений секвенциальной квазиравномер-
ности, определяющих в X операции предела Λ1 и Λ2, то R′

и R′′ являются соответственно точной нижней и точной верх-
ней границами этого множества. Следовательно, R′ =

⋂
i∈I

Ri, а

R′′ есть множество таких пар (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каждого
(x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из

⋃
i∈I

Ri.

Пусть U ′ — полная система окружений в X×X, соответству-
ющая сильнейшему отношению секвенциальной квазиравномер-
ности R′, определяющему в X операции предела Λ1 и Λ2, Ũ —
система всех окрестностей диагонали ∆(X) в (X, Λ1)×(X, Λ2),
а R̃ — отношение секвенциальной квазиравномерности, опре-
деленное системой окружений Ũ . Из следствия 1.1 вытекает,
что R̃ есть множество таких пар (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каж-
дого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует пара (ξ̂, η̂)≺ (x̂′, ŷ′) последова-
тельностей ξ̂= (ξn :n∈N) и η̂= (ηn :n∈N), для которых либо
Λ1(ξ̂)∩Λ2(η̂) 6= Ø, либо Λ1(ξ̇n)∩Λ2(η̇n) 6= Ø при всех n∈N. Поэто-
му из построения R′ следует, что R′⊂ R̃ и, значит, Ũ ⊂U ′. При
этом операции предела, определенные в X отношением R̃, могут
отличаться от Λ1 и Λ2.

Пусть Λ1 и Λ2 — произвольные операции предела в X, Ũ —
система всех окрестностей диагонали ∆(X) в (X, Λ1)×(X, Λ2),
R̃ — отношение секвенциальной квазиравномерности, опреде-
ленное системой окружений Ũ , а Λ̃1 и Λ̃2 — операции предела
в X, определенные отношением R̃ (т. е. системой Ũ). Из при-
веденного выше описания отношения R̃ следует, что Ũ являет-
ся полной системой окружений, соответствующей R̃. При этом
Λ1 6 Λ̃1 и Λ2 6 Λ̃2. Если Λ1 = Λ2, то из ũ∈ Ũ следует, что ũ−1 ∈ Ũ .
Поэтому в указанном случае Λ̃1 = Λ̃2 и, кроме того, отношение
R̃ обладает свойством симметричности R̃= R̃−1, означающим,
что если (x̂, ŷ)∈ R̃, то (ŷ, x̂)∈ R̃.

Всякая операция предела Λ1 в X может быть определена
некоторым отношением секвенциальной квазиравномерности R
в том смысле, что для x̂∈XN множество Λ1(x̂) состоит из тех
x∈X, для которых (x̂, ẋ)∈R. Чтобы убедиться в этом, доста-
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точно доказать существование такой операции предела Λ2 в X,
что x∈Λ2(ẏ) для точек x и y из X тогда и только тогда, ко-
гда y ∈Λ1(ẋ). Сильнейшая операция предела Λ2, обладающая
указанным свойством, строится следующим образом: для каж-
дого y ∈X в качестве Λ2(ẏ) возьмем множество тех x∈X, для
которых y ∈Λ1(ẋ), а для произвольного x̂= (xn :n∈N)∈XN по-
ложим (см. предложение 1.9)

Λ2(x̂) =
⋃
k∈N

⋂
n>k

Λ2(ẋn).

Сильнейшее отношение секвенциальной квазиравномерностиR′,
определяющее операцию предела Λ1, строится следующим об-
разом. Обозначим через P1 множество пар (x̂, ẋ), где x∈X и
x̂∈XN, для которых x∈Λ1(x̂), а через P2 — множество пар
(ŷ, ẑ) последовательностей ŷ= (yn :n∈N) и ẑ= (zn :n∈N) в X,
для которых (ẏn, żn)∈P1 при всех n∈N. Положим P =P1∪P2.
Тогда R′ есть множество таких пар (ξ̂, η̂), что для каждого
(ξ̂′, η̂′)≺ (ξ̂, η̂) существует (ξ̂′′, η̂′′)≺ (ξ̂′, η̂′) из P . Ясно, что R′

определяет вместе с Λ1 также построенную выше операцию пре-
дела Λ2, т. е. для каждого x̂∈XN множество Λ2(x̂) состоит из
таких x∈X, что (ẋ, x̂)∈R′. Слабейшее отношение секвенциаль-
ной квазиравномерности R′′, определяющее Λ1, задается при по-
мощи системы окружений

V ′′ = {(X×X)\((X\u′x)×{x}) : x∈X, u′x ∈U ′
x},

где U ′
x — полная система окрестностей точки x в (X, Λ1).

Пусть Λ1 и Λ2 — операции предела в X, определенные не-
которым отношением секвенциальной квазиравномерности R.
Тогда если в одном из пространств (X, Λ1) и (X, Λ2) стацио-
нарная последовательность имеет один предел, то этим свой-
ством обладает также другое пространство. При этом (X, Λ1)
и (X, Λ2) обладают указанным свойством тогда и только то-
гда, когда (ẋ, ẏ) /∈R для любых x 6= y из X. Кроме того, система
окружений V тогда и только тогда определяет в X операции
предела Λ1 и Λ2, по каждой из которых стационарная последо-
вательность имеет один предел, когда пересечение системы V
совпадает с ∆(X). Ясно, что любые две операции предела Λ1
и Λ2 в X, по каждой из которых стационарная последователь-
ность имеет один предел, могут быть определены некоторым от-
ношением секвенциальной квазиравномерности или, что то же
самое, некоторой системой окружений.
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Докажем несколько предложений, относящихся к замыка-
нию и квазизамыканию множества.

Предложение 2.1. Пусть Λ1 и Λ2 — операции предела в
множестве X, а v и w — такие окружения в X×X, что для
любого x∈X множества v[x]1 и w[x]2 являются окрестностя-
ми точки x в пространствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответствен-
но. Тогда для любого M ⊂X множества v[M ]1 и w[M ]2 явля-
ются окрестностями множества M в (X, Λ1) и (X, Λ2) соот-
ветственно, а для любого H ⊂X×X множество w◦H◦v явля-
ется окрестностью множества H в (X, Λ1)×(X, Λ2). Кроме
того,

H+ ⊂ w−1◦H◦v−1, (1)

(M)+1 ⊂ v−1[M ]1 = v[M ]2, (M)+2 ⊂ w−1[M ]2 = w[M ]1, (2)

где H+ — квазизамыкание в (X, Λ1)×(X, Λ2), а (M)+1 и (M)+2
— квазизамыкания множества M в (X, Λ1) и (X, Λ2) соот-
ветственно.

J Первое утверждение следует из равенств
v[M ]1 =

⋃
x∈M

v[x]1, w[M ]2 =
⋃
x∈M

w[x]2,

w◦H◦v =
⋃

(x, y)∈H
w◦{(x, y)}◦v =

⋃
(x, y)∈H

v[x]1×w[y]2.

Докажем (1) и (2). Пусть (x, y)∈H+. Из условий предложе-
ния следует, что декартово произведение v′ = v[x]1×w[y]2 яв-
ляется окрестностью точки (x, y) в (X, Λ1)×(X, Λ2). Поэтому
в силу теоремы 1.10 v′∩H 6= Ø. Рассмотрим некоторую точку
(x′, y′)∈ v′∩H. Так как x′ ∈ v[x]1 и y′ ∈w[y]2, то (x′, x)∈ v,
(y, y′)∈w и, значит, (x, x′)∈ v−1, (y′, y)∈w−1. Отсюда с учетом
(x′, y′)∈H следует, что (x, y)∈w−1◦H◦v−1, т. е. имеет место (1).
В частности, для множества H =M×M имеем

(M)+1 ×(M)+2 = (M×M)+ ⊂ w−1◦(M×M)◦v−1 =

= v−1[M ]1×w−1[M ]2 = v[M ]2×w[M ]1.
Отсюда получаются включения (2). I

Предложение 2.2. Пусть Λ1 и Λ2 — операции предела
в множестве X, а V и W — такие системы окружений в
X×X, что для любого x∈X системы Vx = {v[x]1 : v∈V } и
Wx = {w[x]2 : w∈W} подмножеств в X образуют фундамен-
тальные системы окрестностей точки x в пространствах
(X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Тогда для всяких подмно-
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жеств M , G и E множества X имеют место равенства

(M×G)+ =
⋂

w∈W

⋂
v∈V

w−1◦(M×G)◦v−1, (3)

(E)+1 =
⋂

v∈V
v[E]2, (E)+2 =

⋂
w∈W

w[E]1. (4)

Кроме того, в (X, Λ1)×(X, Λ2) для произвольного множества
H равенство

H+ =
⋂

w∈W

⋂
v∈V

w−1◦H◦v−1, (5)

имеет место тогда и только тогда, когда для каждой точ-
ки (x, y) из (X, Λ1)×(X, Λ2) и каждой ее окрестности u(x, y)

существуют такие vx ∈Vx и wy ∈Wy, что vx×wy ⊂u(x, y).
J В силу включения (1), если (x, y)∈ (M×G)+, то (x, y)∈

∈w−1◦(M×G)◦v−1 для любых v∈V и w∈W . Если же (x, y) /∈
/∈ (M×G)+, то либо x /∈ (M)+1 , либо y /∈ (G)+2 . В случае x /∈ (M)+1
найдется в (X,Λ1) такая окрестность ux точки x, что ux∩M = Ø.
Выберем v∈V так, чтобы v[x]1⊂ux. Тогда (x′, y′) /∈M×G для
любых x′ ∈ v[x]1 и y′ ∈X. Поэтому (x, y) /∈w−1◦(M×G)◦v−1 для
любого w∈W . Аналогично доказывается, что в случае y /∈ (G)+2
существует такое w∈W , что (x, y) /∈w−1◦(M×G)◦v−1 для лю-
бого v∈V . Следовательно, имеет место (3). При M =G=E из
(3) имеем

(E)+1 ×(E)+2 = (E×E)+ =
⋂

w∈W

⋂
v∈V

w−1◦(E×E)◦v−1 =

=
⋂

w∈W

⋂
v∈V

v[E]2×w[E]1 = (
⋂

v∈V
v[E]2)×(

⋂
w∈W

w[E]1).

Отсюда получается (4).
Пусть имеет место (5). Рассмотрим произвольную точку

(x, y) пространства (X, Λ1)×(X, Λ2) и произвольную ее окрест-
ность u(x, y). Обозначим H = (X×X)\u(x, y). Имеем, что (x, y) /∈
/∈H+. Поэтому из (5) следует, что (x, y) /∈w−1◦H◦v−1 для неко-
торых v∈V и w∈W . Но тогда (v[x]1×w[y]2)∩H = Ø. Отсюда
получаем, что v[x]1×w[y]2⊂ (X×X)\H = u(x, y), т. е. окрестно-
сти vx = v[x]1 ∈Vx и wy = w[y]2 ∈Wy точек x и y удовлетворяют
включению vx×wy ⊂u(x, y).

Обратно, если (x, y)∈H+, то в силу включения (1) (x, y)∈
∈w−1◦H◦v−1 для любых v∈V и w∈W . Если же (x, y) /∈H+, то
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в (X, Λ1)×(X, Λ2) найдется такая окрестность u(x, y) точки
(x, y), что u(x, y)∩H = Ø. Однако, по условию, существуют такие
vx ∈Vx и wy ∈Wy, что vx×wy ⊂u(x, y). Выберем v∈V и w∈W
так, чтобы v[x]1 = vx и w[y]2 =wy. Тогда H∩(v[x]1×w[y]2) = Ø.
Следовательно, (x, y) /∈w−1◦H◦v−1. Значит, имеет место (5). I

Предложение 2.3. Пусть операции предела Λ1 и Λ2 в мно-
жестве X определены системой окружений V в X×X, а для
любого x∈X системы V ′

x = {v[x]1 : v∈V } и V ′′
x = {v[x]2 : v∈V }

подмножеств в X образуют фундаментальные системы окре-
стностей точки x в пространствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соот-
ветственно. Тогда для всяких подмножеств M , G и E мно-
жества X имеют место равенства

(M×G)+ =
⋂

v∈V
v−1◦(M×G)◦v−1,

(E)+1 =
⋂

v∈V
v[E]2, (E)+2 =

⋂
v∈V

v[E]1.

Если при этом V является предбазой фильтра в X×X, то
в пространстве (X, Λ1)×(X, Λ2) для произвольного множе-
ства H равенство H+ =

⋂
v∈V

v−1◦H◦v−1 имеет место тогда

и только тогда, когда для каждой точки (x, y) и каждой ее
окрестности u(x, y) существуют такие v′x ∈V ′

x и v′′y ∈V ′′
y , что

v′x×v′′y ⊂ u(x, y). I
Предложение 2.4. Пусть Λ1 и Λ2 — операции предела в

множестве X, а v и w — такие подмножества в X×X, что
для любого x∈X множества v[x]1 и w[x]2 открыты в про-
странствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Тогда для лю-
бых M ⊂X и H ⊂X×X множества v[M ]1, w[M ]2 и w◦H◦v от-
крыты в (X, Λ1), (X, Λ2) и (X, Λ1)×(X, Λ2) соответственно,
причем

w−1◦H◦v−1 = w−1◦H◦v−1. (6)

Если же для каждого x∈X множества v[x]1 и w[x]2 являют-
ся открытыми окрестностями точки x в (X, Λ1) и (X, Λ2)
соответственно, то v[M ]1 и w[M ]2 являются открытыми
окрестностями множества M в этих пространствах соот-
ветственно, а w◦H◦v является открытой окрестностью мно-
жества H в (X, Λ1)×(X, Λ2). Кроме того, H ⊂w−1◦H◦v−1,
(M)1⊂ v−1[M ]1 = v[M ]2 и (M)2⊂w−1[M ]2 = w[M ]1, где (M)1 и
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(M)2 — замыкания множества M в (X, Λ1) и (X, Λ2) соот-
ветственно.

J Докажем (6), а остальные утверждения доказываются по
аналогии с предложением 2.1. Пусть (x, y)∈w−1◦H◦v−1. Тогда
существует такое (x′, y′)∈H, что (x′, x)∈ v и (y, y′)∈w. Имеем
x′ ∈ v[x]1 и y′ ∈w[y]2. Поскольку множества v[x]1 и w[y]2 откры-
ты в (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно, декартово произведение
u = v[x]1×w[y]2 является открытой окрестностью точки (x′, y′)
в (X, Λ1)×(X, Λ2). Поэтому в силу (x′, y′)∈H существует точ-
ка (x′′, y′′)∈u∩H. Отсюда следует, что (x′′, x)∈ v, (y, y′′)∈w
и (x′′, y′′)∈H. Значит, (x, y)∈w−1◦H◦v−1, т. е. w−1◦H◦v−1⊂
⊂w−1◦H◦v−1. Учитывая также очевидное обратное включение,
получим (6). I

По аналогии с предложениями 2.2 и 2.3 доказываются сле-
дующие два предложения.

Предложение 2.5. Пусть Λ1 и Λ2 — операции предела
в множестве X, а V и W — такие системы окружений в
X×X, что для любого x∈X системы Vx = {v[x]1 : v∈V } и
Wx = {w[x]2 : w∈W} подмножеств в X образуют фундамента-
льные системы открытых окрестностей точки x в простран-
ствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Тогда для всяких под-
множеств M , G и E множества X имеют место равенства

M×G =
⋂

w∈W

⋂
v∈V

w−1◦(M×G)◦v−1,

(E)1 =
⋂

v∈V
v[E]2, (E)2 =

⋂
w∈W

w[E]1.

Кроме того, в (X, Λ1)×(X, Λ2) для произвольного множества
H равенство H =

⋂
w∈W

⋂
v∈V

w−1◦H◦v−1 имеет место тогда и

только тогда, когда произведение τ1×τ2 секвенциальных топо-
логий τ1 и τ2 пространств (X, Λ1) и (X, Λ2) является секвен-
циальной топологией пространства (X, Λ1)×(X, Λ2). I

Предложение 2.6. Пусть операции предела Λ1 и Λ2 в мно-
жестве X и система окружений V в X×X такие, что для
любого x∈X системы V ′

x = {v[x]1 : v∈V } и V ′′
x = {v[x]2 : v∈V }

подмножеств в X образуют фундаментальные системы от-
крытых окрестностей точки x в пространствах (X, Λ1) и
(X, Λ2) соответственно. Тогда для есяких подмножеств M ,
G и E множества X имеют место равенства
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M×G =
⋂

v∈V
v−1◦(M×G)◦v−1,

(E)1 =
⋂

v∈V
v[E]2, (E)2 =

⋂
v∈V

v[E]1.

Если при этом V является базой фильтра в X×X, то в про-
странстве (X, Λ1)×(X, Λ2) для произвольного множества H
равенство H =

⋂
v∈V

v−1◦H◦v−1 имеет место тогда и только

тогда, когда произведение τ1×τ2 секвенциальных топологий
τ1 и τ2 пространств (X, Λ1) и (X, Λ2) является секвенциаль-
ной топологией пространства (X, Λ1)×(X, Λ2). I

Предложение 2.7. Пусть операции предела Λ1 и Λ2 в мно-
жестве X и полная система окружений U в X×X соответ-
ствуют некоторому отношению секвенциальной квазиравно-
мерности в XN. Если в (X, Λ1)×(X, Λ2) имеет место равен-
ство ⋂

u∈U
u+ = ∆(X), (7)

то пространства (X, Λ1) и (X, Λ2) отделимы. Кроме того,
выполнение первого (второго) из равенств⋂

u∈U
u◦u−1 = ∆(X),

⋂
u∈U

u−1◦u = ∆(X) (8)

необходимо и достаточно для отделимости пространства
(X, Λ1) (соответственно (X, Λ2)), причем для отделимости
обоих пространств (X, Λ1) и (X, Λ2) необходимо и достаточ-
но, чтобы ⋂

u∈U
((u◦u−1)∪(u−1◦u)) = ∆(X). (9)

J Для произвольного x∈X система U ′
x = {u[x]1 : u∈U} под-

множеств в X является полной системой окрестностей точки
x в (X, Λ1). Очевидно, для квазизамыкания (u[x]1)+1 подмно-
жества u[x]1 пространства (X, Λ1) имеет место (u[x]1)+1 ×{x}⊂
⊂ (u[x]1×{x})+⊂u+. Поэтому (u[x]1)+1 ⊂u+[x]1. Отсюда с уче-
том (7) получаем

⋂
u∈U

(u[x]1)+1 ⊂
⋂

u∈U
u+[x]1 = {x}. Таким образом,

в (X, Λ1) пересечение квазизамыканий всех окрестностей точ-
ки содержит лишь эту точку. Но тогда в силу предложения 1.25
пространство (X, Λ1) отделимо. Аналогично доказывается от-
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делимость (X, Λ2) при условии (7). В силу предложения 2.3⋂
u∈U

(u[x]1)+1 =
⋂

u∈U

⋂
v∈U

v−1[u[x]1]1 =
⋂

u∈U

⋂
v∈U

(u◦v−1)[x]1.

Поскольку U является фильтром в X×X, пересечение w = u∩ v
произвольных u∈U и v∈U принадлежит U , причем, очевидно,
w◦w−1⊂u◦v−1. Поэтому

⋂
u∈U

(u[x]1)+1 =
⋂

u∈U
(u◦u−1)[x]1. С учетом

предложения 1.25 из полученного равенства следует, что первое
из равенств (8) эквивалентно отделимости (X, Λ1). Аналогично
доказывается эквивалентность второго из равенств (8) отдели-
мости (X, Λ2).

Очевидно, что если выполняются оба равенства (8), то для
любых x 6= y из X существуют такие v∈U и w∈U , что (x, y) /∈
/∈ v◦v−1 и (x, y) /∈w−1◦w. Поэтому (x, y) /∈ (u◦u−1)∪(u−1◦u), где
u = v∩w. А это означает, что выполняется (9). Очевидно также
то, что (9) влечет оба равенства (8). Следовательно, (9) является
необходимым и достаточным условием для отделимости обоих
пространств (X, Λ1) и (X, Λ2). I

В связи с первым утверждением предложения 2.7 заметим,
что в силу предложения 2.1 u+⊂u−1◦u◦u−1 для любого u∈U .
Поэтому равенство

⋂
u∈U

u−1◦u◦u−1 = ∆(X) влечет (7), а следова-

тельно, и отделимость обоих пространств (X, Λ1) и (X, Λ2).
Предложение 2.8. Пусть операции предела Λ1 и Λ2 в мно-

жестве X и система окружений V в X×X такие, что для
любого x∈X системы V ′

x = {v[x]1 : v∈V } и V ′′
x = {v[x]2 : v∈V }

подмножеств в X образуют фундаментальные системы от-
крытых окрестностей точки x в пространствах (X, Λ1) и
(X, Λ2) соответственно. Если в (X, Λ1)×(X, Λ2) имеет место
равенство ⋂

v∈V
v = ∆(X), (10)

то пространства (X, Λ1) и (X, Λ2) хаусдорфовы. Если же при
этом V является базой фильтра в X×X, то выполнение пер-
вого (второго) из равенств⋂

v∈V
v◦v−1 = ∆(X),

⋂
v∈V

v−1◦v = ∆(X)

необходимо и достаточно для хаусдорфовости пространства
(X, Λ1) (соответственно (X, Λ2)), причем для хаусдорфовости
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обоих пространств (X, Λ1) и (X, Λ2) необходимо и достаточ-
но, чтобы ⋂

v∈V
((v◦v−1)∪(v−1◦v)) = ∆(X). I

В связи с первым утверждением этого предложения заме-
тим, что в силу предложения 2.4 для любого v∈V имеет место
v⊂ v−1◦v◦v−1. Поэтому равенство

⋂
v∈V

v−1◦v◦v−1 = ∆(X) влечет

(10), а следовательно, и хаусдорфовость обоих пространств
(X, Λ1) и (X, Λ2).

Предложение 2.9. Пусть операции предела Λ1 и Λ2 в мно-
жестве X и полная система окружений U в X×X соответ-
ствуют некоторому отношению секвенциальной квазиравно-
мерности в XN, а V ⊂U — такая подсистема, что каждое
v∈V содержит u∈V , для которого u2⊂ v. Тогда

а) отношение секвенциальной квазиравномерности, опреде-
ленное системой окружений V , транзитивно;

б) для любого H ⊂X×X множество

E =
⋂

v∈V
v−1◦H◦v−1

замкнуто в (X, Λ1)×(X, Λ2), причем H ⊂E;
в) для любого M ⊂ X множества

G1 =
⋂

v∈V
v[M ]2, G2 =

⋂
v∈V

v[M ]1

замкнуты в (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно, причем (M)1⊂
⊂G1 и (M)2⊂G2;

г) в (X, Λ1)×(X, Λ2) внутренность v◦ каждого v∈V со-
держит окружение из V и, значит, является открытой
окрестностью диагонали ∆(X);

д) если V ′ — фильтр в X×X, имеющий предбазу V , то
для каждого v∈V ′ существует u∈V ′, которое открыто в
(X, Λ1)×(X, Λ2) и u2⊂ v, причем если V ′ =U , то (X, Λ1) и
(X, Λ2) являются пространствами Фреше−Урысона.

J Утверждение а) очевидно.
(б) Для v∈V выберем u∈V так, чтобы u2⊂ v. Очевидно,

E⊂u−1◦H◦u−1, а в силу предложения 2.1 E+⊂u−1◦E◦u−1.
Поэтому E+⊂u−2◦H◦u−2⊂ v−1◦H◦v−1. Отсюда следует, что
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E+ ⊂
⋂

v∈V
v−1◦H◦v−1 = E.

Но тогда в силу E⊂E+ имеем E=E+. А это означает, что E
замкнуто в (X, Λ1)×(X, Λ2). Из H ⊂E получаем H ⊂E=E.

(в) Имеют место равенства⋂
v∈V

v−1◦(M×M)◦v−1 =
⋂

v∈V
v[M ]2×v[M ]1 =

= (
⋂

v∈V
v[M ]2)×(

⋂
v∈V

v[M ]1) = G1×G2.

Отсюда в силу б) получаем G1×G2 =G1×G2 = (G1)1×(G2)2. По-
этому G1 = (G1)1 и G2 = (G2)2. Значит, G1 и G2 замкнуты в
пространствах (X, Λ1) и (X, Λ2) соответственно. Из очевидного
включения M×M ⊂G1×G2 вытекает, что (M)1⊂ (G1)1 =G1 и
(M)2⊂ (G2)2 =G2.

(г) Для v∈V выберем u∈V так, чтобы u3⊂ v. Обозначим
H = (X×X)\v. В силу б) H ⊂u−1◦H◦u−1. Очевидно, v∩H = Ø.
Докажем, что u∩(u−1◦H◦u−1) = Ø. Предположим противное.
Тогда найдется такое (x, y)∈u, что (x, y)∈u−1◦H◦u−1. Отсю-
да следует существование таких ξ ∈X и η ∈X, что (ξ, x)∈u,
(ξ, η)∈H и (η, y)∈u. Однако из (ξ, x)∈u, (x, y)∈u и (η, y)∈u
имеем (ξ, η)∈u3⊂ v. Тем самым (ξ, η)∈ v и (ξ, η)∈H. Это про-
тиворечит равенству v∩H = Ø. Поэтому u∩(u−1◦H◦u−1) = Ø.
Отсюда получаем, что u∩H = Ø и, значит, u⊂ (X×X)\H = v◦,
где v◦ — внутренность окружения v в (X, Λ1)×(X, Λ2).

(д) Каждое v∈V ′ содержит пересечение конечного числа ок-
ружений из V . Пусть для некоторого n ∈ N имеет место вклю-

чение
n⋂
i=1

vi⊂ v, где vi ∈V . В силу г) для каждого vi существует

ui ∈V ′, которое открыто в (X, Λ1)×(X, Λ2) и u2
i ⊂ vi. Поэтому

множество u =
n⋂
i=1

ui открыто в (X, Λ1)×(X, Λ2), причем u∈V ′

и u2⊂ v. Если V ′ =U , то в каждом из пространств (X, Λ1) и
(X, Λ2) каждая окрестность точки содержит открытую окрест-
ность этой точки. Поэтому в силу теоремы 1.32 (X, Λ1) и (X, Λ2)
являются пространствами Фреше−Урысона. I
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Предложение 2.10. Пусть V — конечная или счетная си-
стема окружений в X×X, а ((xni, yni) : (n, i)∈N×N) — такое
семейство точек в X×X, что для каждого n∈N последова-
тельность ((xni, yni) : i∈N) почти вся лежит в каждом окру-
жении из V . Тогда существует такая последовательность
(jn :n∈N)∈NN, что для любой последовательности натураль-
ных in > jn, n∈N, последовательность ((xnin , ynin) :n∈N) по-
чти вся лежит в каждом окружении из V .

J Пусть V = {vn :n∈N}. Рассмотрим систему окружений

V ′ = {v′n :n∈N}, где v′n =
n⋂
i=1

vi. Очевидно, последовательность

точек из X×X почти вся лежит в каждом vn тогда и только
тогда, когда она почти вся лежит в каждом v′n. Учитывая это,
а также включения v′n+1⊂ v′n, n ∈ N, легко получим существо-
вание требуемой последовательности (jn :n∈N)∈NN. I

§ 2. Отношение секвенциальной равномерности

Определение 2.1. Если отношение секвенциальной квази-
равномерности R в XN является отношением эквивалентно-
сти, т. е. дополнительно обладает свойствами симметрично-
сти R−1 =R и транзитивности R◦R=R, то оно называется
отношением секвенциальной равномерности, а соответству-
ющая структура секвенциальной квазиравномерности S на X
называется структурой секвенциальной равномерности. При
этом пара (X, R) называется пространством с отношением
секвенциальной равномерности (короче — пространством с се-
квенциальной равномерностью).

Из теорем 2.2—2.5 получаем следующие утверждения.
Теорема 2.6. Подмножество S⊂ (X×X)N является стру-

ктурой секвенциальной равномерности на X тогда и только
тогда, когда

1) ζ̇ ∈S для каждого ζ ∈∆(X);
2) если ζ̂ ∈S и ζ̂ ′≺ ζ̂, то ζ̂ ′ ∈S;
3) если ζ̂ ∈ (X×X)N\S, то существует такое ζ̂ ′≺ ζ̂, что

S∩[ζ̂ ′]N = Ø;
4) если ((xn, yn) :n∈N)∈S, то ((yn, xn) :n∈N)∈S;
5) если ((xn, yn) :n∈N)∈S и ((yn, zn) :n∈N)∈S, то

((xn, zn) :n∈N)∈S.
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Полная система окружений U в X×X, соответствующая
структуре секвенциальной равномерности S, есть множество
таких u⊂X×X, что S∩((X×X)\u)N = Ø. I

Теорема 2.7. Подмножество S⊂ (X×X)N является стру-
ктурой секвенциальной равномерности на X тогда и только
тогда, когда

1) ζ̇ ∈S для каждого ζ ∈∆(X);
2) если ζ̂ ∈S и ζ̂ ′≺ ζ̂, то ζ̂ ′ ∈S;
3) если ζ̂ ∈ (X×X)N такое, что для каждого ζ̂ ′≺ ζ̂ суще-

ствует ζ̂ ′′≺ ζ̂ ′ из S, то ζ̂ ∈S;
4) если ζ̂ = (ζn :n∈N)∈ (X×X)N такое, что ζ̇n ∈S для всех

n∈N, то ζ̂ ∈S;
5) если ((xn, yn) :n∈N)∈S, то ((yn, xn) :n∈N)∈S;
6) если ((xn, yn) :n∈N)∈S и ((yn, zn) :n∈N)∈S, то

((xn, zn) :n∈N)∈S. I
Теорема 2.8. Подмножество R⊂XN×XN определяет в

XN отношение секвенциальной равномерности тогда и толь-
ко тогда, когда

1) (ẋ, ẋ)∈R для каждого x∈X;
2) если (x̂, ŷ)∈R и (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), то (x̂′, ŷ′)∈R;
3) если (x̂, ŷ)∈ (XN×XN)\R, то существует такое

(x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), что (ξ̂, η̂) /∈R для любого (ξ̂, η̂)∈XN×XN, удо-
влетворяющего включению [(ξ̂, η̂)]⊂ [(x̂′, ŷ′)];

4) если (x̂, ŷ)∈R, то (ŷ, x̂)∈R;
5) если (x̂, ŷ)∈R и (ŷ, ẑ)∈R, то (x̂, ẑ)∈R.
Полная система окружений U в X×X, соответствующая

отношению секвенциальной равномерности R, есть множе-
ствотаких u⊂X×X, что (ξ̂, η̂) /∈R для любого (ξ̂, η̂)∈XN×XN,
удовлетворяющего включению [(ξ̂, η̂)]⊂ (X×X)\u. I

Теорема 2.9. Подмножество R⊂XN×XN определяет в
XN отношение секвенциальной равномерности тогда и толь-
ко тогда, когда

1) (ẋ, ẋ)∈R для каждого x∈X;
2) если (x̂, ŷ)∈R и (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), то (x̂′, ŷ′)∈R;
3) если (x̂, ŷ)∈ (XN×XN) такое, что для каждого (x̂′, ŷ′)≺

≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из R, то (x̂, ŷ)∈R;
4) если пара (x̂, ŷ)∈XN×XN последовательностей x̂=

= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) такая, что (ẋn, ẏn)∈R для всех
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n∈N, то (x̂, ŷ)∈R;
5) если (x̂, ŷ)∈R, то (ŷ, x̂)∈R;
6) если (x̂, ŷ)∈R и (ŷ, ẑ)∈R, то (x̂, ẑ)∈R. I
С учетом теоремы 2.1 легко доказывается также
Теорема 2.10. Система V подмножеств в X×X тогда и

только тогда является системой окружений, определяющей
отношение секвенциальной равномерности в XN, когда

1) каждое v∈V содержит ∆(X);
2) если последовательность ((xn, yn) :n∈N) из (X×X)N

почти вся лежит в каждом v∈V , то такова и последователь-
ность ((yn, xn) :n∈N);

3) если каждая из последовательностей ((xn, yn) :n∈N) и
((yn, zn) :n∈N) из (X×X)N почти вся лежит в каждом v∈V ,
то такова и последовательность ((xn, zn) : n ∈N). I

Если система окружений V в X×X определяет отношение
секвенциальной равномерности R в XN, то пересечение H си-
стемы V совпадает с пересечением полной системы окружений,
соответствующей отношению R, и удовлетворяет равенствам
H−1 =H и H2 =H.

Если U — полная система окружений в X×X, соответству-
ющая некоторому отношению секвенциальной равномерности в
XN, и u∈U , то u−1 ∈U . Отсюда следует, что каждое u∈U содер-
жит симметричное окружение из U , так как U является филь-
тром в X×X.

Пусть R — отношение секвенциальной равномерности в XN,
а отображение Λ :XN→ 2X сопоставляет каждому x̂∈XN мно-
жество Λ(x̂) таких x∈X, что (x̂, ẋ)∈R. Тогда, как было отмече-
но в § 1, Λ является операцией предела в X. В силу симметрич-
ности R Λ(x̂) есть также множество таких x∈X, что (ẋ, x̂)∈R.
Поэтому отношение секвенциальной равномерности, в отличие
от отношения секвенциальной квазиравномерности, определяет
лишь одну операцию предела.

Пусть V — система окружений в X×X, определяющая от-
ношение секвенциальной равномерности R в XN и операцию
предела Λ в X. Для каждого x∈X рассмотрим системы V ′

x =
= {v[x]1 : v∈V }, V ′′

x = {v[x]2 : v∈V } и Vx = {v[x] : v∈V } подмно-
жеств в X, где v[x] = v[x]1∩v[x]2, и каждую из них примем в ка-
честве системы окрестностей точки x. Тогда, очевидно, каждое
из семейств (V ′

x :x∈X), (V ′′
x :x∈X) и (Vx :x∈X) систем окрест-

ностей определяет в X операцию предела Λ. При этом если U
— полная система окружений, соответствующая отношению
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секвенциальной равномерности R, то для полной системы Ux
окрестностей точки x пространства (X, Λ) справедливы равен-
ства Ux = {u[x]1 : u∈U}= {u[x]2 : u∈U}= {u[x] : u∈U}.

Предложение 2.11. Пусть операция предела Λ в X и от-
ношение секвенциальной равномерности R в XN определены си-
стемой окружений V в X×X. Тогда следующие условия попар-
но эквивалентны:

1) Λ — операция однозначного предела;
2) в пространстве (X, Λ) стационарная последователь-

ность имеет один предел;
3) (ẋ, ẏ) /∈R для любых x 6= y из X;
4) пересечение системы V совпадает с ∆(X).
J Пусть x̂ — сходящаяся последовательность в (X, Λ), а x

и y — точки из Λ(x̂). Тогда (ẋ, x̂)∈R и (x̂, ẏ)∈R. Отсюда в си-
лу транзитивности R получаем (ẋ, ẏ)∈R. А это означает, что
y ∈Λ(ẋ). Однако если стационарная последовательность ẋ име-
ет один предел, то x= y. Поэтому при выполнении условия 2)
Λ является операцией однозначного предела. Далее доказатель-
ство не вызывает затруднений. I

Операцию предела Λ в множестве X и полную систему окру-
жений U в X×X, соответствующие отношению секвенциальной
равномерности R, соотнесем к пространству с секвенциальной
равномерностью (X, R). Ясно, что в пространствах с секвенци-
альной равномерностью можно ввести все те понятия, которые
были введены в пространствах с операцией предела.

Всякая база фильтра U всех окружений пространства с се-
квенциальной равномерностью (X, R) называется фундамента-
льной системой окружений этого пространства. Ясно, что си-
стема всех симметричных окружений пространства (X, R) яв-
ляется его фундаментальной системой окружений.

Предложение 2.12. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, имеющее операцию предела Λ.
Тогда каждое окружение этого пространства является окре-
стностью диагонали ∆(X) в (X, Λ)×(X, Λ).

J Пусть u⊂X×X — окружение пространства (X, R). Пред-
положим, что u не является окрестностью диагонали ∆(X) в
(X, Λ)×(X, Λ). Тогда существует последовательность ζ̂ = (ζn :
n∈N) в (X×X)\u, сходящаяся в указанном прямом произве-
дении к некоторому ζ ∈∆(X). Пусть ζ = (x, x) и ζn = (xn, yn),
n∈N. Положим x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N). Имеем, что
x∈Λ(x̂), x∈Λ(ŷ), и, значит, (x̂, ẋ)∈R, (ẋ, ŷ)∈R. Отсюда в си-
лу транзитивности R получаем (x̂, ŷ)∈R. Поэтому ζ̂ почти вся
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лежит в u, что противоречит выбору ζ̂. Следовательно, u явля-
ется окрестностью диагонали ∆(X). I

В (X, Λ)×(X, Λ) окрестность диагонали может не быть окру-
жением пространства с секвенциальной равномерностью (X, R),
имеющего операцию предела последовательности Λ.

Теорема 2.11. Пусть (X, R) — пространство с секвенци-
альной равномерностью, имеющее операцию предела Λ. Тогда

а) если последовательности x̂ и ŷ в X такие, что
Λ(x̂)∩Λ(ŷ) 6= Ø, то (x̂, ŷ)∈R;

б) Λ(x̂) = Λ(ŷ) для любого (x̂, ŷ)∈R;
в) для любого x̂∈XN множество Λ(x̂) замкнуто, а каждая

окрестность точки из Λ(x̂) является окрестностью для Λ(x̂),
причем пересечение всех окрестностей точки x∈X совпадает
с Λ(ẋ);

г) если x̂= (xn :n∈N) — сходящаяся последовательность,
x̂′≺ x̂, ẑ — последовательность в Λ(x̂), а ξ̂= (ξn :n∈N) — по-
следовательность точек ξn ∈Λ(ẋn), то Λ(x̂) = Λ(x̂′) = Λ(ẑ) =
= Λ(ξ̂);

д) если последовательность x̂= (xn :n∈N) либо сходится,
либо не обладает сходящейся подпоследовательностью, то
[x̂] = [x̂]+ = Λ(x̂)

⋃ ⋃
n∈N

Λ(ẋn), причем в первом случае замыкание

[x̂] окрестностно компактно;
е) всякое секвенциально компактное подмножество M

в X секвенциально относительно компактно и M =M+ =
=

⋃
x∈M

Λ(ẋ), а, следовательно, каждая последовательность

x̂∈MN обладает подпоследовательностью, имеющей предел
в M , и для x̂ существует такое ŷ ∈MN, что (x̂, ŷ)∈R;

ж) если подмножество H ⊂X открыто или замкнуто,
то H =

⋃
x∈H

Λ(ẋ).

J (а) Пусть z ∈Λ(x̂)∩Λ(ŷ). Тогда (x̂, ż)∈R, (ż, ŷ)∈R и,
следовательно, (x̂, ŷ)∈R.

(б) Пусть (x̂, ŷ)∈R. В силу симметричности R имеет место
(ŷ, x̂)∈R. Если z ∈Λ(x̂), то (x̂, ż)∈R. В силу транзитивности R
имеем также (ŷ, ż)∈R и, значит, z∈Λ(ŷ). Аналогично доказыва-
ется, что если ξ ∈Λ(ŷ), то ξ ∈Λ(x̂). Следовательно, Λ(x̂) = Λ(ŷ).

(в) Очевидно, нужно рассматривать случай Λ(x̂) 6= Ø. Пусть
ŷ= (yn :n∈N) — последовательность в Λ(x̂). Для каждого n∈N
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из yn ∈Λ(x̂) следует, что (x̂, ẏn)∈R. Поэтому в силу б) Λ(ẏn) =
= Λ(x̂) для всех n∈N. Отсюда в силу указанного в теореме 1.3
свойства 4) операций предела получаем Λ(x̂)⊂Λ(ŷ). Но тогда с
учетом а) и б) имеет место равенство Λ(ŷ) = Λ(x̂), из которого
следует замкнутость Λ(x̂). Пусть uz — окрестность некоторо-
го z ∈Λ(x̂), а ẑ ∈ (X\uz)N. Так как z /∈Λ(ẑ), то в силу а) и б)
Λ(x̂)∩Λ(ẑ) = Ø. А это означает, что uz является окрестностью
множества Λ(x̂).

Пусть точка y ∈X принадлежит каждой окрестности точ-
ки x∈X. Тогда x∈Λ(ẏ). Поэтому в силу а) и б) Λ(ẋ) = Λ(ẏ) и
y ∈Λ(ẋ). Следовательно, пересечение всех окрестностей точки x
совпадает с Λ(ẋ).

(г) Равенство Λ(x̂) = Λ(x̂′) вытекает из Λ(x̂)⊂Λ(x̂′) с учетом
а) и б). Равенство Λ(x̂) = Λ(ẑ) уже было установлено в утвержде-
нии в). Для каждого n∈N из ξn ∈Λ(ẋn) следует, что (ẋn, ξ̇n)∈
∈R. Поэтому (x̂, ξ̂)∈R в силу указанного в теореме 2.9 свойства
4) отношений секвенциальной равномерности. Отсюда с учетом
б) получаем Λ(x̂) = Λ(ξ̂).

(д) Если последовательность x̂= (xn :n∈N) либо сходится,
либо не обладает сходящейся подпоследовательностью, то в си-
лу в) и г) имеет место равенство [x̂]+ = Λ(x̂)

⋃ ⋃
n∈N

Λ(ẋn), правая

часть которого есть замкнутое множество и, значит, [x̂] = [x̂]+.
Докажем окрестностную компактность [x̂] в случае сходя-

щейся последовательности x̂. Пусть x0 ∈Λ(x̂), а E — некото-
рое окрестностное покрытие множества [x̂]. Тогда для каждого
целого n> 0 существует такое un ∈E, что xn ∈u−n . В силу в)
Λ(x̂)⊂u−0 и Λ(ẋn)⊂u−n для всех n∈N. Докажем существова-
ние такого m∈N, что Λ(ẋn)⊂u0 для всех натуральных n>m.
Предположим противное. Тогда существует такая последова-
тельность натуральных чисел k1<k2< . . ., что Λ(ẋkn) 6= Ø для
всех n∈N. Выберем некоторые ξn ∈Λ(ẋkn)\u0, n∈N, и положим
ξ̂= (ξn :n∈N). В силу г) Λ(ξ̂) = Λ(x̂). Однако u0 является окрест-
ностью множества Λ(x̂). Поэтому последовательность ξ̂ почти
вся лежит в u0, что противоречит выбору ξ̂. Следовательно, су-
ществует такое m∈N, что Λ(ẋn)⊂u0 для всех n>m. Отсюда
в силу доказанного для [x̂] равенства получаем, что конечная
система {u0, u1, . . . , um−1} множеств из E покрывает [x̂]. А это
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означает, что [x̂] окрестностно компактно.
(е) Пусть y ∈M+, а x̂ — последовательность в M сходя-

щаяся к y. Поскольку M секвенциально компактно, существует
такое x̂′≺ x̂, что M∩Λ(x̂′) 6= Ø. Пусть x∈M∩Λ(x̂′). Так как
y ∈Λ(x̂′), то в силу г) y ∈Λ(ẋ). Отсюда следует, что M+ =
=

⋃
x∈M

Λ(ẋ). С использованием г) легко доказывается, что пра-

вая часть полученного равенства есть замкнутое и секвенци-
ально компактное множество. Поэтому M =M+ и, значит, M
секвенциально компактно.

(ж) Пусть H ⊂X и x∈H. Если H замкнуто, то, очевидно,
Λ(ẋ)⊂H. Из y ∈Λ(ẋ) следует, что x∈Λ(ẏ). Поэтому если H
открыто, то Λ(ẋ)⊂H. I

Из теорем 1.31, 1.54 и утверждения д) теоремы 2.11 вытекает
Следствие 2.1. Пространство с секвенциальной равномер-

ностью топологическое, причем если τ — его секвенциальная
топология, то τ -счетно компактное множество секвенциаль-
но компактно. I

Пусть Λ — операция предела, а U — полная система окру-
жений пространства с секвенциальной равномерностью (X, R).
Окружение u∈U , являющееся открытым множеством в про-
странстве (X, Λ)×(X, Λ), называется открытым окружением
пространства (X, R), причем множествоW всех открытых окру-
жений u∈U называется полной системой открытых окруже-
ний пространства (X, R). Очевидно, система W инвариантна
относительно конечных пересечений и произвольных объедине-
ний. Кроме того, если w∈W , то w−1 ∈W . Поэтому каждое от-
крытое окружение содержит симметричное открытое окруже-
ние. Отметим, что открытая в (X, Λ)×(X, Λ) окрестность диа-
гонали ∆(X) может не быть окружением пространства (X, R).
Кроме того, фильтр V в X×X, имеющий базу W , может от-
личаться от U . Очевидно, что если V =U , то (X, Λ) является
пространством Фреше−Урысона.

Система W ′ открытых окружений пространства с секвенци-
альной равномерностью (X, R) называется его фундаменталь-
ной системой открытых окружений, если для каждого откры-
того окружения w этого пространства существует такое w′ ∈
∈W ′, что w′⊂w. Ясно, что система всех симметричных откры-
тых окружений пространства (X, R) является его фундамен-
тальной системой открытых окружений.

Теорема 2.12. Полная система открытых окружений W
пространства с секвенциальной равномерностью (X, R) опре-
деляет в XN отношение секвенциальной равномерности R, а



§ 2. Отношение секвенциальной равномерности 151

для секвенциальной топологии τ пространства (X, R) спра-
ведливы равенства

τ\{Ø} = {w[x]1 : x∈X, w∈W} = {w[x]2 : x∈X, w∈W} =

= {w[x] : x∈X, w∈W}. (1)
J Пусть R′ — отношение секвенциальной квазиравномер-

ности в XN, определенное системой окружений W . Очевидно,
что R⊂R′. Докажем обратное включение. Рассмотрим пару
(x̂, ŷ)∈ (XN×XN)\R последовательностей x̂= (x1, x2, . . .), ŷ=
= (y1, y2, . . .). В силу указанного в теореме 2.8 свойства 3)
отношений секвенциальной равномерности существует такое
(x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ), что (ξ̂, η̂) /∈R для любой пары (ξ̂, η̂)∈XN×XN,
удовлетворяющей включению [(ξ̂, η̂)]⊂ [(x̂′, ŷ′)]. Пусть Λ — опе-
рация предела пространства (X, R). Ясно, что существует та-
кое (ẑ, t̂)≺ (x̂′, ŷ′), что каждая из последовательностей ẑ=
= (z1, z2, . . .) и t̂= (t1, t2, . . .) либо сходится, либо не обладает
сходящейся подпоследовательностью. С использованием теоре-
мы 2.11 легко доказывается, что в (X, Λ)×(X, Λ) выполняются
равенства

[(ẑ, t̂)] = [(ẑ, t̂)]+ = (Λ(ẑ)×Λ(t̂))
⋃ ⋃
n∈N

(Λ(żn)×Λ(ṫn)). (2)

Докажем, что (ξ̂′, η̂′) /∈R для любого (ξ̂′, η̂′)∈XN×XN, удовле-
творяющего включению [(ξ̂′, η̂′)]⊂ [(ẑ, t̂)]. Предположим против-
ное, т. е. существует (ξ̂′, η̂′)∈R, удовлетворяющее указанному
включению. С учетом (2) существует пара (ξ̂, η̂)≺ (ξ̂′, η̂′) после-
довательностей ξ̂= (ξ1, ξ2, . . .) и η̂= (η1, η2, . . .), удовлетворя-
ющая одному из следующих условий:

1) [(ξ̂, η̂)]⊂Λ(ẑ)×Λ(t̂);
2) [(ξ̂, η̂)]⊂Λ(żm)×Λ(ṫm) для некоторого m∈N;
3) (ξn, ηn)∈Λ(żkn)×Λ(ṫkn) для каждого n∈N с некоторым

kn ∈N, таким, что k1<k2< . . ..
В силу (ξ̂′, η̂′)∈R, (ξ̂, η̂)≺ (ξ̂′, η̂′) и указанного в теореме 2.8

свойства 2) отношений секвенциальной равномерности имеем,
что (ξ̂, η̂)∈R. При выполнении условия 1) имеем также [ξ̂]⊂Λ(ẑ)
и [η̂]⊂Λ(t̂). Поэтому в силу теоремы 2.11 (ẑ, ξ̂)∈R и (η̂, t̂)∈R.
Отсюда в силу транзитивности R получаем (ẑ, t̂)∈R.



152 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

Аналогично доказывается, что при выполнении условия 2)
(żm, ṫm)∈R. Пусть выполняется условие 3). Тогда ξn ∈Λ(żkn) и
ηn ∈Λ(ṫkn) для всех n∈N. Отсюда в силу теоремы 2.11 получа-
ем (ẑ′, ξ̂)∈R и (η̂, t̂′)∈R, где ẑ′ = (zkn :n∈N) и t̂′ = (tkn :n∈N).
Поэтому (ẑ′, t̂′)∈R в силу транзитивности R. Таким образом,
при выполнении любого из условий 1)—3) существует (ϕ̂, ψ̂)∈R,
удовлетворяющее включению [(ϕ̂, ψ̂)]⊂ [(ẑ, t̂)]⊂ [(x̂′, ŷ′)]. А это
противоречит выбору (x̂′, ŷ′). Тем самым даказано, что (ξ̂′, η̂′) /∈
/∈R, для любого (ξ̂′, η̂′)∈XN×XN, удовлетворяющего включе-
нию [(ξ̂′, η̂′)]⊂ [(ẑ, t̂)]. Отсюда в силу теоремы 2.8 следует, что
множество (X×X)\[(ẑ, t̂)] является открытым окружением про-
странства (X, R). Однако вне этого окружения находится бес-
конечное число членов последовательности ((xn, yn) :n∈N), так
как (ẑ, t̂)≺ (x̂, ŷ). Поэтому (x̂, ŷ) /∈R′ и, значит, R′⊂R. Из дока-
занных включений получаем R′ =R, т. е. полная система откры-
тых окружений W пространства (X, R) определяет отношение
секвенциальной равномерности R.

Докажем (1). Очевидно, для любых x∈X и w∈W каждое из
множеств w[x]1, w[x]2 и w[x] является открытой окрестностью
точки x в (X, Λ). Обратно, для любой открытой окрестности ux
точки x∈X множество

w = (X×X)\(((X\ux)×Λ(ẋ))∪(Λ(ẋ)×(X\ux)))

является симметричным открытым окружением пространства
(X, R), причем ux = w[x]1 = w[x]2 = w[x]. Действительно, поско-
льку каждое из множеств Λ(ẋ) и X\ux замкнуто в (X, Λ), мно-
жество w открыто в (X, Λ)×(X, Λ). Докажем, что (ξ̂, η̂) /∈R для
любого (ξ̂, η̂)∈XN×XN, удовлетворяющего включению

[(ξ̂, η̂)] ⊂ (X×X)\w = ((X\ux)×Λ(ẋ))∪(Λ(ẋ)×(X\ux)). (3)

С этой целью предположим противное, т. е. существует (ξ̂, η̂)∈
∈R, удовлетворяющее включению (3). Тогда существует такое
(ξ̂′, η̂′)≺ (ξ̂, η̂), что либо [ξ̂′]⊂X\ux и [η̂′]⊂Λ(ẋ), либо [ξ̂′]⊂Λ(ẋ)
и [η̂′]⊂X\ux. При выполнении любого из указанных случаев из
(ξ̂′, η̂′)∈R в силу теоремы 2.11 следует, что Λ(ξ̂′) = Λ(η̂′) = Λ(ẋ)
и, значит, x∈Λ(ξ̂′) = Λ(η̂′). А это противоречит тому, что ux есть
окрестность точки x. Следовательно, построенное множество
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w является открытым окружением пространства (X, R). Тем
самым равенства (1) доказаны. I

В общей топологии равномерная структура вX вводится при
помощи такого фильтра V в X×X, что

1) каждое v∈V содержит ∆(X);
2) если v∈V , то v−1 ∈V ;
3) для каждого v∈V существует такое u∈V , что u2⊂ v.
В связи с этим отметим, что полная система окружений

U и полная система открытых окружений W пространства с
секвенциальной равномерностью (X, R) удовлетворяют услови-
ям 1) и 2), а условию 3) могут не удовлетворять. Более того,
может не существовать системы окружений, удовлетворяющей
условию 3) и определяющей данное отношение секвенциальной
равномерности R, причем R даже может и не определяться си-
стемой окружений {u2 : u∈U} (см. примеры в главе III, § 16,
n◦ 1 и n◦ 2). Если система подмножеств в X×X удовлетворя-
ет условиям 1)—3), то оно удовлетворяет также указанным в
теореме 2.10 условиям и, значит, является системой окружений,
определяющей отношение секвенциальной равномерности. Как
показывают примеры (см. § 16, n◦ 9), два различных фильтра
в X×X, удовлетворяющих условиям 1)—3), могут определить
одно и то же отношение секвенциальной равномерности.

Определение 2.2. Пространство с операцией предела
(X, Λ) называется секвенциально равномеризуемым или секвен-
циально равномерным пространством, а Λ — равномерной опе-
рацией предела, если Λ может определяться отношением се-
квенциальной равномерности.

Теорема 2.13. Пространство с операцией предела (X, Λ)
является секвенциально равномерным пространством тогда и
только тогда, когда для каждой сходящейся последовательно-
сти x̂= (xn :n∈N) в X, произвольной точки x∈Λ(x̂) и про-
извольной последовательности ξ̂= (ξn :n∈N) точек ξn ∈Λ(ẋn)
имеют место равенства Λ(x̂) = Λ(ξ̂) = Λ(ẋ). Среди отношений
секвенциальной равномерности, определяющих в X операцию
предела Λ, существуют сильнейшее отношение R′ и слабей-
шее отношение R′′. При этом полная система окружений, со-
ответствующая отношению R′, совпадает с системой всех
окрестностей диагонали ∆(X) в (X, Λ)×(X, Λ).

J С учетом теоремы 2.11 в доказательстве нуждается утвер-
ждение о том, что если для операции предела Λ выполняются
указанные равенства, то она определяется некоторым отноше-
нием секвенциальной равномерности. Из этих равенств сле-



154 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

дует, что Λ(x̂) = Λ(ẑ) для каждой сходящейся последователь-
ности x̂ в X и любой последовательности ẑ в Λ(x̂). Кроме
того, если x̂ и ŷ такие, что Λ(x̂)∩Λ(ŷ) 6= Ø, то Λ(x̂) = Λ(ŷ).

Обозначим через P ′ множество всех пар (x̂, ŷ)∈XN×XN по-
следовательностей x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .), для кото-
рых либо Λ(x̂) = Λ(ŷ) 6= Ø, либо Λ(ẋn) = Λ(ẏn) для всех n∈N.
Легко проверить, что множество P ′ обладает всеми указанными
в теореме 2.9 свойствами, кроме свойства 3). Рассмотрим мно-
жество R′ таких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каждого (x̂′, ŷ′)≺
≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из P ′. Очевидно, P ′⊂R′

и, кроме того, множество R′ обладает указанными в теореме
2.9 свойствами 1)—6). Следовательно, R′ является отношением
секвенциальной равномерности в XN. Легко доказывается так-
же то, что (x̂, ẋ)∈R′ выполняется для x̂∈XN и x∈X тогда
и только тогда, когда x∈Λ(x̂). Следовательно, R′ определяет
в X операцию предела Λ и, значит, (X, Λ) является секвенци-
ально равномерным пространством. С учетом теоремы 2.11 из
построения R′ следует, что оно является сильнейшим отноше-
нием секвенциальной равномерности, определяющим операцию
предела Λ. При этом в силу следствия 1.1 полная система окру-
жений, соответствующая отношению R′, совпадает с системой
всех окрестностей диагонали ∆(X) в (X, Λ)×(X, Λ).

Пусть E= {Ri : i∈ I} — система всех отношений секвенци-
альной равномерности, определяющих в X операцию предела
Λ. Легко проверить, что точная нижняя граница системы E в
частично упорядоченном множестве R(XN) всех отношений се-
квенциальной квазиравномерности в XN является отношением
секвенциальной равномерности. Следовательно, R′ =

⋂
i∈I

Ri. Од-

нако точная верхняя граница системы E вR(XN) может не быть
отношением секвенциальной равномерности, а именно: она мо-
жет не обладать свойством транзитивности. Покажем, что E
имеет точную верхнюю границу R′′ в частично упорядоченном
множестве R0(XN) всех отношений секвенциальной равномер-
ности в XN и докажем, что она определяет в X операцию преде-
ла Λ. Обозначим P =

⋃
i∈I

Ri. Множество P обладает указанными

в теореме 2.9 свойствами 1), 2), 4) и 5). Положим P0 =
⋃
n∈N

Pn.

Множество P0 обладает всеми указанными в теореме 2.9 свой-
ствами, кроме свойства 3). Обозначим через R′′ множество та-
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ких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каждого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существу-
ет (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из P0. Заметим, что Pn⊂Pn+1 для любо-
го n∈N, так как ∆(XN)⊂P . Кроме того, P0⊂R′′. Построенное
множество R′′ обладает указанными в теореме 2.9 свойствами
1)—6) и, следовательно, определяет отношение секвенциальной
равномерности в XN. Из построения R′′ следует, что оно являет-
ся точной верхней границей системы E в R0(XN). Нетрудно убе-
диться также в том, что (x̂, ẋ)∈R′′ выполняется для x̂∈XN и
x∈X тогда и только тогда, когда x∈Λ(x̂), т. е. когда (x̂, ẋ)∈Ri
для всех i∈ I. Следовательно, R′′ определяет в X операцию пре-
дела Λ и, значит, является наибольшим элементом системы E.
Тем самым существование слабейшего отношения секвенциаль-
ной равномерности R′′, определяющего Λ, тоже доказано. I

Нетрудно доказать, что пространство с операцией предела
(X, Λ) является секвенциально равномерным пространством то-
гда и только тогда, когда оно топологическое и в нем множества
пределов любых двух сходящихся последовательностей либо не
пересекаются, либо совпадают. Последнее условие эквивалент-
но выполнению равенства Λ(x̂) = Λ(ẋ) для любой сходящейся
последовательности x̂ в (X, Λ) и любого x∈Λ(x̂).

Следствие 2.2. Операция однозначного предела является
равномерной операцией предела. Равномерная операция преде-
ла, по которой стационарная последовательность имеет один
предел, является операцией однозначного предела. I

Следствие 2.3. Подпространство секвенциально равномер-
ного пространства есть секвенциально равномерное простран-
ство. Прямое произведение любого семейства секвенциально
равномерных пространств есть секвенциально равномерное
пространство. I

Если (Sx :x∈X) — структура сходимости в X (см. опреде-
ление 1.3), соответствующая равномерной операции предела Λ,
то для каждых x и y из X множества Sx и Sy либо не пересе-
каются, либо совпадают, причем Sx =Sy тогда и только тогда,
когда Λ(ẋ) = Λ(ẏ).

Частично упорядоченное множество R0(XN) всех отноше-
ний секвенциальной равномерности в XN является полной ре-
шеткой, в которой наибольшим элементом, т. е. слабейшим от-
ношением секвенциальной равномерности, является XN×XN, а
наименьшим элементом, т. е. сильнейшим отношением секвен-
циальной равномерности, является множество таких пар (x̂, ŷ)
последовательностей x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .) в X, что
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xn = yn для всех n∈N, кроме конечного числа значений. Точная
нижняя граница R′ системы {Ri : i∈ I} в R0(XN) определяется
равенством R′ =

⋂
i∈I

Ri, а точная верхняя граница R′′ этой си-

стемы определяется следующим образом. Обозначим P1 =
⋃
i∈I

Ri.

Множество P1 обладает указанными в теореме 2.9 свойства-
ми 1), 2) и 5). Пусть P2 — множество таких пар (x̂, ŷ) по-
следовательностей x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .) в X, что
(ẋn, ẏn)∈P1 для всех n∈N. Множество P =P1∪P2 обладает
указанными в теореме 2.9 свойствами 1), 2), 4) и 5), а множество
P0 =

⋃
n∈N

Pn может не обладать лишь свойством 3). Обозначим

через R′′ множество таких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каждого
(x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из P0. Множество
R′′ обладает указанными в теореме 2.9 свойствами 1)—6) и, сле-
довательно, определяет в XN отношение секвенциальной равно-
мерности. Из построения R′′ следует, что оно является точной
верхней границей системы {Ri : i∈ I} в R0(XN).

Множество всех отношений секвенциальной равномерности
в XN, определяющих в X данную равномерную операцию пре-
дела Λ, является полной решеткой.

Множество L∗(X) всех равномерных операций предела в X
является полной решеткой.

Замечание 2.1. Пусть P0(XN) — множество всех подмно-
жеств P ⊂XN×XN, каждое из которых определяется равенст-
вом P =

⋃
R∈E

R с некоторым непустым E⊂R0(XN). Такое P мо-

жет не быть отношением секвенциальной квазиравномерности
(оно обладает указанными в теореме 2.9 свойствами 1), 2) и 5)).
Отношение P в XN, принадлежащее множеству P0(XN) и обла-
дающее всеми указанными в теореме 2.9 свойствами, кроме,
быть может, свойства 3), называется отношением секвенциа-
льной псевдоравномерности. При помощи отношения секвен-
циальной псевдоравномерности P определяется отображение
ψ :XN→ 2X , называемое равномерной операцией псевдопредела
в X, которое сопоставляет каждому x̂∈XN множество ψ(x̂) тех
x∈X, что (x̂, ẋ)∈P , обладает всеми указанными в теореме 1.3
свойствами, кроме, быть может, свойства 3) и удовлетворяет
условиям теоремы 2.13. Множество P0(XN), частично упорядо-
ченное отношением включения, является полной решеткой, при-
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чем точной нижней и точной верхней границами его непусто-
го подмножества H являются P ′ =

⋂
P∈H

P и P ′′ =
⋃
P∈H

P соответ-

ственно (в связи с этим см. замечание 1.10).
Предложение 2.13. Пусть равномерная операция преде-

ла Λ в X и отношение секвенциальной равномерности R в XN

определены конечной системой окружений V в X×X. Тогда пе-
ресечение w системы V является симметричным открытым
окружением пространства (X, R), содержится в любом его
окружении и удовлетворяет равенству w2 = w, а, значит, в
пространстве (X, Λ) каждая точка имеет открытую окрест-
ность, содержащуюся в любой окрестности этой точки. Кро-
ме того, R является сильнейшим отношением секвенциальной
равномерности, определяющим Λ.

J Утверждения о том, что w является симметричным окру-
жением пространства (X, R), содержится в любом его окруже-
нии и удовлетворяет равенству w2 = w, очевидны. Докажем, что
w является открытым окружением. Пусть (x, y)∈w. Рассмот-
рим произвольную последовательность точек (xn, yn)∈X×X,
n∈N, сходящуюся к (x, y) в (X, Λ)×(X, Λ). Для x̂= (xn :n∈
∈N) и ŷ= (yn :n∈N) имеем, что (x̂, ẋ)∈R и (ẏ, ŷ)∈R. Одна-
ко (ẋ, ẏ)∈R и в силу транзитивности R (x̂, ŷ)∈R. Поэтому
(xn, yn)∈w для всех n∈N, кроме конечного числа значений.
Это означает, что w является окрестностью точки (x, y), а сле-
довательно, и открытым окружением пространства (X, R).

Пусть теперь x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) — такие по-
следовательности вX, что (x̂, ŷ)∈R. Тогда (xn, yn)∈w для всех
n>m при некотором m∈N. Поэтому (ẋn, ẏn)∈R и, значит,
Λ(ẋn) = Λ(ẏn) для всех n>m. Из полученного равенства сле-
дует, что (x̂, ŷ)∈R′ для любого отношения секвенциальной рав-
номерности R′, определяющего операцию предела Λ. А это озна-
чает, что R является сильнейшим отношением секвенциальной
равномерности, определяющим Λ. I

Если V — фундаментальная система окружений (открытых
окружений) пространства с секвенциальной равномерностью
(X, R), то система {v−1 : v∈V } тоже является фундаменталь-
ной системой окружений (открытых окружений) этого простран-
ства. Учитывая это, из предложений 2.1—2.6 получим следую-
щие две теоремы.

Теорема 2.14. Пусть (X, R) — пространство с секвенци-
альной равномерностью, имеющее операцию предела Λ, а M ⊂
⊂X, G⊂X и H ⊂X×X. Тогда для любого окружения u про-
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странства (X, R) множества u[M ]1, u[M ]2 и u[M ] являют-
ся окрестностями множества M в (X, Λ), а u◦H◦u является
окрестностью множества H в (X, Λ)×(X, Λ), причем M+⊂
⊂u[M ] и H+⊂u◦H◦u. Кроме того, для любой фундаменталь-
ной системы окружений U ′ пространства (X, R) имеют ме-
сто равенства

M+ =
⋂

u∈U ′
u[M ] =

⋂
u∈U ′

u[M ]1 =
⋂

u∈U ′
u[M ]2,

(M×G)+ =
⋂

u∈U ′
u◦(M×G)◦u.

При этом равенство H+ =
⋂

u∈U ′
u◦H◦u имеет место тогда и

только тогда, когда для каждой точки (x, y) пространства
(X, Λ)×(X, Λ) и каждой ее окрестности u(x, y) существуют
такие окрестности ux и uy точек x и y пространства (X, Λ),
что ux×uy ⊂u(x, y). I

Теорема 2.15. Пусть (X, R) — пространство с секвенци-
альной равномерностью, имеющее операцию предела Λ, а M ⊂
⊂X, G⊂X и H ⊂X×X. Тогда для любого открытого окру-
жения w пространства (X, R) множества w[M ], w[M ]1 и
w[M ]2 являются открытыми окрестностями множества M
в (X, Λ), а w◦H◦w является открытой окрестностью мно-
жества H в (X, Λ)×(X, Λ), причем M ⊂w[M ] и H ⊂w◦H◦w.
Кроме того, для любой фундаментальной системы открытых
окружений W ′ пространства (X, R) имеют место равенства

M =
⋂

w∈W ′
w[M ] =

⋂
w∈W ′

w[M ]1 =
⋂

w∈W ′
w[M ]2,

M×G =
⋂

w∈W ′
w◦(M×G)◦w.

При этом равенство H =
⋂

w∈W ′
w◦H◦w имеет место тогда и

только тогда, когда секвенциальная топология пространства
(X, Λ)×(X, Λ) есть τ×τ , где τ — секвенциальная топология
пространства (X, Λ). I

Поскольку система всех симметричных окружений (симмет-
ричных открытых окружений) пространства с секвенциальной
равномерностью является фундаментальной системой окруже-
ний (открытых окружений), из предложений 2.7 и 2.8 получаем
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Предложение 2.14. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, имеющее операцию предела Λ,
полную систему окружений U и полную систему открытых
окружений W . Тогда выполнение первого (второго) из ра-
венств ⋂

u∈U
u2 = ∆(X),

⋂
w∈W

w2 = ∆(X)

необходимо и достаточно для отделимости (хаусдорфовости)
пространства (X, Λ). I

Предложение 2.15. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, имеющее операцию предела Λ и
полную систему окружений U , а V ∈U — такая подсистема,
что каждое v∈V содержит u∈V , для которого u2⊂ v. Тогда

а) для любого H ⊂X×X множество

E =
⋂

v∈V
v◦H◦v

замкнуто в (X, Λ)×(X, Λ), причем H ⊂E;
б) для любого M ⊂X множества

G =
⋂

v∈V
v[M ], G1 =

⋂
v∈V

v[M ]1, G2 =
⋂

v∈V
v[M ]2

замкнуты в (X,Λ), причем M ⊂G=G1∩G2;
в) в (X, Λ)×(X, Λ) внутренность v◦ каждого v∈V содер-

жит окружение из V и, значит, является открытым окру-
жением пространства (X, R);

г) если V ′ — фильтр в X×X, имеющий предбазу V , то каж-
дое v∈V ′ содержит такое открытое окружение u∈V ′, что
u2⊂ v;

д) если пересечение системы V совпадает с диагональю
∆(X), то пространство (X, Λ) хаусдорфово;

е) если фильтр в X×X, имеющий предбазу V , содержит
полную систему открытых окружений пространства (X, R),
а секвенциально компактное K ⊂X и замкнутое M ⊂X не пе-
ресекаются, то существует такое симметричное открытое
окружение w, что w[K]∩w[M ] = Ø;

ж) если V является предбазой фильтра U , то (X, Λ) явля-
ется пространством Фреше−Урысона.
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J Очевидно, система окружений {v−1 : v∈V } удовлетворя-
ет такому же условию, что и система V . Поэтому утвержде-
ния а)—г) и ж) вытекают из предложения 2.9. Утверждение д)
следует из предложения 2.14, поскольку в силу в) для полной
системы открытых окружений W пространства (X, R) получа-
ем ∆(X)⊂

⋂
w∈W

w2⊂
⋂

v∈V
v2 =

⋂
v∈V

v = ∆(X). Докажем е). Так как

множество K секвенциально компактно, то в силу утвержде-
ния е) теоремы 2.11 замыкание K тоже секвенциально компакт-
но. При этом из равенств K =

⋃
x∈K

Λ(ẋ), K∩M = Ø и замкнуто-

сти M следует, что K∩M = Ø. Обозначим v = (X×X)\(K×M).
Очевидно, множество K×M замкнуто, а v открыто в простран-
стве (X, Λ)×(X, Λ). Докажем, что v является открытым окру-
жением пространства (X, R). Предположим противное. Тогда
найдется такое (x̂, ŷ)∈R, что [(x̂, ŷ)]⊂ (X×X)\w =K×M , т. е.
[x̂]⊂K и [ŷ]⊂M . В силу секвенциальной компактности K суще-
ствует подпоследовательность x̂′≺ x̂, сходящаяся к некоторому
x∈K, т. е. (ẋ, x̂′)∈R. Пусть ŷ′ — соответствующая подпосле-
довательность для ŷ, т. е. (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ). Так как (x̂′, ŷ′)∈R,
то (ẋ, ŷ′)∈R. А это означает, что последовательность ŷ′ схо-
дится к x. Отсюда в силу замкнутости M получаем x∈M , что
противоречит равенству K∩M = Ø. Таким образом, v является
открытым окружением пространства (X, R). С учетом г) выбе-
рем симметричное открытое окружение w так, чтобы w2⊂ v. Те-
перь докажем, что w[K]∩w[M ] = Ø. Предположим противное,
т. е. существует x∈w[K]∩w[M ]. Тогда в силу симметричности w
существуют такие y ∈K и z ∈M , что (y, x)∈w и (x, z)∈w. От-
сюда следует, что (y, z)∈w2⊂ v и, значит, (y, z)∈ v∩(K×M). А
это противоречит равенству v∩(K×M) = Ø. I

Предложение 2.16. Пусть равномерная операция предела
Λ в X и отношение секвенциальной равномерности R в XN

определены счетной системой окружений в X×X. Тогда про-
странство (X, R) имеет фундаментальную систему окруже-
ний V = {vn :n∈N}, состоящую из таких симметричных от-
крытых окружений, что v2

n+1⊂ vn для всех n∈N, а, значит, в
пространстве (X, Λ) каждая точка имеет конечную или счет-
ную фундаментальную систему окрестностей, состоящую из
открытых окрестностей.
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J Пусть операция предела Λ в X и отношение секвенци-
альной равномерности R в XN определены системой окруже-
ний {un :n∈N}. Рассмотрим систему окружений {wn :n∈N},
где wn =

n⋂
i=1

(ui∩u−1
i ). Очевидно, что w−1

n = wn и wn+1⊂wn для

всех n∈N, причем Λ и R могут быть определены также си-
стемой окружений {wn :n∈N}. Методом индукции докажем су-
ществование такой последовательности натуральных чисел
i1<i2< . . ., что w2

in+1
⊂win для всех n∈N. Возьмем i1 = 1 и пред-

положим, что для некоторого m∈N числа i1, i2, . . . , im выбра-
ны. Докажем возможность выбора im+1. Будем исходить от про-
тивного, т. е. w2

im+k\wim 6= Ø для всех k∈N. Пусть (xk, yk)∈
∈w2

im+k\wim , k∈N. Тогда для каждого k∈N найдется такое
ξk ∈X, что (xk, ξk)∈wim+k и (ξk, yk)∈wim+k. В силу wn+1⊂wn,
n∈N, последовательности пар (xk, ξk) и (ξk, yk), k∈N, почти
все лежат в каждом окружении wn, n∈N. Поэтому (x̂, ξ̂)∈R
и (ξ̂, ŷ)∈R для x̂= (xk : k∈N), ξ̂= (ξk : k∈N) и ŷ= (yk : k∈N).
Отсюда получаем (x̂, ŷ)∈R, что невозможно, поскольку
(x̂k, ŷk) /∈wim для всех k∈N. Полученное противоречие доказы-
вает существование такого k0 ∈N, что w2

im+k0
\wim = Ø. Поло-

жим im+1 = im + k0. Тогда w2
im+1

⊂wim . Тем самым существо-
вание требуемой последовательности (in :n∈N)∈NN доказано.
Очевидно, полученная система окружений {win :n∈N} удовле-
творяет условию предложения 2.15. Поэтому в (X, Λ)×(X, Λ)
для каждого n∈N внутренность vn = w◦

in
является открытым

окружением пространства (X, R), причем v2
n+1⊂win . Посколь-

ку v2
n+1 открыто, оно содержится в w◦

in
, т. е. v2

n+1⊂ vn. Докажем,
что система V = {vn :n∈N} симметричных открытых окруже-
ний является фундаментальной системой окружений простран-
ства (X, R). Предположим противное. Тогда существует такое
окружение u пространства (X, R), что vn\u 6= Ø для всех n∈N.
Пусть (xn, yn)∈ vn\u, n∈N. В силу vi+1⊂ vi, i∈N, последова-
тельность пар (xn, yn), n∈N, почти вся лежит в каждом окру-
жении vi, i∈N. Поэтому последовательности x̂= (xn :n∈N) и
ŷ= (yn :n∈N) находятся в отношении (x̂, ŷ)∈R. Однако это
невозможно, поскольку (xn, yn) /∈u для всех n∈N. Полученное
противоречие доказывает, что V является фундаментальной
системой окружений пространства (X, R). I
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§ 3. Подпространства пространства с секвенциальной
равномерностью. Прямое произведение простран-

ств с секвенциальной равномерностью

1. Пусть X1 — непустое подмножество пространства с сек-
венциальной равномерностью (X, R), а R1 =R∩(XN

1 ×XN
1 ). Лег-

ко проверяется, что подмножество R1⊂XN
1 ×XN

1 определяет в
XN

1 отношение секвенциальной равномерности, а в X1 опера-
цию предела Λ1, являющуюся ограничением на X1 операции
предела Λ пространства (X, R). Пространство с секвенциальной
равномерностью (X1, R1) называется подпространством про-
странства (X, R) и указывается записью (X1, R1)⊂ (X, R). От-
ношение R1 называется ограничением отношения R на XN

1 . Оче-
видно, всякое отношение секвенциальной равномерности в XN

1

есть ограничение на XN
1 некоторого отношения секвенциальной

равномерности в XN. Полная система окружений U простран-
ства (X, R) индуцирует в X1×X1 полную систему окружений
U1 подпространства (X1, R1), т. е. U1 есть система всех мно-
жеств u1 = u∩(X1×X1), где u∈U . Однако полная система от-
крытых окружений W1 подпространства (X1, R1) может отли-
чаться от системы W ′, индуцированной в X1×X1 полной си-
стемой открытых окружений W пространства (X, R), причем
W ′⊂W1 (равенство W ′ =W1 имеет место, например, когда под-
множество X1 замкнуто). Если V — некоторая система окруже-
ний в X×X, определяющая отношение секвенциальной равно-
мерности R пространства (X, R), то она индуцирует в X1×X1

систему окружений V ′, определяющую отношение секвенциаль-
ной равномерности R1 подпространства (X1, R1).

Если (X1, R1)⊂ (X, R), (X2, R2)⊂ (X, R) и X2⊂X1, то
(X2, R2)⊂ (X1, R1), а если (X1, R1)⊂ (X, R) и (X2, R2)⊂
⊂ (X1, R1), то (X2, R2)⊂ (X, R).

2. Рассмотрим семейство пространств с секвенциальной рав-
номерностью ((Xi, Ri) : i∈ I), имеющих полные системы окру-
жений Ui, i∈ I, полные системы открытых окружений Wi, i∈ I,
и операции предела Λi, i∈ I. Пусть

X =
∏
i∈I

Xi,

а R⊂XN×XN — подмножество всех пар (x̂, ŷ) последователь-
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ностей x̂= (x(n) :n∈N) и ŷ= (y(n) :n∈N) элементов x(n) =
= (x(n)

i : i∈ I) и y(n) = (y(n)
i : i∈ I) из X, для которых при каж-

дом i∈ I пара (x̂i, ŷi) последовательностей x̂i = (x(n)
i :n∈N) и

ŷi = (y(n)
i :n∈N) в Xi принадлежит подмножеству Ri⊂XN

i ×XN
i .

Легко проверить, что R определяет в XN отношение секвенци-
альной равномерности, а в X операцию предела Λ пространства

(X, Λ) =
∏
i∈I

(Xi, Λi).

Полученное пространство с секвенциальной равномерностью
(X, R) называется прямым произведением семейства простран-
ств ((Xi, Ri) : i∈ I) и записывается в виде

(X, R) =
∏
i∈I

(Xi, Ri).

Пусть (ui : i∈ I) — такое семейство окружений ui ∈Ui, что
ui =Xi×Xi для всех i∈ I, кроме конечного числа значений. Рас-
смотрим подмножество u⊂X×X таких пар (x, y) элементов
x= (xi : i∈ I) и y= (yi : i∈ I) из X, что (xi, yi)∈ui для всех i∈ I.
Меняя всевозможным образом семейство (ui : i∈ I), получим не-
которую систему V множеств u. Система V удовлетворяет усло-
виям теоремы 2.10 и как система окружений в X×X определяет
отношение секвенциальной равномерности R прямого произве-
дения (X, R). Фильтр в X×X, имеющий базу V , может отли-
чаться от полной системы окружений U пространства (X, R).
Рассмотрим еще такое семейство (wi : i∈ I) открытых окруже-
ний wi ∈Wi, что wi =Xi×Xi для всех i∈ I, кроме конечного чис-
ла значений. Обозначим через w множество таких пар (x, y) эле-
ментов x= (xi : i∈ I) и y= (yi : i∈ I) из X, что (xi, yi)∈wi для
всех i∈ I. Меняя всевозможным образом семейство (wi : i∈ I),
получим некоторую систему W ′ множеств w, удовлетворяющую
условиям теоремы 2.10. Система окружений W ′ тоже опреде-
ляет отношение секвенциальной равномерности R прямого про-
изведения (X, R) и может отличаться от полной системы от-
крытых окружений W пространства (X, R), причем W ′⊂W .
Фильтры в X×X, имеющие базы W ′ и W соответственно, тоже
могут быть различными.

Прямое произведение двух пространств (X1, R1) и (X2, R2)
записывается в виде (X1, R1)×(X2, R2).

По аналогии с предложением 1.16 доказывается
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Предложение 2.17. Пусть (X, R) — прямое произведение
конечного или счетного семейства пространств с секвенциаль-
ной равномерностью ((Xi, Ri) : i∈ I), каждое из которых име-
ет конечную или счетную фундаментальную систему окруже-
ний. Тогда пространство (X, R) тоже имеет конечную или
счетную фундаментальную систему окружений. I

§ 4. Фундаментальные последовательности. Пред-
компактные множества. Полные пространства

с секвенциальной равномерностью

Определение 2.3. В пространстве с секвенциальной рав-
номерностью (X, R) последовательность x̂ называется R-
фундаментальной (короче — фундаментальной), если (x̂, x̂′)∈
∈R для любого x̂′≺ x̂.

Подпоследовательность фундаментальной последовательно-
сти фундаментальна.

Теорема 2.16. Пусть (X, R) — пространство с секвен-
циальной равномерностью, а V — некоторая система его ок-
ружений, определяющая отношение R. В (X, R) последова-
тельность x̂= (x1, x2, . . .) фундаментальна тогда и только
тогда, когда для каждого v∈V существует такое n0 ∈N, что
(xn, xm)∈ v для всех n>n0 и m>n0.

J Пусть последовательность x̂ фундаментальна в (X, R), а
v∈V . Предположим для каждого n∈N существуют такие на-
туральные числа in >n и jn >n, что (xin , xjn) /∈ v. Тогда, оче-
видно, последовательности чисел in и jn, n∈N, с указанным
свойством могут быть выбраны строго возрастающими. Поэто-
му (x̂′, x̂′′) /∈R для x̂′ = (xin :n∈N)≺ x̂ и x̂′′ = (xjn :n∈N)≺ x̂. С
другой стороны, в силу фундаментальности x̂ имеем (x̂, x̂′)∈R,
(x̂, x̂′′)∈R и, значит, (x̂′, x̂′′)∈R. Полученное противоречие до-
казывает существование такого n0 ∈N, что (xn, xm)∈ v для всех
n>n0 и m>n0.

Пусть, обратно, последовательность x̂ такая, что для каждо-
го v∈V существует n0 ∈N, для которого (xn, xm)∈ v при всех
n>n0 и m>n0. Рассмотрим произвольную ее подпоследова-
тельность x̂′ = (xin :n∈N). Очевидно, (xn, xin)∈ v для всех
n>n0. Поэтому (x̂, x̂′)∈R и, значит, последовательность x̂ фун-
даментальна. I

Предложение 2.18. В пространстве с секвенциальной
равномерностью (X, R) любая сходящаяся последовательность
фундаментальна. Если же фундаментальная последователь-
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ность обладает сходящейся подпоследовательностью, то она
сама сходится. Кроме того, если (x̂, ŷ)∈R и одна из последо-
вательностей x̂, ŷ фундаментальна, то другая тоже фунда-
ментальна.

J Пусть последовательность x̂ сходится и x̂′≺ x̂. Очевидно,
Λ(x̂)∩Λ(x̂′) = Λ(x̂) 6= Ø, где Λ — операция предела пространства
(X, R). Поэтому в силу теоремы 2.11 (x̂, x̂′)∈R. Значит, после-
довательность x̂ фундаментальна.

Пусть фундаментальная последовательность x̂ обладает
сходящейся подпоследовательностью x̂′. Поскольку (x̂, x̂′)∈R,
в силу теоремы 2.11 имеем Λ(x̂) = Λ(x̂′) 6= Ø, т. е. x̂ сходится.

Пусть (x̂, ŷ)∈R, а последовательность x̂ фундаментальна.
Рассмотрим произвольное (x̂′, ŷ′)≺(x̂, ŷ). Очевидно, (x̂′, ŷ′)∈R.
В силу фундаментальности x̂ имеем (x̂, x̂′)∈R. Поэтому в силу
симметричности и транзитивности отношения R последователь-
но получаем (x̂, ŷ′)∈R и (ŷ, ŷ′)∈R. Следовательно, последова-
тельность ŷ фундаментальна. I

Определение 2.4. В пространстве с секвенциальной рав-
номерностью (X, R) множество M называется R-предком-
пактным (короче — предкомпактным), если любая последова-
тельность в M обладает фундаментальной подпоследователь-
ностью.

Определение 2.5. Пространство с секвенциальной равно-
мерностью называется полным, если в нем любая фундамен-
тальная последовательность сходится.

Подмножество предкомпактного множества и объединение
конечного числа предкомпактных множеств предкомпактны.
Кроме того, секвенциально квазикомпактное множество пред-
компактно, причем в случае полного пространства верно и об-
ратное утверждение.

Если последовательность точек подпространства (X1, R1)⊂
⊂ (X, R) R-фундаментальна, то она R1-фундаментальна. Сле-
довательно, если подмножество в X1 R-предкомпактно, то оно
R1-предкомпактно. Кроме того, если (X1, R1) полно, а (X, R)
имеет операцию предела Λ, то X1 =X+

1 =
⋃
{Λ(ẋ) :x∈X1}, а

подпространство (X1, R
′
1)⊂ (X, R) полно. Очевидно, замкну-

тое подпространство полного пространства полно.
В прямом произведении (X, R) семейства пространств с се-

квенциальной равномерностью ((Xi, Ri) : i∈ I) последователь-
ность x̂ фундаментальна тогда и только тогда, когда для каж-
дого i∈ I последовательность x̂i = pri(x̂) фундаментальна в
(Xi, Ri). При этом (X, R) полно тогда и только тогда, когда
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каждое (Xi, Ri) полно. Кроме того, если в (X, R) множество
M предкомпактно, то для каждого i∈ I проекция pri(M) пред-
компактна в (Xi, Ri), а если I конечно или счетно, то из пред-
компактности всех проекций pri(M), i∈ I, в соответствующих
пространствах следует предкомпактность M в (X, R).

Теорема 2.17. Пусть Λ — равномерная операция предела в
X, а R′ и R′′ — соответственно сильнейшее и слабейшее отно-
шения секвенциальной равномерности, определяющие Λ. Тогда
пространство (X, R′) полно, а (X, R′′) предкомпактно. Более
того, каждая последовательность в (X, R′′) либо фундамен-
тальна, либо обладает сходящейся подпоследовательностью.
При этом если в пространстве с секвенциальной равномерно-
стью (X, R), имеющем операцию предела Λ, каждая последо-
вательность либо фундаментальна, либо обладает сходящейся
подпоследовательностью, то R=R′′.

J Рассмотрим фундаментальную в (X, R′) последователь-
ность x̂= (x1, x2, . . .) и докажем, что она сходится. Предполо-
жим x̂ обладает подпоследовательностью x̂′ = (xmn :n∈N), для
которой Λ(ẋmn) = Λ(ẋm1) при всех n∈N. Тогда в силу указан-
ного в теореме 1.3 свойства 4) операций предела имеет место
Λ(x̂′) = Λ(ẋm1) Значит, x̂′ сходится и в силу предложения 2.18
x̂ тоже сходится. Предположим теперь, что x̂ не обладает ука-
занного типа подпоследовательностью. Тогда x̂ обладает под-
последовательностью x̂′′ = (xkn :n∈N), для которой множества
Λ(ẋkn), n∈N, попарно не пересекаются. Разобьем произволь-
ным образом x̂′′ на две подпоследовательности ŷ≺ x̂′′ и ẑ≺ x̂′′. В
силу фундаментальности x̂ имеем (ŷ, ẑ)∈R′. Из приведенного
в доказательстве теоремы 2.13 построения отношения R′ следу-
ет существование такого (ŷ′, ẑ′)≺ (ŷ, ẑ), что Λ(ŷ′) = Λ(ẑ′) 6= Ø
(с учетом следствия 1.1 это вытекает также из утверждения тео-
ремы 2.13, что полная система окружений пространства (X, R′)
совпадает с системой всех окрестностей диагонали ∆(X) в
(X, Λ)×(X, Λ)). Таким образом, фундаментальная последова-
тельность x̂ обладает сходящимися подпоследовательностями
ŷ′, ẑ′ и поэтому она сама сходится.

Докажем, что в пространстве (X, R′′) каждая последова-
тельность либо фундаментальна, либо обладает сходящейся под-
последовательностью. Предположим противное. Тогда существу-
ет последовательность ξ̂ в (X, R′′), которая не фундаменталь-
на и не обладает сходящейся подпоследовательностью. Обозна-
чим через P1 множество всех (x̂, ŷ), где x̂≺ ξ̂ и ŷ≺ ξ̂. Очевид-
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но, P−1
1 =P1, P 2

1 =P1, P1\R′′ 6= Ø и Λ(x̂) = Λ(ŷ) = Ø для любо-
го (x̂, ŷ)∈P1. Пусть P =R′′∪P1. Множество P обладает ука-
занными в теореме 2.9 свойствами 1), 2), 4) и 5), а множество
P0 =

⋃
n∈N

Pn может не обладать лишь свойством 3). Обозначим

через R0 множество таких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что для каждого
(x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′) из P0. Имеют место
R′′⊂P ⊂P0⊂R0 и R′′ 6=P . Множество R0 обладает указанны-
ми в теореме 2.9 свойствами 1)—6) и, следовательно, опреде-
ляет в XN отношение секвенциальной равномерности. Нетруд-
но убедиться, что (x̂, ẋ)∈R0 выполняется для x∈XN и x∈X
тогда и только тогда, когда x∈Λ(x̂). Поэтому отношение R0
определяет в X операцию предела Λ. Однако это противоре-
чит условию теоремы о том, что R′′ есть слабейшее отношение
секвенциальной равномерности, определяющее Λ. Следователь-
но, в (X, R′′) каждая последовательность либо фундаменталь-
на, либо обладает сходящейся подпоследовательностью. Отсюда
вытекает также предкомпактность (X, R′′).

Пусть в пространстве с секвенциальной равномерностью
(X, R), имеющем операцию предела Λ, каждая последователь-
ность либо фундаментальна, либо обладает сходящейся под-
последовательностью. Докажем, что тогда R=R′′. Рассмотрим
произвольные пары (x̂, ŷ)∈R′′ и (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ). Очевидно, су-
ществует такая пара (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′), что одна из последова-
тельностей x̂′′ и ŷ′′ либо сходится, либо не обладает сходящей-
ся подпоследовательностью. Если x̂′′ или ŷ′′ сходится, то в си-
лу (x̂′′, ŷ′′)∈R′′ имеем Λ(x̂′′) = Λ(ŷ′′) 6= Ø. Отсюда следует, что
(x̂′′, ŷ′′)∈R. Если же одна из последовательностей x̂′′ и ŷ′′

не обладает сходящейся подпоследовательностью, то в силу
(x̂′′, ŷ′′)∈R′′ другая тоже не обладает сходящейся подпоследо-
вательностью. Пусть x̂′′ = (x′′1, x

′′
2, . . .) и ŷ′′ = (y′′1 , y

′′
2 , . . .). Рас-

смотрим последовательность ẑ= (z1, z2, . . .), где z2n−1 =x′′n и
z2n = y′′n, n∈N. По условию, ẑ либо R-фундаментальна, либо
обладает сходящейся подпоследовательностью. Однако второй
случай не имеет места, так как x̂′′ и ŷ′′ не обладают сходящи-
мися подпоследовательностями. Поэтому последовательность ẑ
фундаментальна в (X, R). Отсюда в силу x̂′′≺ ẑ и ŷ′′≺ ẑ сле-
дует, что (x̂′′, ŷ′′)∈R. Таким образом, если (x̂, ŷ)∈R′′, то для
каждой пары (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует пара (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′)
из R. Но тогда (x̂, ŷ)∈R и, значит, R′′⊂R. Учитывая также
R⊂R′′, получим R=R′′. I
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Следствие 2.4. Если секвенциально равномерное прост-
ранство (X, Λ) секвенциально компактно, то существует
лишь одно отношение секвенциальной равномерности R в XN,
определяющее операцию предела Λ. При этом пространство
(X, R) полно. I

Из предложения 2.13 и теоремы 2.17 вытекает
Следствие 2.5. Если отношение секвенциальной равно-

мерности R в XN определено конечной системой окружений в
X×X, то пространство (X, R) полно. I

§ 5. Равномерные непрерывности

Определение 2.6. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, а G⊂X. Функция f :G→Y

называется (R, R̃)-секвенциально равномерно непрерывной
(короче — секвенциально равномерно непрерывной) на G′⊂G,
если для любых x̂= (xn :n∈N)∈GN и x̂′ = (x′n :n∈N)∈G′N, та-
ких, что (x̂, x̂′)∈R, последовательности ŷ= (f(xn) :n∈N) и
ŷ′ = (f(x′n) :n∈N) находятся в отношении (ŷ, ŷ′)∈R̃. При этом
если функция f секвенциально равномерно непрерывна на G,
то она просто называется секвенциально равномерно непре-
рывной.

В прямом произведении (X, R) семейства пространств с се-
квенциальной равномерностью ((Xi, Ri) : i∈ I) отношение R яв-
ляется слабейшим отношением секвенциальной равномерности,
при котором каждое проектирующее отображение pri :X→Xi
(R, Ri)-секвенциально равномерно непрерывно.

Теорема 2.18. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, G⊂X, а Ṽ — некоторая си-
стема окружений пространства (Y, R̃), определяющая отно-
шение секвенциальной равномерности R̃. Функция f :G→Y се-
квенциально равномерно непрерывна на G′⊂G тогда и толь-
ко тогда, когда для каждого ṽ∈ Ṽ существует такое окру-
жение u пространства (X, R), что (f(x), f(x′))∈ ṽ для всех
(x, x′)∈u∩(G×G′).

J Пусть функция f секвенциально равномерно непрерывна
на G′, а ṽ∈ Ṽ . Обозначим через v множество тех (x, x′)∈G×G′,
для которых (f(x), f(x′))∈ ṽ. Покажем, что множество u =
= v∪((X×X)\(G×G′)) является окружением для пространст-



§ 5. Равномерные непрерывности 169

ва (X, R). Рассмотрим произвольную последовательность пар
(xn, x′n)∈ (X×X)\u = (G×G′)\v, n∈N. Положим yn = f(xn) и
y′n = f(x′n), n∈N. Тогда (yn, y′n) /∈ ṽ для всех n∈N и, значит,
(ŷ, ŷ′) /∈ R̃ для ŷ= (yn :n∈N) и ŷ′ = (y′n :n∈N). Отсюда в силу се-
квенциально равномерной непрерывности f на G′ следует, что
(x̂, x̂′) /∈R, где x̂= (xn :n∈N) и x̂′ = (x′n :n∈N). Поэтому постро-
енное множество u является окружением пространства (X, R).
При этом (f(x), f(x′))∈ ṽ для всех (x, x′)∈u∩(G×G′) = v.

Пусть, обратно, для каждого ṽ∈ Ṽ существует такое ок-
ружение u пространства (X, R), что (f(x), f(x′))∈ ṽ для всех
пар (x, x′)∈u∩(G×G′). Рассмотрим такие x̂= (xn :n∈N)∈GN

и x̂′ = (x′n :n∈N)∈G′N, что (x̂, x̂′)∈R. Обозначим yn = f(xn) и
y′n = f(x′n), n∈N. Из (x̂, x̂′)∈R следует, что каждое окруже-
ние u пространства (X, R) содержит все (xn, x′n), n∈N, кроме
конечного их числа. Но тогда в силу сделанного предположе-
ния каждое ṽ∈ Ṽ содержит все (yn, y′n), n∈N, кроме конечного
их числа. Отсюда следует, что (ŷ, ŷ′)∈ R̃, где ŷ= (yn :n∈N) и
ŷ′ = (y′n :n∈N). Значит, функция f секвенциально равномерно
непрерывна на G′. I

Предложение 2.19. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-
ства с секвенциальной равномерностью, а G⊂X. Если функ-
ция f :G→Y секвенциально равномерно непрерывна на M ⊂G,
то она секвенциально непрерывна на G∩M+ и секвенциаль-
но равномерно непрерывна на любом таком H ⊂G, что каж-
дое x̂∈HN находится в отношении (x̂, x̂′)∈R с некоторым
x̂′ ∈MN. I

Теорема 2.19. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, G⊂X, а f :G→Y — некото-
рая функция. Тогда

а) если функция f секвенциально непрерывна на секвенци-
ально компактном H ⊂G, то она секвенциально равномерно
непрерывна на G∩H;

б) если функция f секвенциально непрерывна, то она секвен-
циально равномерно непрерывна на каждом M ⊂G, секвенци-
ально квазикомпактном в подпространстве с носителем G.

J (а) Сначала докажем секвенциально равномерную непре-
рывность f на H. Пусть x̂= (xn :n∈N)∈GN и ξ̂= (ξn :n∈N)∈HN

такие, что (x̂, ξ̂)∈R, а ŷ= (f(xn) :n∈N) и η̂= (f(ξn) :n∈N). До-
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кажем, что (ŷ, η̂)∈ R̃. С этой целью достаточно доказать, что
для каждого (ŷ′, η̂′)≺ (ŷ, η̂) существует (ŷ′′, η̂′′)≺ (ŷ′, η̂′) из R̃.
Пусть (x̂′, ξ̂′)≺ (x̂, ξ̂) соответствует (ŷ′, η̂′). ПосколькуH секвен-
циально компактно, существует такое (x̂′′, ξ̂′′)≺ (x̂′, ξ̂′), что по-
следовательность ξ̂′′ сходится к некоторой точке x∈H. Так как
(x̂′′, ξ̂′′)∈R, то x̂′′ тоже сходится к x. Пусть (ŷ′′, η̂′′)≺ (ŷ′, η̂′) со-
ответствует (x̂′′, ξ̂′′). В силу секвенциальной непрерывности f
в точке x последовательности ŷ′′ и η̂′′ сходятся к f(x). Поэто-
му (ŷ′′, η̂′′)∈ R̃. Таким образом, (ŷ, η̂)∈ R̃ и, значит, функция
f секвенциально равномерно непрерывна на H. Но тогда в си-
лу утверждения е) теоремы 2.11 из предложения 2.19 вытекает
секвенциально равномерная непрерывность f на G∩H.

Утверждение б) доказывается аналогично. I
Предложение 2.20. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-

ства с секвенциальной равномерностью, G⊂X, а функция
f :G→Y секвенциально равномерно непрерывна на некотором
G′⊂G. Тогда для фундаментальной последовательности
(xn :n∈N) в G′ последовательность (f(xn) :n∈N) фундамен-
тальна, а для предкомпактного M ⊂G′ множество f(M) пред-
компактно. I

Определение 2.7. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
открытых окружений W и W̃ соответственно, а G⊂X. Функ-
ция f :G→Y называется (W, W̃ )-равномерно непрерывной на
G′⊂G, если для каждого w̃∈ W̃ существует такое w∈W , что
(f(x), f(x′))∈ w̃ для всех (x, x′)∈w∩(G×G′). При этом если
функция f (W, W̃ )-равномерно непрерывна на G, то она про-
сто называется (W, W̃ )-равномерно непрерывной.

Понятие (W, W̃ )-равномерной непрерывности функции, во-
обще говоря, не инвариантно относительно подпространств.
Введем еще два понятия равномерной непрерывности функции,
инвариантных относительно подпространств.

Определение 2.8. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, а G⊂X. Функция f :G→Y

называется (R, R̃)-равномерно непрерывной (короче — равно-
мерно непрерывной) на G′⊂G, если для каждого X1⊂G, име-
ющего непустое пересечение с G′, и каждого открытого ок-
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ружения w̃1 подпространства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃) с носителем
Y1 = f(X1) существует такое открытое окружение w1 под-
пространства (X1, R1)⊂ (X, R), что (f(x), f(x′))∈ w̃1 для
всех (x, x′)∈w1∩(G×G′). При этом если функция f равномер-
но непрерывна на G, то она просто называется равномерно
непрерывной.

Это определение эквивалентно следующему: функция f :
G→Y называется (R, R̃)-равномерно непрерывной на G′⊂G,
если для каждого Y1⊂Y , имеющего непустое пересечение с
f(G′), и каждого открытого окружения w̃1 подпространства
(Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃) существует такое открытое окружение w1 под-
пространства (X1, R1)⊂ (X, R) с носителем X1 = f−1(Y1), что
(f(x), f(x′))∈ w̃1 для всех (x, x′)∈w1∩(G×G′).

Определение 2.9. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, а G⊂X. Функция f :G→Y

называется (R, R̃)-усиленно равномерно непрерывной (короче
— усиленно равномерно непрерывной) на G′⊂G, если для каж-
дого G1⊂G, имеющего непустое пересечение с G′, и каждого
открытого окружения w̃1 подпространства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃)
с носителем Y1 = f(G1) существует такое открытое окру-
жение w1 подпространства (X1, R1)⊂ (X, R) с носителем
X1 =G1∪(X\G), что (f(x), f(x′))∈ w̃1 для всех (x, x′)∈
∈w1∩(G×G′). При этом если функция f усиленно равномерно
непрерывна на G, то она просто называется усиленно равно-
мерно непрерывной.

Это определение эквивалентно следующему: функция f :
G→Y называется (R, R̃)-усиленно равномерно непрерывной
на G′⊂G, если для каждого Y1⊂Y , имеющего непустое пере-
сечение с f(G′), и каждого открытого окружения w̃1 подпро-
странства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃) существует такое открытое окру-
жение w1 подпространства (X1, R1)⊂ (X, R) с носителем X1 =
= f−1(Y1)∪(X\G), что (f(x), f(x′))∈ w̃1 для всех (x, x′)∈
∈w1∩(G×G′).

Если функция f :G→Y (R, R̃)-усиленно равномерно непре-
рывна на G′⊂G, то она (R, R̃)-равномерно непрерывна на G′ и
(W, W̃ )-равномерно непрерывна на G′.

Теорема 2.20. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
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открытых окружений W и W̃ соответственно, а G′⊂G⊂X.
Если функция f :G→Y (R, R̃)-равномерно непрерывна на G′

или (W, W̃ )-равномерно непрерывна на G′, то она (R, R̃)-сек-
венциально равномерно непрерывна на G′. Обратно, если
функция f (R, R̃)-секвенциально равномерно непрерывна, то
она (R, R̃)-равномерно непрерывна, причем в случае замкнутой
области определения G функция f (R, R̃)-усиленно равномерно
непрерывна.

J Пусть функция f (R, R̃)-равномерно непрерывна на G′, а
последовательности x̂= (xn :n∈N)∈GN и x̂′ = (x′n :n∈N)∈G′N

такие, что (x̂, x̂′)∈R. Положим ŷ= (f(xn) :n∈N)∈GN и ŷ′ =
= (f(x′n) :n∈N)∈G′N. Пусть Y1 = f(G), а w̃1 — открытое окру-
жение подпространства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃). По условию, сущест-
вует такое открытое окружение w1 подпространства (G, R′)⊂
⊂ (X, R), что (f(xn), f(x′n))∈ w̃1 для всех (x, x′) ∈ w1∩(G×G′).
Поскольку (xn, x′n)∈G×G′ для всех n∈N, из (x̂, x̂′)∈R следу-
ет, что (x̂, x̂′)∈R′. Поэтому w1, а следовательно, и w1∩(G×G′)
содержат все (xn, x′n), n∈N, кроме конечного их числа. Но то-
гда w̃1 содержит все (f(xn), f(x′n)), n∈N, кроме конечного их
числа. Однако в силу теоремы 2.12 полная система открытых
окружений подпространства (Y1, R̃1) определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃1. Поэтому (ŷ, ŷ′)∈ R̃1 и, следо-
вательно, (ŷ, ŷ′)∈ R̃. Значит, функция f (R, R̃)-секвенциально
равномерно непрерывна на G′.

Аналогично доказывается, что если функция f (W, W̃ )-
равномерно непрерывна на G′, то она (R, R̃)-секвенциально
равномерно непрерывна на G′.

Пусть, обратно, функция f (R, R̃)-секвенциально равномер-
но непрерывна. Рассмотрим произвольное непустое подмножест-
во X1⊂G и произвольное открытое окружение w̃1 подпростран-
ства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃) с носителем Y1 = f(X1). Обозначим через
w1 множество тех (x, x′)∈X1×X1, для которых (f(x), f(x′))∈
∈ w̃1. Покажем, что w1 является открытым окружением подпро-
странства (X1, R1)⊂ (X, R). С этой целью рассмотрим после-
довательность точек (xn, x′n)∈ (X1×X1)\w1, n∈N, сходящуюся
к (x0, x

′
0)∈X1×X1 в (X1, R1)×(X1, R1). Обозначим y0 = f(x0),

y′0 = f(x′0) и yn = f(xn), y′n = f(x′n), n∈N. Рассмотрим также по-



§ 5. Равномерные непрерывности 173

следовательности x̂= (xn :n∈N), x̂′ = (x′n :n∈N), ŷ= (yn :n∈N)
и ŷ′ = (y′n :n∈N). Имеем, что (x̂, ẋ0)∈R и (x̂′, ẋ′0)∈R. Отсюда в
силу (R, R̃)-секвенциально равномерной непрерывности f полу-
чаем (ŷ, ẏ0)∈ R̃ и (ŷ′, ẏ′0)∈ R̃. Следовательно, в (Y1, R̃1) после-
довательности ŷ и ŷ′ сходятся соответственно к y0 и y′0. Но тогда
в (Y1, R̃1)×(Y1, R̃1) последовательность пар (ŷn, ŷ′n), n∈N, схо-
дится к (y0, y

′
0). Однако (yn, y′n) /∈ w̃1, n∈N, и, кроме того, w̃1

является открытым окружением. Поэтому (y0, y
′
0) /∈ w̃1 и, зна-

чит, (x0, x
′
0) /∈w1. Отсюда следует, что w1 является открытой

окрестностью диагонали ∆(X1) в (X1, R1)×(X1, R1). Теперь до-
кажем, что w1 является окружением подпространства (X1, R1).
Для любой последовательности пар

(
x

(n)
1 , x

(n)
2

)
∈ (X1×X1)\w1,

n∈N, имеем
(
y

(n)
1 , y

(n)
2

)
∈ (Y1×Y1)\w̃1, n∈N, где y(n)

i = f
(
x

(n)
i

)
,

i= 1, 2. Положим x̂i =
(
x

(n)
i :n∈N

)
и ŷi =

(
y

(n)
i :n∈N

)
, i= 1, 2.

Очевидно, (ŷ1, ŷ2) /∈ R̃1 и, значит, (ŷ1, ŷ2) /∈ R̃. Отсюда в силу
(R, R̃)-секвенциально равномерной непрерывности f следует,
что (x̂1, x̂2) /∈R и, значит, (x̂1, x̂2) /∈R1. Поэтому w1 является
открытым окружением подпространства (X1, R1). Учитывая,
что (f(x), f(x′))∈ w̃1 для всех (x, x′)∈w1, получим (R, R̃)-рав-
номерную непрерывность функции f .

Предположим теперь, что функция f (R, R̃)-секвенциально
равномерно непрерывна и ее область определения G замкнута
в (X, R). Рассмотрим произвольное Y1⊂Y , имеющее непустое
пересечение с f(G), и произвольное открытое окружение w̃1

подпространства (Y1, R̃1)⊂ (Y, R̃). Обозначим через v множе-
ство таких (x, x′)∈G×G′, что (f(x), f(x′))∈ w̃1. Положим X1 =
= f−1(Y1)∪(X\G) и w1 = v∪((X1×X1)\(G×G)). Докажем, что
множество w1 является открытым окружением подпростран-
ства (X1, R1)⊂ (X, R). С этой целью рассмотрим произволь-
ную сходящуюся в (X1, R1)×(X1, R1) последовательность пар
(xn, x′n)∈ (X1×X1)\w1 = (X1×X1)∩(G×G)\v, n∈N. Пусть пара
(x0, x

′
0)∈X1×X1 есть предел указанной последовательности. В

силу замкнутости G×G в (X, R)×(X, R) имеем, что (x0, x
′
0)∈

∈ (X1×X1)∩(G×G). Используя (R, R̃)-секвенциально равномер-
ную непрерывность f и повторяя сделанные выше рассуждения,
получим, что (x0, x

′
0) /∈ v. Поэтому (x0, x

′
0) /∈w1 и, значит, w1 от-

крыто в (X1, R1)×(X1, R1). При помощи сделанных выше рас-
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суждений легко доказывается также то, что w1 является окру-
жением подпространства (X1, R1). Однако для открытого окру-
жения w1 подпространства (X1, R1) имеем, что (f(x), f(x′))∈w̃1

для всех (x, x′)∈w1∩(G×G) = v. Значит, функция f (R, R̃)-уси-
ленно равномерно непрерывна. I

Предложение 2.21. Пусть (Y, R̃) — пространство с сек-
венциальной равномерностью, а f — отображение множества
X в Y . Тогда существует слабейшее отношение секвен-
циальной равномерности R в XN, при котором f секвенци-
ально равномерно непрерывно. При этом R есть множест-
во всех пар (x̂, ξ̂) таких последовательностей x̂= (xn :n∈N)
и ξ̂= (ξn :n∈N) в X, что (ŷ, η̂)∈ R̃ для ŷ= (f(xn) :n∈N) и
η̂= (f(ξn) :n∈N). Кроме того, полная система окружений про-
странства (X, R) есть фильтр в X×X, для которого в каче-
стве базы служит система всех u⊂X×X, каждое из которых
получается из некоторого окружения ũ пространства (Y, R̃)
с помощью равенства

u = {(x, ξ)∈X×X : (f(x), f(ξ))∈ ũ} =
⋃

(y, η)∈eu
f−1(y)×f−1(η).

(1)
J Легко проверяется, что указанное в предложении подмно-

жество R⊂XN×XN удовлетворяет условиям теоремы 2.9 и, сле-
довательно, определяет в XN отношение секвенциальной равно-
мерности. Непосредственно из определения R следует, что R яв-
ляется слабейшим отношением секвенциальной равномерности
в XN, при котором f секвенциально равномерно непрерывно.

Пусть ũ — окружение пространства (Y, R̃), а u⊂X×X —
подмножество, определенное равенством (1). Докажем, что u
является окружением пространства (X, R). Рассмотрим про-
извольную последовательность пар (xn, ξn)∈ (X×X)\u, n∈N.
Очевидно, (f(xn), f(ξn)) /∈ ũ для всех n∈N. Поэтому (ŷ, η̂) /∈ R̃
для ŷ= (f(xn) :n∈N) и η̂= (f(ξn) :n∈N). Но тогда, согласно
определению R, (x̂, ξ̂) /∈R для x̂= (xn :n∈N) и ξ̂= (ξn :n∈N).
Поэтому u является окружением для (X, R).

Пусть, обратно, u0 является окружением пространства
(X, R). Обозначим через u множество таких (x, ξ)∈u0, что
f−1(f(x))×f−1(f(ξ))⊂u0. Докажем, что u является окружением
пространства (X, R). Предположим противное. Тогда найдется
такая последовательность пар (xn, ξn)∈ (X×X)\u, n∈N, что
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(x̂, ξ̂)∈R для x̂= (xn :n∈N) и ξ̂= (ξn :n∈N). Согласно опреде-
лению u, для каждого n∈N найдется такое (x′n, ξ

′
n)∈(X×X)\u0,

что f(x′n) = f(xn) и f(ξ′n) = f(ξn). Отсюда, согласно определе-
нию R, получаем (x̂′, ξ̂′)∈R для x̂′ = (x′n :n∈N) и ξ̂′ = (ξ′n :n∈N),
так как (ŷ, η̂)∈ R̃ для ŷ= (f(xn) :n∈N) = (f(x′n) :n∈N) и η̂=
= (f(ξn) :n∈N) = (f(ξ′n) :n∈N). С другой стороны, (x̂′, ξ̂′) /∈R,
так как (x′n, ξ

′
n) /∈u0 для всех n∈N. Полученное противоречие

доказывает, что u является окружением пространства (X, R).
Теперь докажем, что множество ũ = {(f(x), f(ξ)) : (x, ξ)∈u}
является окружением пространства (Y, R̃). Рассмотрим про-
извольную последовательность пар (yn, ηn)∈ (Y×Y )\ũ, n∈N.
Для каждого n∈N выберем некоторые точки xn ∈ f−1(yn),
ξn ∈ f−1(ηn) и рассмотрим также последовательности x̂=
= (xn :n∈N) и ξ̂= (ξn :n∈N). Из определения множества u сле-
дует, что f−1(f(x))×f−1(f(ξ))⊂ u для всех (x, ξ)∈u. Поэтому
(xn, ξn)∈ (X×X)\u для всех n∈N и, значит, (x̂, ξ̂) /∈R. Но то-
гда, согласно определению R, (ŷ, η̂) /∈ R̃ для ŷ= (yn :n∈N) =
= (f(xn) :n∈N) и η̂= (ηn :n∈N) = (f(ξn) :n∈N). Это означает,
что ũ является окружением пространства (Y, R̃). Очевидно, u
получается из ũ с помощью равенства (1), причем u⊂u0. I

Следствие 2.6. Пусть (Y, R̃) — пространство с секвен-
циальной равномерностью, f — отображение множества X
в Y , а R — слабейшее отношение секвенциальной равномерно-
сти в XN, при котором f секвенциально равномерно непрерыв-
но. Если каждое окружение ũ пространства (Y, R̃) содержит
такое окружение ṽ, что ṽ2⊂ ũ, то каждое окружение u про-
странства (X, R) тоже содержит окружение v, для которого
v2⊂u. При этом если (Y, R̃) имеет конечную (счетную) фунда-
ментальную систему окружений, то (X, R) тоже имеет ко-
нечную (счетную) фундаментальную систему окружений. I

По аналогии с предложением 1.48 легко можно доказать, что
если (X, Λ) — пространство с операцией предела, а f — отоб-
ражение X в множество Y , то существует сильнейшая равно-
мерная операция предела Λ̃ в Y , при которой f секвенциально
непрерывно. Если же (X, R) — пространство с секвенциальной
равномерностью, то существует сильнейшее отношение секвен-
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циальной равномерности R̃ в Y N, при которой f секвенциально
равномерно непрерывно. Это доказывается как следующее

Предложение 2.22. Пусть (X, R) — пространство с сек-
венциальной равномерностью, а f — отображение X на мно-
жество Y . Тогда существует сильнейшее отношение секвен-
циальной равномерности R̃ в Y N, при котором f секвенциально
равномерно непрерывно. Если каждое окружение u простран-
ства (X, R) содержит такое окружение v, что v2⊂ u, то пол-
ная система окружений пространства (Y, R̃) есть система
всех ũ⊂Y×Y , каждое из которых получается из некоторого
окружения u пространства (X, R) с помощью равенства

ũ = {(f(x), f(ξ)) : (x, ξ)∈u}, (2)

причем каждое окружение ũ пространства (Y, R̃) содержит
такое окружение ṽ, что ṽ2⊂ ũ. Если же (X, R) имеет ко-
нечную (счетную) фундаментальную систему окружений, то
(Y, R̃) имеет конечную (конечную или счетную) фундамента-
льную систему окружений.

J Обозначим через E множество всех таких отношений се-
квенциальной равномерности R′ в Y N, для которых отображе-
ние f (R, R′)-секвенциально равномерно непрерывно. Очевид-
но, Y N×Y N ∈E. Поэтому E 6= Ø. Положим R̃=

⋂
R′∈E

R′. Легко

проверить, что подмножество R̃⊂Y N×Y N удовлетворяет усло-
виям теоремы 2.9 и, значит, определяет отношение секвенциаль-
ной равномерности в Y N. Пусть (x̂, ξ̂)∈R, где x̂= (xn :n∈N)
и ξ̂= (ξn :n∈N). Рассмотрим пару (ŷ, η̂) последовательностей
ŷ= (f(xn) :n∈N) и η̂= (f(ξn) :n∈N) в Y . Для каждого R′ ∈E в
силу (R, R′)-секвенциально равномерной непрерывности f име-
ем (ŷ, η̂)∈R′. Поэтому (ŷ, η̂)∈ R̃ и, следовательно, отображение
f (R, R̃)-секвенциально равномерно непрерывно, т. е. R̃∈E. Из
определения R̃ ясно, что оно является сильнейшим отношением
секвенциальной равномерности в Y N, при котором отображение
f (R, R̃)-секвенциально равномерно непрерывно.

Пусть каждое окружение u пространства (X, R) содержит
такое окружение v, что v2⊂u, а Ũ — система всех ũ⊂Y×Y ,
каждое из которых получается из некоторого окружения u про-
странства (X, R) с помощью равенства (2). Очевидно, что ес-
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ли ũ∈ Ũ , то ∆(Y )⊂ ũ и ũ−1 ∈ Ũ . Кроме того, в силу условия,
наложенного на полную систему окружений U пространства
(X, R), каждое ũ∈ Ũ содержит такое ṽ∈ Ũ , что ṽ2⊂ ũ. Поэтому
Ũ является системой окружений в Y×Y , определяющей некото-
рое отношение секвенциальной равномерности R′ в Y N. Пусть
(x̂, ξ̂)∈R, где x̂= (xn :n∈N) и ξ̂= (ξn :n∈N). Рассмотрим пару
(ŷ, η̂) последовательностей ŷ= (f(xn) :n∈N) и η̂= (f(ξn) :n∈N)
в Y . Так как последовательность пар (xn, ξn), n∈N, почти вся
лежит в каждом u∈U , то в силу определения Ũ последователь-
ность пар (f(xn), f(ξn)), n∈N, почти вся лежит в каждом ũ∈ Ũ .
Поэтому (ŷ, η̂)∈R′ и, следовательно, отображение f (R, R′)-
секвенциально равномерно непрерывно. Отсюда в силу теоре-
мы 2.18 вытекает, что каждое окружение ũ пространства (Y, R′)
получается из некоторого u∈U с помощью равенства (2). А это
означает, что Ũ является полной системой окружений простран-
ства (Y, R′). Из определения R̃ следует, что R̃⊂R′. Однако в
силу теоремы 2.18 и (R, R̃)-секвенциально равномерной непре-
рывности f каждое окружение ũ пространства (Y, R̃) тоже по-
лучается из некоторого u∈U с помощью равенства (2). Поэтому
полная система окружений пространства (Y, R̃) содержится в Ũ .
Отсюда следует, что R′⊂ R̃ и, значит, R′ = R̃.

Если фильтр U имеет конечную (счетную) базу, то в силу
предложений 2.13 и 2.16 каждое u∈U содержит такое v∈U ,
что v2⊂u. Поэтому фильтр Ũ является полной системой окру-
жений пространства (Y, R̃) и, очевидно, имеет конечную (конеч-
ную или счетную) базу. I

§ 6. Фактор-пространство секвенциально равномер-
ного пространства. Фактор-пространство про-
странства с секвенциальной равномерностью

1. Пусть (X, Λ) — секвенциально равномерноe пространствo.
Определим в X отношение эквивалентности, считая две точки
x и y из X эквивалентными, если Λ(ẋ) = Λ(ẏ). Обозначим через
Φ разбиение X, порожденное этим отношением эквивалентно-
сти. В силу теоремы 2.13 Φ= {Λ(ẋ) :x∈X}, а для любой сходя-
щейся в (X, Λ) последовательности x̂ множество Λ(x̂) является
элементом из Φ. Пусть ϕ̂= (ϕn :n∈N)∈ΦN. Выберем некоторые
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xn ∈ϕn, n∈N, и рассмотрим x̂= (xn :n∈N)∈XN. Обозначим
через Φ̂ множество тех ϕ̂∈ΦN, для каждого из которых выбран-
ная последовательность x̂ сходится в (X,Λ). Множество Φ̂ не
зависит от выбора x̂. Действительно, для данного ϕ̂ вместе с
x̂ рассмотрим другую последовательность ŷ= (yn :n∈N) точек
yn ∈ϕn. Пусть R — отношение секвенциальной равномерности
в XN, определяющее в X операцию предела Λ. Для каждого
n∈N из равенств Λ(ẋn) = Λ(ẏn) =ϕn следует, что (ẋn, ẏn)∈R.
Поэтому в силу указанного в теореме 2.9 свойства 4) отношений
секвенциальной равномерности имеем (x̂, ŷ)∈R. Но тогда в си-
лу теоремы 2.11 Λ(x̂) = Λ(ŷ) и, значит, множество Φ̂ определено
корректно. Отображение λ̃ : Φ̂→Φ определим следующим обра-
зом. Для ϕ̂= (ϕn :n∈N)∈ Φ̂ выберем некоторые xn ∈ϕn, n∈N,
и положим λ̃(ϕ̂) =ϕ= Λ(x̂), где x̂= (xn :n∈N)∈XN. Очевидно,
это определение λ̃ корректно, т. е. не зависит от выбора x̂.
Легко проверяется, что λ̃ обладает указанными в теореме 1.5
свойствами и, следовательно, является операцией однозначно-
го предела в Φ. Построенное пространство (Φ, λ̃) называется
фактор-пространством секвенциально равномерного прост-
ранства (X,Λ). При этом отображение π :X→Φ, сопоставля-
ющее каждому x∈X элемент ϕ∈Φ, для которого x∈ϕ, т. е.
π(x) = Λ(ẋ) =ϕ, называется фактор-отображением. Непосред-
ственно из определения λ̃ следует, что λ̃ является сильнейшей
операцией предела в Φ, при которой фактор-отображение π се-
квенциально непрерывно.

Пусть (Ux :x∈X) — семейство полных систем окрестностей
секвенциально равномерного пространства (X, Λ). В силу тео-
ремы 2.11 каждая окрестность точки x∈X является окрест-
ностью множества Λ(ẋ) =ϕ∈Φ. Поэтому в силу теоремы 1.72
в фактор-пространстве (Φ, λ̃) полная система Ũϕ окрестностей
точки ϕ∈Φ есть множество всех ũ⊂Φ, прообраз π−1(ũ) каждо-
го из которых является окрестностью некоторого x∈ϕ в (X, Λ).
Кроме того, Ũϕ есть система всех множеств π(u), где u — окрест-
ность некоторой точки x∈ϕ. Секвенциальная топология τ̃ в
(Φ, λ̃) есть система всех ṽ⊂Φ, для которых π−1(ṽ)∈ τ , где τ —
секвенциальная топология пространства (X, Λ). Заметим, что
v=π−1(π(v)) для любого v ∈ τ . Поэтому в рассматриваемом слу-
чае τ̃ = {π(v) : v ∈ τ}. Значит, фактор-отображение π открыто.
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2. Введем теперь понятие фактор-пространства простран-
ства с секвенциальной равномерностью (X, R), имеющего опе-
рацию предела Λ. Пусть, как и выше, Φ= {Λ(ẋ) :x∈X}. Рас-
смотрим множество R̃ таких пар (ϕ̂, ψ̂) последовательностей
ϕ̂= (ϕn :n∈N) и ψ̂= (ψn :n∈N) в Φ, что (x̂, ŷ)∈R для по-
следовательностей x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) некоторых
xn ∈ϕ и yn ∈ψn. Очевидно, R̃ не зависит от выбора x̂ и ŷ. Лег-
ко проверяется, что R̃ обладает указанными в теореме 2.9 свой-
ствами и, следовательно, определяет в ΦN отношение секвенциа-
льной равномерности. Построенное пространство с секвенциа-
льной равномерностью (Φ, R̃) называется фактор-простран-
ством пространства (X, R). Если λ̃ — операция предела фак-
тор-пространства (Φ, R̃), то пространство с операцией преде-
ла (Φ, λ̃) является фактор-пространством секвенциально рав-
номерного пространства (X, Λ). Из определения R̃ следует, что
оно является сильнейшим отношением секвенциальной равно-
мерности в ΦN, при котором фактор-отображение π :X→Φ

(R, R̃)-секвенциально равномерно непрерывно.
Последовательность x̂= (xn :n∈N) в (X, R) фундаменталь-

на тогда и только тогда, когда в фактор-пространстве (Φ, R̃)
фундаментальна последовательность ϕ̂= (ϕn :n∈N) элементов
ϕn =π(xn). Пространство (X, R) полно тогда и только тогда,
когда полно (Φ, R̃). Кроме того, в (X, R) множество M пред-
компактно тогда и только тогда, когда π(M) предкомпактно в
(Φ, R̃). Если U и Ũ — полные системы окружений пространств
(X, R) и (Φ, R̃) соответственно, то для любого u∈U множество
{(π(x), π(y)) : (x, y)∈u} является окружением из Ũ , а для лю-
бого ũ∈ Ũ множество {(x, y)∈X×X : (π(x), π(y))∈ ũ} является
окружением из U . Такая же связь есть между полными система-
ми открытых окружений W и W̃ этих пространств, причем для
любого w∈W множество {(ϕ, ψ)∈Φ×Φ : π−1(ϕ)×π−1(ψ)⊂w}
является открытым окружением из W̃ и совпадает с множе-
ством {(π(x), π(y)) : (x, y)∈w}.

Пространство с секвенциальной равномерностью имеет ко-
нечную (счетную) фундаментальную систему окружений тогда
и только тогда, когда его фактор-пространство имеет конечную
(счетную) фундаментальную систему окружений.
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§ 7. Пополнение пространства с секвенциальной
равномерностью

Определение 2.10. Будем говорить, что пространство с
секвенциальной равномерностью (X, R) изоморфно простран-
ству с секвенциальной равномерностью (X ′, R′), если сущест-
вует секвенциально равномерно непрерывное биективное отоб-
ражение f :X→X ′, имеющее секвенциально равномерно непре-
рывное обратное отображение f−1. При этом f называется
равномерным изоморфизмом (X, R) на (X ′, R′).

Определение 2.11. Пополнением неполного пространства
с секвенциальной равномерностью (X, R) называется всякое
полное пространство с секвенциальной равномерностью (X̃, R̃),
удовлетворяющее условиям

1) (X̃, R̃) содержит секвенциально всюду плотное подпро-
странство (X̃0, R̃0), изоморфное (X, R);

2) последовательности ŷ= (y1, y2, . . .) и ŷ′ = (y′1, y
′
2, . . .)

точек из X̃1 = X̃\X̃0 находятся в отношении (ŷ, ŷ′)∈ R̃ тогда
и только тогда, когда yn = y′n для всех n>m при некотором
m∈N;

3) если ŷ0 ∈ X̃N
0 , ŷ1 ∈ X̃N

1 и (ŷ0, ŷ1)∈ R̃, то множество [ŷ1]
конечно;

4) в (X̃, R̃) множество пределов каждой сходящейся после-
довательности целиком содержится либо в X̃0, либо в X̃1.

В дальнейшем, говоря о пополнении (X̃, R̃) пространства
с секвенциальной равномерностью (X, R)⊂ (X̃, R̃), будем счи-
тать, что в качестве подпространства (X̃0, R̃0)⊂ (X̃, R̃), о кото-
ром говорится в определении 2.11 , служит само пространство
(X, R). Кроме того, полное пространство с секвенциальной рав-
номерностью считается своим пополнением.

Предложение 2.23. Пусть (X̃, R̃) — пополнение неполно-
го пространства с секвенциальной равномерностью (X, R)⊂
⊂ (X̃, R̃), X̃1 = X̃\X, а Λ и Λ̃ — операции предела пространств
(X, R) и (X̃, R̃) соответственно. Тогда

а) X открыто, а произвольное M ⊂ X̃1 замкнуто в (X̃, R̃);
б) если ŷ ∈ X̃N и X̃1∩Λ̃(ŷ) 6= Ø, то Λ̃(ŷ) — одноточечное

множество, а, следовательно, если x̂∈XN и Λ(x̂) 6= Ø, то
Λ̃(x̂) = Λ(x̂);
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в) если (X, R) имеет операцию однозначного предела, то
Λ̃ тоже является операцией однозначного предела;

г) если X̃1 бесконечно, то (X̃, R̃) не имеет конечной или
счетной фундаментальной системы окружений.

J (а) Пусть x̂∈ X̃N
1 . Докажем, что X∩Λ̃(x̂) = Ø. Предполо-

жим противное. Тогда существует x∈X∩Λ̃(x̂). Так как x∈X и
(ẋ, x̂)∈ R̃, то, согласно условияю 3) определения 2.11, множе-
ство [x̂] конечно. Поэтому x̂ обладает стационарной подпосле-
довательностью ẋ′≺ x̂, где x′ ∈ X̃1. Однако (ẋ, ẋ′)∈ R̃ и, значит,
x∈ Λ̃(ẋ), x′ ∈ Λ̃(ẋ). А это противоречит условию 4) определения
2.11. Следовательно, X∩Λ̃(x̂) = Ø. Отсюда следует, что X̃1 за-
мкнуто, а X открыто в (X̃, R̃). Из условия 2) определения 2.11
вытекает, что подпространство (X̃1, R̃1)⊂ (X̃, R̃) имеет опера-
цию однозначного предела, по которой сходятся лишь почти ста-
ционарные последовательности. Поэтому любоеM ⊂ X̃1 замкну-
то в (X̃1, R̃1), а следовательно, и в (X̃, R̃), так как X̃1 замкнуто
в (X̃, R̃).

(б) Пусть ŷ ∈ X̃N и X̃1∩Λ̃(ŷ) 6= Ø. Рассмотрим произвольные
точки y и y′ из X̃1∩Λ̃(ŷ). Имеем, что (ẏ, ẏ′)∈ R̃. Поэтому в
силу условия 2) определения 2.11 y= y′. Отсюда следует, что
X̃1∩Λ̃(ŷ) состоит из одной точки. Однако в силу условия 4)
определения 2.11 Λ̃(ŷ)⊂ X̃1 и, значит, Λ̃(ŷ) есть одноточечное
множество.

(в) Пусть (X, R) имеет операцию однозначного предела Λ.
Рассмотрим сходящуюся в (X̃, R̃) последовательность ŷ ∈ X̃N.
Если X̃1∩Λ̃(ŷ) 6= Ø, то в силу б) Λ̃(ŷ) есть одноточечное множе-
ство. Если же Λ̃(ŷ)⊂X, то для произвольного y ∈ Λ̃(ŷ) имеют
место равенства Λ̃(ŷ) = Λ̃(ẏ) = Λ(ẏ) = {y}, т. е. Λ̃(ŷ) опять состо-
ит из одной точки. Следовательно, Λ̃ является операцией одно-
значного предела.

(г) Пусть X̃1 бесконечно. Допустим (X̃, R̃) имеет фундамен-
тальную систему окружений Ṽ = {ṽn :n∈N}. Очевидно, мож-
но считать ṽn+1⊂ ṽn, n∈N. Рассмотрим последовательность
ŷ= (y(n) :n∈N) попарно различных точек множества X̃1. Со-
гласно условию 1) определения 2.11, для каждого n∈N сущест-
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вует последовательность точек x
(n)
i ∈X, i∈N, сходящаяся в

(X̃, R̃) к y(n). Значит, для каждого n∈N последовательность
точек

(
x

(n)
i , y(n)

)
, i∈N, почти вся лежит в любом окружении из

Ṽ . Для каждого n∈N выберем in ∈N так, чтобы
(
x

(n)
in
, y(n)

)
∈ ṽn.

В силу ṽk+1⊂ ṽk, k∈N, последовательность точек
(
x

(n)
in
, y(n)

)
,

n∈N, почти вся лежит в каждом окружении из Ṽ . Поэтому
(x̂, ŷ)∈ R̃, где x̂=

(
x

(n)
in

:n∈N
)
. Отсюда в силу условия 3) опре-

деления 2.11 следует, что множество [ŷ] конечно. Однако это
противоречит выбору ŷ. Следовательно, (X̃, R̃) не имеет конеч-
ной или счетной фундаментальной системы окружений. I

Теорема 2.21. Всякое неполное пространство с секвенци-
альной равномерностью (X, R) допускает пополнение, причем
любые два его пополнения изоморфны.

J В множестве всех фундаментальных в (X, R) последова-
тельностей определим отношение эквивалентности, считая две
фундаментальные последовательности x̂′ и x̂′′ эквивалентными,
если (x̂′, x̂′′)∈R. Обозначим через X̃1 множество полученных
классов эквивалентности, не содержащих стационарные после-
довательности, а значит, и сходящиеся последовательности. По-
ложим X̃ =X∪X̃1. Тогда, очевидно, R⊂ X̃N×X̃N. Пусть P1 —
множество всех (x̂, ẏ) и (ẏ, x̂), где y ∈ X̃1, а x̂ — расходящая-
ся фундаментальная последовательность в (X, R), принадлежа-
щая классу y. Положим P =R∪P1∪∆(X̃N

1 ), где ∆(X̃N
1 ) — диа-

гональ произведения X̃N
1 ×X̃N

1 , т. е. множество всех пар (ŷ, ŷ),
ŷ ∈ X̃N

1 . Легко проверить, что подмножество P ⊂ X̃N×X̃N обла-
дает указанными в теореме 2.9 свойствами 1), 2), 5) и 6). Рас-
смотрим множество R̃ таких (ŷ1, ŷ2)∈ X̃N×X̃N, что для каждого
(ŷ′1, ŷ

′
2)≺ (ŷ1, ŷ2) существует (ŷ′′1 , ŷ

′′
2)≺ (ŷ′1, ŷ

′
2) из P . Нетрудно

убедиться, что R̃ обладает указанными в теореме 2.9 свойства-
ми 1)—6) и, следовательно, определяет в X̃N отношение секвен-
циальной равномерности. Очевидно, R̃∩(XN×XN) =R, а мно-
жество R̃1 = R̃∩(X̃N

1 ×X̃N
1 ) определяет в X̃N

1 сильнейшее отно-
шение секвенциальной равномерности, т. е. последовательности
ŷ′ = (y′n :n∈N) и ŷ′′ = (y′′n :n∈N) из X̃N

1 находятся в отношении
(ŷ′, ŷ′′)∈ R̃1 тогда и только тогда, когда y′n = y′′n для всех n>m
при некотором m∈N. Кроме того, последовательности ŷ0∈XN и
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ŷ1 ∈ X̃N
1 могут находиться в отношении (ŷ0, ŷ1)∈ R̃ лишь тогда,

когда множество [ŷ1] конечно. При этом (ẋ, ẏ) /∈ R̃ для любых
x∈X и y ∈ X̃1, согласно построению R̃. Отсюда следует, что в
пространстве (X̃, R̃) множество пределов сходящейся последо-
вательности целиком содержится либо в X, либо в X̃1.

Докажем, что пространство (X̃, R̃) полно. Пусть Λ̃ — его
операция предела. Рассмотрим произвольную фундаменталь-
ную последовательность ŷ= (yn :n∈N) в (X̃, R̃). Если ŷ об-
ладает такой подпоследовательностью ŷ′ = (ymn :n∈N), что
Λ̃(ẏmn) = Λ̃(ẏm1) для всех n∈N, то в силу указанного в тео-
реме 1.3 свойства 4) операций предела имеет место равенство
Λ̃(ŷ′) = Λ̃(ẏm1) и, значит, ŷ′ сходится. Поэтому ŷ тоже сходит-
ся. Предположим, что ŷ не обладает указанного типа подпо-
следовательностью. Тогда ŷ обладает подпоследовательностью
ŷ′′ = (ykn :n∈N), для которой множества Λ̃(ẏkn), n∈N, попарно
не пересекаются. Заметим, что последовательность, составлен-
ная из попарно различных элементов множества X̃1, не фунда-
ментальна в подпространстве (X̃1, R̃1)⊂ (X̃, R̃), а значит, и в
(X̃, R̃). Поэтому ŷ′′ может содержать лишь конечное число чле-
нов из X̃1. Удалением из ŷ′′ этих членов получаем подпоследо-
вательность x̂≺ ŷ в X, которая фундаментальна в подпростран-
стве (X, R)⊂ (X̃, R̃). Если x̂ сходится в (X, R), то сходится так-
же в (X̃, R̃) и, занчит, ŷ тоже сходится в (X̃, R̃). Если же x̂ не
сходится в (X, R), то x̂ принадлежит некоторому классу y ∈ X̃1.
В этом случае (x̂, ẏ)∈P1⊂ R̃. А это означает, что y ∈ Λ̃(x̂) и,
следовательно, ŷ сходится в (X̃, R̃). Тем самым полнота (X̃, R̃)
доказана.

Таким образом, построенное пространство (X̃, R̃) удовле-
творяет всем условиям определения 2.11 с (X̃0, R̃0) = (X, R) и,
следовательно, является пополнением пространства (X, R).

Теперь докажем, что любое пополнение (X ′, R′) простран-
ства (X, R) изоморфно построенному пополнению (X̃, R̃). Оче-
видно, без нарушения общности можно считать, что для про-
странства (X ′, R′) в качестве секвенциально всюду плотного
подпространства, о котором говорится в определении 2.11, слу-
жит (X, R). Рассмотрим подпространство (X ′

1, R
′
1)⊂ (X ′, R′)
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с носителем X ′
1 =X ′\X. Для произвольного z ∈X ′

1 существует
последовательность x̂ в X, сходящаяся к z в (X ′, R′). В силу
предложения 2.23 z является единственным пределом для x̂.
Последовательность x̂ фундаментальна в (X ′, R′), а значит, и в
(X, R). Но тогда она фундаментальна также в (X̃, R̃) и в си-
лу полноты (X̃, R̃) сходится к некоторому y ∈ X̃1 = X̃\X, так
как x̂ не сходится в (X, R). При этом y является единствен-
ным пределом для x̂ в (X̃, R̃). Заметим, что y не зависит от
выбора последовательности x̂ в X, сходящейся к z в (X ′, R′).
Действительно, пусть x̂′ — некоторая последовательность в X,
сходящаяся к z в (X ′, R′). Тогда имеем (x̂, ż)∈R′, (ż, x̂′)∈R′

и, значит, (x̂, x̂′)∈R′. Отсюда получаем (x̂, x̂′)∈R и (x̂, x̂′)∈ R̃.
Однако (ẏ, x̂)∈ R̃ и поэтому (ẏ, x̂′)∈ R̃. Следовательно, x̂′ схо-
дится к y в (X̃, R̃). Сопоставляя каждому z ∈X ′

1 построенное
указанным образом y ∈ X̃1, получим биективное отображение
f1 :X ′

1→ X̃1. Определим биективное отображение f :X ′→ X̃, по-
ложив f(z) = f1(z) при z ∈X ′

1 и f(z) = z при z ∈X. Докажем, что
отображение f (R′, R̃)-секвенциально равномерно непрерывно.
Рассмотрим произвольную пару (ẑ1, ẑ2)∈R′ последовательно-
стей ẑi = (z(n)

i :n∈N), i = 1, 2, в X ′. Пусть ŷi = (y(n)
i :n∈N),

i = 1, 2, где y(n)
i = f(z(n)

i ). Покажем, что (ŷ1, ŷ2)∈ R̃. Очевидно,
достаточно доказать, что для каждого (ŷ′1, ŷ

′
2)≺ (ŷ1, ŷ2) суще-

ствует (ŷ′′1 , ŷ
′′
2)≺ (ŷ′1, ŷ

′
2) из R̃. Рассмотрим некоторое (ŷ′1, ŷ

′
2)≺

≺ (ŷ1, ŷ2). Существует (ŷ′′1 , ŷ
′′
2)≺ (ŷ′1, ŷ

′
2), для которого выполня-

ется один из следующих случаев:
1) ŷ′′1 ∈XN и ŷ′′2 ∈XN; 2) ŷ′′1 ∈ X̃N

1 и ŷ′′2 ∈ X̃N
1 ;

3) ŷ′′1 ∈XN и ŷ′′2 ∈ X̃N
1 ; 4) ŷ′′1 ∈ X̃N

1 и ŷ′′2 ∈XN.
Пусть пара (ẑ′′1 , ẑ

′′
2 )≺ (ẑ1, ẑ2) соответствует паре (ŷ′′1 , ŷ

′′
2).

Очевидно, (ẑ′′1 , ẑ
′′
2 )∈R′. В первом случае ŷ′′1 = ẑ′′1 , ŷ′′2 = ẑ′′2 и

(ẑ′′1 , ẑ
′′
2 )∈R. Поэтому (ŷ′′1 , ŷ

′′
2)∈R и, следовательно, (ŷ′′1 , ŷ

′′
2)∈ R̃.

Во втором случае ẑ′′1 и ẑ′′2 являются последовательностями в X ′
1,

причем каждый член последоавтельности ẑ′′1 совпадает с соот-
ветствующим членом последовательности ẑ′′2 , начиная с неко-
торого номера. Но тогда этим свойством обладают также ŷ′′1 и
ŷ′′2 . Поэтому (ŷ′′1 , ŷ

′′
2)∈ R̃. В третьем случае ŷ′′1 = ẑ′′1 , а ẑ′′2 есть

последовательность в X ′
1, для которой множество [ẑ′′2 ] конечно.
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Отсюда следует, что [ŷ′′2 ] тоже конечно и, значит, ŷ′′2 обладает
стационарной подпоследовательностью. Учитывая это, без на-
рушения общности можно считать, что ŷ′′2 и ẑ′′2 являются ста-
ционарными последовательностями в X̃1 и X ′

1 соответствнно.
Пусть ẑ′′2 = ż и ŷ′′2 = ẏ, где z ∈X ′

1 и y= f(z). Из (ẑ′′1 , ż)∈R′ следу-
ет, что ẑ′′1 сходится к z в (X ′, R′). Согласно построению отобра-
жения f , последовательность ŷ′′1 сходится к y в (X̃, R̃). Поэтому
(ŷ′′1 , ẏ)∈ R̃, т. е. (ŷ′′1 , ŷ

′′
2)∈ R̃. В четвертом случае эта принадлеж-

ность доказывается аналогично. Тем самым (ŷ1, ŷ2)∈ R̃ и, зна-
чит, f секвенциально равномернo непрерывно. Аналогично до-
казывается секвенциально равномерная непрерывность обрат-
ного отображния f−1. Следовательно, f является равномерным
изоморфизмом (X ′, R′) на (X̃, R̃). I

Из теоремы 2.17 вытекает
Предложение 2.24. Пусть Λ — равномерная операция

предела в множестве X, а R′′ — слабейшее отношение сек-
венциальной равномерности в XN, определяющее Λ. Если про-
странство (X, R′′) не полно, а (X̃, R̃′′) — такое его пополне-
ние, что (X, R′′)⊂(X̃, R̃′′), то множество X̃\X одноточечно,
а (X̃, R̃′′) секвенциально компактно. I

Предложение 2.25. Пусть (X̃, R̃) — пополнение неполно-
го пространства с секвенциальной равномерностью (X, R)⊂
⊂ (X̃, R̃), имеющего такую систему окружений V , определя-
ющую отношение секвенциальной равномерности R, что для
каждого v∈V существуют u∈V и w∈V , удовлетворяющие
включениям u2⊂ v и w−1⊂ v. Тогда система V ′ = {v+ : v∈V },
где квазизамыкание взято в (X̃, R̃)×(X̃, R̃), является такой
системой окружений в X̃×X̃, что для каждого ṽ∈V ′ су-
ществуют ũ∈V ′ и w̃∈V ′, удовлетворяющие включениям
ũ2⊂ ṽ и w̃−1⊂ ṽ. При этом V ′ определяет в X̃N такое отно-
шение секвенциальной равномерности R′, что

а) (X, R)⊂ (X̃, R′) и R̃⊂R′, причем если множество X̃1 =
= X̃\X конечно, то R′ = R̃;

б) в пространстве (X̃, R′) множество пределов произволь-
ной сходящейся последовательности x̂ целиком содержится ли-
бо в X, либо в X̃1, причем x̂ может иметь в X̃1 лишь один
предел;
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в) если Λ′ и Λ̃ — операции предела пространств (X̃, R′) и
(X̃, R̃) соответственно, то Λ′(x̂) = Λ̃(x̂) для всех x̂∈XN;

г) если (X, R) имеет операцию однозначного предела, то
(X̃, R′) и (X̃, R̃) хаусдорфовы;

д) если (X̃, R′) — пространство Фреше−Урысона, то тако-
во и (X̃, R̃).

J Для v∈V выберем u∈V так, чтобы u3⊂ v. Докажем, что
u+◦ u+⊂ v+ в (X̃, R̃)×(X̃, R̃). Пусть (x, y)∈u+◦ u+. Тогда най-
дутся такое z ∈ X̃, что (x, z)∈u+ и (z, y)∈u+, а также после-
довательности пар (xn, ξn)∈u и (ηn, yn)∈u, n∈N, сходящиеся
в (X̃, R̃)×(X̃, R̃) к (x, z) и (z, y) соответственно. Так как по-
следовательности ξ̂= (ξ1, ξ2, . . .) и η̂= (η1, η2, . . .) сходятся к z

в (X̃, R̃), то (ξ̂, η̂)∈ R̃ и, значит, (ξ̂, η̂)∈R. Отсюда следует су-
ществование такого m∈N, что (ξn, ηn)∈u для всех n>m. Но
тогда (xn, yn)∈u3 для всех n>m. Однако последовательность
пар (xn, yn), n∈N, сходится к (x, y) в (X̃, R̃)×(X̃, R̃). Поэтому
(x, y)∈ (u3)+⊂ v+ и, значит, u+◦ u+⊂ v+.

Очевидно, в (X̃, R̃)×(X̃, R̃) имеют место ∆(X̃)⊂ (∆(X))+

и (H+)−1 = (H−1)+ для любого H ⊂X×X. Однако для каждо-
го v∈V имеет место ∆(X)⊂ v и существует такое w∈V , что
w−1⊂ v. Поэтому ∆(X̃)⊂ v+ и (w+)−1⊂ v+.

Таким образом, для каждого ṽ∈V ′ имеет место ∆(X̃)⊂ ṽ и
существуют такие ũ∈V ′ и w̃∈V ′, что ũ2⊂ ṽ и ũ−1⊂ ṽ. Поэтому
система V ′ подмножеств в X̃×X̃ удовлетворяет условиям теоре-
мы 2.10 и, следовательно, является системой окружений, опре-
деляющей некоторое отношение секвенциальной равномерности
R′ в X̃N.

(а) Докажем, что (X, R)⊂ (X̃, R′). Для каждого v∈V имеет
место (X×X)∩v+ = (v)+0 , где v+ и (v)+0 — квазизамыкания окру-
жения v в (X̃, R̃)×(X̃, R̃) и (X, R)×(X, R) соответственно. При
этом существует такое u∈V , что u3⊂ v. В силу теоремы 2.14
(u)+0 ⊂ u3⊂ v. Поэтому {(v)+0 : v∈V } является системой окруже-
ний в X×X, определяющей отношение секвенциальной равно-
мерности R, и индуцируется в X×X системой V ′ = {v+ : v∈V }.
Отсюда следует, что R=R′∩(XN×XN) и (X, R)⊂ (X̃, R′).
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Докажем включение R̃⊂R′. Рассмотрим пару (x̂, ŷ)∈ R̃ по-
следовательностей x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .) в X̃. Если
x̂∈XN и ŷ ∈XN, то (x̂, ŷ)∈R и, значит, (x̂, ŷ)∈R′. Если же
x̂∈ X̃N

1 и ŷ ∈ X̃N
1 , где X̃1 = X̃\X, то xn = yn для всех n>m при

некотором m∈N. Поэтому (x̂, ŷ)∈R′. Пусть x̂∈ X̃N, а ŷ= ẏ для
некоторого y ∈ X̃1. Из (x̂, ẏ)∈ R̃ следует, что последовательность
x̂ сходится к y в (X̃, R̃) и, следовательно, фундаментальна в
(X, R). Поэтому для каждого v∈V существует такое n0 ∈N,
что (xn, xn+k)∈ v для всех n>n0 и k∈N. Однако для каж-
дого n∈N последовательность пар (xn, xn+k), k∈N, сходит-
ся к (xn, y) в (X̃, R̃)×(X̃, R̃). Но тогда (xn, y)∈ v+ для всех
n>n0. Отсюда следует, что (x̂, ẏ)∈R′, т. е. (x̂, ŷ)∈R′. Если же
ŷ ∈XN, а x̂ — стационарная последовательность в X̃1, то анало-
гично доказывается, что (x̂, ŷ)∈R′. В общем случае для каж-
дого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′), для которого
имеет место один из рассмотренных выше случаев. Поскольку
(x̂′′, ŷ′′)∈ R̃, имеем также (x̂′′, ŷ′′)∈R′, а потому, и (x̂, ŷ)∈R′.
Тем самым включение R̃⊂R′ доказано.

Докажем, что если X̃1 конечно, то R̃=R′. Пусть (x̂, ŷ)∈R′.
Если x̂∈XN и ŷ ∈XN, то (x̂, ŷ)∈R и, значит, (x̂, ŷ)∈ R̃. Если
же x̂∈ X̃N

1 и ŷ ∈ X̃N
1 , то в силу конечности X̃1 множества [x̂] и

[ŷ] конечны. Поэтому для каждого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует
(x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′), где x̂′′ и ŷ′′ — стационарные последовательно-
сти. Пусть (ẋ, ẏ)≺ (x̂, ŷ), где x∈ X̃1 и y ∈ X̃1. Тогда существу-
ют ξ̂ и η̂ из XN, сходящиеся в (X̃, R̃) к x и y соответствен-
но. Из (ξ̂, ẋ)∈ R̃ и (ẏ, η̂)∈ R̃ в силу R̃⊂R′ получаем (ξ̂, ẋ)∈R′

и (ẏ, η̂)∈R′. Поскольку (x̂, ŷ)∈R′, имеем также (ẋ, ẏ)∈R′ и
поэтому (ξ̂, η̂)∈R′. Отсюда следует, что (ξ̂, η̂)∈R и, значит,
(ξ̂, η̂)∈ R̃. Но тогда множества пределов последовательностей
ξ̂ и η̂ совпадают и целиком содержатся в X̃1. Кроме того, в силу
предложения 2.23 каждая из последовательностей ξ̂ и η̂ имеет
лишь один предел в X̃1. Поэтому x= y. А это означает, что
каждый член последовательности x̂ совпадает с соответствую-
щим членом последовательности ŷ, начиная с некоторого но-
мера. Следовательно, (x̂, ŷ)∈ R̃. Пусть теперь x̂∈XN и ŷ= ẏ,
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где y ∈ X̃1. Выберем последовательность η̂ ∈XN, сходящуюся к
y в (X̃, R̃). Тогда (ẏ, η̂)∈ R̃ и, значит, (ẏ, η̂)∈R′. Отсюда, по-
скольку (x̂, ẏ)∈R′, получаем (x̂, η̂)∈R′. Но тогда (x̂, η̂)∈R и,
следовательно, (x̂, η̂)∈ R̃. Поэтому x̂ тоже сходится к y в (X̃, R̃).
А это означает, что (x̂, ẏ)∈ R̃, т. е. (x̂, ŷ)∈ R̃. Если же ŷ ∈XN, а x̂
— стационарная последовательность в X̃1, то в силу симметрич-
ности отношений R, R̃ и R′ получаем опять (x̂, ŷ)∈ R̃. В общем
случае для каждого (x̂′, ŷ′)≺ (x̂, ŷ) существует (x̂′′, ŷ′′)≺ (x̂′, ŷ′),
для которого выполняется один из рассмотренных выше случа-
ев. Поскольку (x̂′′, ŷ′′)∈R′, имеем также (x̂′′, ŷ′′)∈ R̃, а потому,
и (x̂, ŷ)∈ R̃. Тем самым имеет место R′⊂ R̃, которое с учетом
R̃⊂R′ дает R̃=R′.

(б) Пусть x̂ — сходящаяся последовательность в (X̃, R′), а
x∈ X̃ и y ∈ X̃ — ее пределы. Тогда (ẋ, ẏ)∈R′. Выберем последо-
вательности ξ̂ и η̂ вX, сходящиеся в (X̃, R̃) к x и y соответствен-
но. Имеем также (ξ̂, ẋ)∈ R̃, (ẏ, η̂)∈ R̃, а значит, и (ξ̂, ẋ)∈R′,
(ẏ, η̂)∈R′. Отсюда с учетом (ẋ, ẏ)∈R′ получаем (ξ̂, η̂)∈R′,
из которого следует, что (ξ̂, η̂)∈R и (ξ̂, η̂)∈ R̃. Поэтому в (X̃, R̃)
множества пределов последовательностей ξ̂ и η̂ совпадают и це-
ликом содержатся либо в X, либо в X̃1. Отсюда вытекает, что
x и y принадлежат либо X, либо X̃1. При этом если x∈ X̃1 и
y ∈ X̃1, то в силу предложения 2.23 x= y.

(в) Из R̃⊂R′ следует Λ̃(x̂)⊂Λ′(x̂) для всех x̂∈ X̃N. Дока-
жем, что если x̂∈ X̃N, то Λ′(x̂)⊂ Λ̃(x̂). Пусть x̂∈XN и x∈Λ′(x̂).
Тогда (x̂, ẋ)∈R′. Выберем ŷ ∈XN так, чтобы x∈ Λ̃(ŷ). Имеем
(ẋ, ŷ)∈ R̃ и, значит, (ẋ, ŷ)∈R′. Поэтому (x̂, ŷ)∈R′. Отсюда по-
следовательно получаем (x̂, ŷ)∈R и (x̂, ŷ)∈ R̃. Следовательно,
x∈ Λ̃(x̂). Тем самым включение Λ′(x̂)⊂ Λ̃(x̂) и вместе с ним ра-
венство Λ̃(x̂) = Λ′(x̂) для всех x̂∈XN доказаны.

(г) Пусть пространство (X, R) имеет операцию однозначно-
го предела Λ. Рассмотрим произвольную сходящуюся последо-
вательность x̂ в (X̃, R′) и точку x∈Λ′(x̂). Если x∈ X̃1, то в силу
б) x является единственным пределом для x̂. Если же x∈X, то
Λ′(x̂) = Λ′(ẋ)⊂X. Поэтому Λ′(x̂) = Λ′(ẋ) = {x} и, значит, Λ′ яв-
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ляется операцией однозначного предела. Но тогда в силу пред-
ложения 2.15 (X̃, R′) хаусдорфово. Поскольку R̃⊂R′, простран-
ство (X̃, R̃) тоже хаусдорфово.

(д) Пусть (X̃, R′) является пространством Фреше−Урысона.
Из в) следует, что квазизамыкание M+ произвольного M ⊂X
в (X̃, R̃) совпадает с квазизамыканием множества M в (X̃, R′).
Поэтому в силу R̃⊂R′ множество M+ замкнуто в (X̃, R̃), т. е.
M+ =M . Кроме того, согласно предложению 2.23, любое под-
множество множества X̃1 замкнуто в (X̃, R̃). Но тогда для лю-
бого множества M в (X̃, R̃) имеют место равенства

M+ = (M∩X)+∪(M\X)+ = M∩X ∪M\X = M.

Значит, (X̃, R̃) является пространством Фреше−Урысона. I
Теорема 2.22. Пусть (X̃, R̃) — пополнение неполного про-

странства с секвенциальной равномерностью (X, R)⊂(X̃, R̃),
имеющего счетную фундаментальную систему окруже-
ний V = {vn :n∈N}. Тогда (X̃, R̃)×(X̃, R̃) является простран-
ством Фреше−Урысона. Кроме того, система V ′ = {v+

n :n∈N},
где квазизамыкание взято в (X̃, R̃)×(X̃, R̃), является сис-
темой окружений в X̃×X̃, определяющей такое отношение
секвенциальной равномерности R′ в X̃N, что пространство
(X̃, R′) полно и для нее V ′ является счетной фундаменталь-
ной системой окружений. При этом для пространств (X̃, R′)
и (X̃, R̃) справедливы все утверждения предложения 2.25.

J В силу предложения 2.16 можно считать, что счетная
фундаментальная система окружений V = {vn :n∈N} простран-
ства (X, R) состоит из симметричных открытых окружений,
удовлетворяющих включению v3

n+1⊂ vn для всех n∈N. Кро-
ме того, из предложений 1.35, 1.37 и 2.16 следует, что (X, R)
и (X, R)×(X, R) являются пространствами Фреше−Урысона.
Докажем, что (X̃, R̃)×(X̃, R̃) тоже является пространством
Фреше−Урысона. В силу предложения 2.23 любое H ⊂ X̃1×X̃1,
где X̃1 = X̃\X, замкнуто в (X̃, R̃)×(X̃, R̃).

Пусть H ⊂X×X̃1. Тогда в (X̃, R̃)×(X̃, R̃) имеют место
H+⊂ (H+)+⊂ X̃×X̃1 и (H+)+ =H+∪(H+∩(X×X̃1))+. Дока-
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жем, что (H+∩(X×X̃1))+⊂H+. Пусть (x, y)∈ (H+∩(X×X̃1))+.
Из предложения 2.23 следует, что в (X̃, R̃) последовательность
точек из X̃1 сходится лишь тогда, когда она почти стационар-
на. Поэтому существует последовательность точек (x(n), y)∈
∈H+∩(X×X̃1), n∈N, сходящаяся к (x, y) в (X̃, R̃)×(X̃, R̃).
Кроме того, для каждого n∈N существует также последова-
тельность точек (ξ(n), y)∈H, i∈N, сходящаяся к (x(n), y).
Отсюда вытекает, что для каждого n∈N последовательность
точек ξ

(n)
i ∈X, i∈N, сходится в (X, R) к точке x(n) ∈X. Сле-

довательно, для каждого n∈N последовательность точек(
ξ
(n)
i , x(n)

)
∈X×X, i∈N, почти вся лежит в каждом окруже-

нии пространства (X, R). Для каждого n∈N выберем in ∈N
так, чтобы

(
ξ
(n)
in
, x(n)

)
∈ vn. Из vn+1⊂ vn, n∈N, следует, что по-

следовательность точек
(
ξ
(n)
in
, x(n)

)
∈X×X, n∈N, почти вся ле-

жит в каждом окружении из V . А это означает, что последова-
тельности x̂= (x(n) :n∈N) и ξ̂=

(
ξ
(n)
in

:n∈N
)

находятся в отно-
шении (ξ̂, x̂)∈R⊂ R̃. Однако x̂ сходится к x в (X̃, R̃). Поэтому
из (ξ̂, x̂)∈ R̃ следует, что ξ̂ тоже сходится к x в (X̃, R̃). Тем са-
мым последовательность точек

(
ξ
(n)
in
, y

)
∈H, n∈N, сходится к

(x, y) в (X̃, R̃)×(X̃, R̃). Отсюда вытекает, что (x, y)∈H+. Зна-
чит, (H+∩(X×X̃1))+⊂H+. Полученное включение показывает,
что (H+)+ =H+, т. е. в (X̃, R̃)×(X̃, R̃) для любого H ⊂X×X̃1

имеет место равенство H+ =H. Аналогично доказывается, что
это равенство выполняется также в случае H ⊂ X̃1×X.

Рассмотрим случай H ⊂X×X. Имеет место равенство
(H+)+ =H+∪H1, где

H1 = (H+∩(X×X̃1))+∪ (H+∩(X̃1×X))+∪ (H+∩(X×X))+.

Докажем включение H1⊂H+. Пусть (x, y)∈H1. Предположим
(x, y)∈ (H+∩(X×X̃1))+. Тогда существует последовательность
точек (x(n), y)∈H+∩(X×X̃1), n∈N, которая сходится к (x, y).
Кроме того, для каждого n∈N существует последовательность
точек

(
ξ
(n)
i , η

(n)
i

)
∈H, i∈N, сходящаяся к (x(n), y). Учитывая,

что x(n) ∈X, n∈N, повторением сделанных выше рассуждений
можно доказать существование последовательности натураль-
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ных чисел i1<i2< . . ., для которой последовательность точек
ξ
(n)
in
∈X, n∈N, сходится к x. Следовательно, последователь-

ность точек
(
ξ
(n)
in
, η

(n)
in

)
∈H, n∈N, сходится к (x, y). Поэтому

(x, y)∈H+. Аналогично доказывается, что в случае (x, y)∈
∈ (H+∩(X̃1×X))+ тоже (x, y)∈H+. Предположим теперь, что
(x, y)∈ (H+∩(X×X))+. Тогда существует последовательность
точек (x(n), y(n))∈H+∩(X×X), n∈N, сходящаяся к (x, y). Кро-
ме того, для каждого n∈N существует последовательность то-
чек

(
ξ
(n)
i , η

(n)
i

)
∈H, i∈N, сходящаяся к (x(n), y(n)). Очевидно,

для каждого n∈N существует такое in ∈N, что
(
ξ
(n)
in
, x(n)

)
∈ vn

и
(
η

(n)
in
, y(n)

)
∈ vn. Отсюда повторением сделанных выше рас-

суждений получаем, что последовательности
(
ξ
(n)
in

:n∈N
)

и(
η

(n)
in

:n∈N
)

сходятся к x и y соответственно. Поэтому после-
довательность точек

(
ξ
(n)
in
, η

(n)
in

)
∈H, n∈N, сходится к (x, y) и,

значит, (x, y)∈H+. Тем самым включение H1⊂H+ доказано.
Но тогда (H+)+ =H+, т. е. H+ =H.

Из доказанных утверждений следует, что в (X̃, R̃)×(X̃, R̃)
для произвольного H ⊂ X̃×X̃ имеет место H+ =H. А это озна-
чает, что (X̃, R̃)×(X̃, R̃) является пространством Фреше−Уры-
сона. Отсюда вытекает, что (X̃, R̃) тоже является простран-
ством Фреше−Урысона.

В силу предложения 2.25 система V ′ = {v+
n :n∈N}, где

vn ∈V , а квазизамыкание взято в (X̃, R̃)×(X̃, R̃), является
системой окружений в X̃×X̃, определяющей некоторое отноше-
ние секвенциальной равномерности R′ в X̃N. Так как v+

n+1⊂ v+
n ,

n∈N, то V ′ является фундаментальной системой окружений
пространства (X̃, R′). Очевидно, для (X̃, R′) и (X̃, R̃) справед-
ливы все утверждения предложения 2.25.

Докажем полноту пространства (X̃, R′). Рассмотрим в
(X̃, R′) произвольную фундаментальную последовательность
x̂= (x(n) :n∈N). В силу R̃⊂R′ сходящаяся в (X̃, R̃) последо-
вательность сходится и в (X̃, R′). Поэтому для каждого n∈N
существует последовательность точек ξ

(n)
i ∈X, i∈N, сходяща-
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яся к x(n) в (X̃, R′). Но тогда для каждого n∈N последова-
тельность точек

(
x(n), ξ

(n)
i

)
, i∈N, почти вся лежит в каждом

окружении из V ′. Следовательно, для каждого n∈N существу-
ет такое in ∈N, что

(
x(n), ξ

(n)
in

)
∈ v+

n . В силу v+
k+1⊂ v+

k , k∈N,
последовательность точек

(
x(n), ξ

(n)
in

)
, n∈N, почти вся лежит

в каждом окружении из V ′. А это означает, что (x̂, ξ̂)∈R′, где
ξ̂=

(
ξ
(n)
in

:n∈N
)
. Отсюда в силу фундаментальности x̂ следует

фундаментальность ξ̂ в (X̃, R′). Но тогда последовательность
ξ̂ фундаментальна в (X, R), а значит, и в (X̃, R̃). В силу пол-
ноты (X̃, R̃) последовательность ξ̂ сходится в нем. Поэтому ξ̂

сходится и в (X̃, R′). Из (x̂, ξ̂)∈R′ следует, что x̂ тоже сходится
в (X̃, R′) и, значит, (X̃, R′) полно. I

Теорема 2.23. Пусть (X̃, R̃) и (X̃ ′, R̃′) — пополнения про-
странств с секвенциальной равномерностью (X, R)⊂ (X̃, R̃) и
(X ′, R′)⊂ (X̃ ′, R̃′) соответственно, а функция f :X→X ′ се-
квенциально равномерно непрерывна. Тогда существует секвен-
циально равномерно непрерывная функция f̃ : X̃→ X̃ ′, удовле-
творяющая равенству f̃(x) = f(x) для всех x∈X, причем ес-
ли пространство (X ′, R′) имеет операцию однозначного преде-
ла, то такая функция f̃ единственна. Кроме того, функция
f̃ единственна также в случае, когда f является равномер-
ным изоморфизмом (X, R) на (X ′, R′), причем в этом случае
f̃ является равномерным изоморфизмом (X̃, R̃) на (X̃ ′, R̃′).

J Очевидно, нужно рассматривать случай X 6= X̃. Пусть
x∈ X̃\X. Существует последовательность x̂= (x1, x2, . . .) в X,
сходящаяся к x в (X̃, R̃). Из фундаментальности x̂ в (X, R)
и секвенциально равномерной непрерывности f следует, что
последовательность точек f(xn)∈X ′, n∈N, фундаментальна в
(X ′, R′), а значит, и в (X̃ ′, R̃′). В силу полноты (X̃ ′, R̃′) указан-
ная последовательность сходится. Пусть Mx — множество пре-
делов в (X̃ ′, R̃′) последовательности точек f(xn), n∈N. Легко
убедиться, что Mx не зависит от выбора сходящейся к x после-
довательности x̂∈XN. Выберем некоторое yx ∈Mx и определим
функцию f̃ : X̃→ X̃ ′ следующим образом: f̃(x) = f(x) при x∈X
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и f̃(x) = yx при x∈ X̃\X. Докажем, что построенная функция
f̃ секвенциально равномерно непрерывна. Рассмотрим произ-
вольную пару (ξ̂, η̂)∈ R̃ последовательностей ξ̂= (ξ1, ξ2, . . .) и
η̂= (η1, η2, . . .) в X̃. Обозначим ζn = f̃(ξn), ϑn = f̃(ηn), n∈N,
и рассмотрим также последовательности ζ̂ = (ζ1, ζ2, . . .), ϑ̂=
= (ϑ1, ϑ2, . . .) в X̃ ′. Если ξ̂ ∈XN и η̂ ∈XN, то в силу секвенци-
ально равномерной непрерывности f имеем (ζ̂, ϑ̂)∈R′ и, значит,
(ζ̂, ϑ̂)∈ R̃′. Если же ξ̂ и η̂ принадлежат (X̃\X)N, то ξn = ηn для
всех n > m при некотором m∈N. Поэтому ζn =ϑn для всех
n>m и, следовательно, (ζ̂, ϑ̂)∈ R̃′. Пусть ξ̂ ∈XN, а η̂= η̇, где
η ∈ X̃\X. Из (ξ̂, η̇)∈ R̃ следует, что ξ̂ сходится к η. Согласно по-
строению f̃ , последовательность ζ̂ сходится в (X̃ ′, R̃′) к точке
f̃(η) = yη. Поэтому (ζ̂, ẏη)∈ R̃′. Отсюда с учетом ϑ̂= ẏη получа-
ем (ζ̂, η̂)∈ R̃′. Если же η̂ ∈XN, а ξ̂ — стационарная последова-
тельность в X̃\X, то в силу симметричности отношений секвен-
циальной равномерности опять (ζ̂, ϑ̂)∈ R̃′. В общем случае для
каждого (ξ̂′, η̂′)≺ (ξ̂, η̂) существует (ξ̂′′, η̂′′)≺ (ξ̂′, η̂′), для кото-
рого имеет место один из рассмотренных выше случаев. Поэто-
му для каждого (ζ̂ ′, ϑ̂′)≺ (ζ̂, ϑ̂) существует (ζ̂ ′′, ϑ̂′′)≺ (ζ̂ ′, ϑ̂′) из
R̃′. Отсюда следует, что (ζ̂, ϑ̂)∈ R̃′ и, значит, функция f̃ секвен-
циально равномерно непрерывна. Ясно, что если (X, R) имеет
операцию однозначного предела, то функция f̃ единственна.

Если f является равномерным изоморфизмом (X, R) на
(X ′, R′), то для каждого x∈ X̃\X указанное выше множество
Mx удовлетворяет включению Mx⊂ X̃ ′\X ′ и, следовательно, со-
стоит из одного элемента. Поэтому требуемая функция f̃ един-
ственна. Докажем, что f̃ является равномерным изоморфизмом
(X̃, R̃) на (X̃ ′, R̃′).

Пусть f̃(x) = f̃(ξ) для некоторых x и ξ из X̃. Как было от-
мечено, если z ∈ X̃\X, то f̃(z)∈ X̃ ′\X ′. Поэтому возможны два
случая: либо x∈X и ξ ∈X, либо x∈ X̃\X и ξ ∈ X̃\X. Так как f
является равномерным изоморфизмом, то в первом случае x= ξ.
Во втором случае выберем последовательности x̂= (xn :n∈N)
и ξ̂= (ξn :n∈N) в X, сходящиеся к x и ξ соответственно. В си-
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лу секвенциально равномерной непрерывности f̃ последователь-
ности ŷ= (f(xn) :n∈N) и η̂= (f(ξn) :n∈N) сходятся к одному и
тому же пределу. Поэтому (ŷ, η̂)∈ R̃′ и, значит, (ŷ, η̂)∈R′. Но
тогда (x̂, ξ̂)∈R. Отсюда следует, что x= ξ. Тем самым отобра-
жение f̃ взаимно однозначное.

Пусть y ∈ X̃ ′\X ′. Выберем сходящуюся к y последователь-
ность ŷ= (yn :n∈N) в X ′. Последовательность (f−1(yn) :n∈N),
будучи фундаментальной, сходится к некоторому x∈ X̃. Но то-
гда ŷ сходится к f̃(x). Поэтому y= f̃(x), причем x∈ X̃\X. Зна-
чит, f̃ отображает X̃ на X̃ ′. Тем самым отображение f̃ биектив-
ное.

Остается доказать, что обратное отображение f̃−1 секвен-
циально равномерно непрерывнo. Рассмотрим пару (ŷ, η̂)∈ R̃′

последовательностей ŷ= (yn :n∈N) и η̂= (ηn :n∈N) в X̃ ′. Нуж-
но доказать, что последовательности x̂=

(
f̃−1(yn) :n∈N

)
и ξ̂=

=
(
f̃−1(ηn) :n∈N

)
находятся в отношении (x̂, ξ̂)∈ R̃. Очевидно,

достаточно доказать, что для каждого (x̂′, ξ̂′)≺ (x̂, ξ̂) существу-
ет (x̂′′, ξ̂′′)≺ (x̂′, ξ̂′) из R̃. Рассмотрим некоторое (x̂′, ξ̂′)≺ (x̂, ξ̂).
Существует (x̂′′, ξ̂′′)≺ (x̂′, ξ̂′), для которого выполняется один
из следующих случаев:

1) x̂′′ ∈XN и ξ̂′′ ∈XN; 2) x̂′′ ∈ (X̃\X)N и ξ̂′′ ∈ (X̃\X)N;
3) x̂′′ ∈XN и ξ̂′′ ∈ (X̃\X)N; 4) x̂′′ ∈ (X̃\X)N и ξ̂′′ ∈XN.
Пусть пара (ŷ′′, η̂′′)≺ (ŷ, η̂) соответствует паре (x̂′′, ξ̂′′). Име-

ем, что (ŷ′′, η̂′′)∈ R̃′. В первом случае ŷ′′ ∈X ′N, η̂′′ ∈X ′N и
(ŷ′′, η̂′′)∈R′. Отсюда, учитывая, что f является равномерным
изоморфизмом, получим (x̂′′, ξ̂′′)∈R, т. е. (x̂′′, ξ̂′′)∈ R̃. Во вто-
ром случае ŷ′′ ∈ (X̃ ′\X ′)N и η̂′′ ∈ (X̃ ′\X ′)N. Поэтому каждый член
последовательности ŷ′′ совпадает с соответствующим членом
последовательности η̂′′, начиная с некоторого номера. Но то-
гда этим свойством обладают также x̂′′ и ξ̂′′. Следовательно,
(x̂′′, ξ̂′′)∈ R̃. В третьем случае ŷ′′ ∈X ′N и η̂′′ ∈ (X̃ ′\X ′)N. Поэ-
тому множество [η̂′′] конечно. Отсюда получаем, что [ξ̂′′] то-
же конечно и, значит, ξ̂′′ обладает стационарной подпоследо-
вательностью. Учитывая это, без нарушения общности можно
считать, что ξ̂′′ и η̂′′ являются стационарными последователь-
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ностями. Пусть ξ̂′′ = ξ̇ и η̂′′ = η̇, где ξ ∈ X̃\X и η ∈ X̃ ′\X ′. Из
(ŷ′′, η̇)∈ R̃′ следует, что ŷ′′ сходится к η. Последовательность
x̂′′, будучи фундаментальной, сходится к некоторому ξ′ ∈ X̃. Но
тогда f̃(ξ′) = η= f̃(ξ). Поэтому ξ′ = ξ и, значит, x̂′′ сходится к ξ.
Отсюда вытекает, что (x̂′′, ξ̇)∈ R̃, т. е. (x̂′′, ξ̂′′)∈ R̃. В четвертом
случае эта принадлежность доказывается аналогично. Тем са-
мым (x̂, ξ̂)∈ R̃. Следовательно, f̃−1 секвенциально равномерно
непрерывнo. I

Теорема 2.24. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
окружений U и Ũ соответственно, причем (Y, R̃) полно и
система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃, а для каждого u∈U сущест-
вует такое v∈U , что v2⊂ u. Тогда для всякой секвенциаль-
но равномерно непрерывной функции f :G→Y , где G⊂X, су-
ществует секвенциально равномерно непрерывная функция
ϕ :G→Y , удовлетворяющая равенству ϕ(x) = f(x) для всех
x∈G, причем если (Y, R̃) имеет операцию однозначного пре-
дела, то такая функция ϕ единственна.

J Пусть x∈G\G. В силу утверждения ж) предложения 2.15
(X, R) является пространством Фреше−Урысона. Следователь-
но, G=G+. Поэтому существует последовательность x̂=
= (xn :n∈N) в G, сходящаяся к x. Из фундаментальности x̂ и
секвенциально равномерной непрерывности f следует, что по-
следовательность ŷ= (f(xn) :n∈N) фундаментальнa в (Y, R̃).
Так как (Y, R̃) полно, то ŷ сходится. Пусть Mx — множество
пределов последовательности ŷ. Легко убедиться, что Mx не за-
висит от выбора сходящейся к x последовательности x̂∈GN. Вы-
берем некоторое yx ∈Mx и определим функцию ϕ :G→Y следу-
ющим образом: ϕ(x) = f(x) при x∈G и ϕ(x) = yx при x∈G\G.
Докажем, что функция ϕ секвенциально равномерно непрерыв-
на. Рассмотрим произвольную пару (ξ̂, ξ̂′)∈R последователь-
ностей ξ̂= (ξn :n∈N) и ξ̂′ = (ξ′n :n∈N) в G. Обозначим ηn =
=ϕ(ξn), η′n =ϕ(ξ′n) и рассмотрим также последовательности
η̂= (ηn :n∈N) и η̂′ = (η′n :n∈N) в Y . Нужно доказать, что
(η̂, η̂′)∈ R̃. С этой целью для каждого n∈N выберем последо-
вательности x̂n = (xni : i∈N) и x̂′n = (x′ni : i∈N) в G так, чтобы



196 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

(x̂n, ξ̇n)∈R и (x̂′n, ξ̇
′
n)∈R. Положим yni = f(xni), y′ni = f(x′ni) и

рассмотрим последовательности ŷn = (yni : i∈N), ŷ′n = (y′ni : i∈N)
в Y . Согласно построению функции ϕ, для каждого n ∈ N имеем
(ŷn, η̇n)∈ R̃ и (ŷ′n, η̇

′
n)∈ R̃. Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное

окружение ũ∈ Ũ так, чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу секвенциально рав-
номерной непрерывности f для ũ существует такое окружение
u∈U , что (f(x), f(x′))∈ ũ для всех (x, x′)∈u∩(G×G). Выберем
симметричное окружение v∈U так, чтобы v3⊂u. Очевидно, су-
ществует такое m∈N, что (ξn, ξ′n)∈ v для всех n>m. Кроме то-
го, для каждого n∈N существует такое in ∈N, что (xni, ξn)∈ v,
(x′ni, ξ

′
n)∈ v, (yni, ηn)∈ ũ и (y′ni, η

′
n)∈ ũ для всех i> in. Отсю-

да следует, что (xni, x′ni)∈ v3⊂u при n>m и i> in. Поэтому
(yni, y′ni)∈ ũ при n>m и i> in. Но тогда (ηn, η′n)∈ ũ3⊂ ṽ для
всех n>m. Следовательно, (η̂, η̂′)∈ R̃. Утверждение о единст-
венности функции ϕ очевидно. I

§ 8. Метризуемость пространства с секвенциальной
равномерностью

Метрикой на множестве X называется всякий функционал
ρ :X×X→R+, удовлетворяющий условиям

1) ρ(x, y) = ρ(y, x) для всех x и y из X;
2) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) для всех x, y и z из X;
3) ρ(x, y) = 0 для x и y из X только при x= y.

При этом число ρ(x, y) называется расстоянием между точка-
ми x и y.

Заметим, что если функционал ρ :X×X→R удовлетворяет
условиям 1) и 2), то ρ(x, y) > 0 для всех x и y из X.

Пара (X, ρ), где ρ — метрика на множестве X, называется
пространством с метрикой. В (X, ρ) вводится операция одно-
значного предела λ, считая λ(x̂) =x для x∈X и x̂= (xn :n∈N)∈
∈XN, если lim

n
ρ(x, xn) = 0, где lim — классическая операция

предела в R.
Пространство с операцией предела (X, λ) называется мет-

ризуемым или метрическим пространством с операцией преде-
ла (короче — метрическим пространством), если операция пре-
дела λ может быть определена указанным выше образом неко-
торой метрикой ρ на X.
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Метрическое пространство является нормальным простран-
ством Фреше−Урысона (см. главу I, § 10, n◦ 2). Однако обратное
утверждение, вообще говоря, не верно.

Если (xni : (n, i)∈N×N) — такое семейство точек в метри-
ческом пространстве (X, λ), что для каждого n∈N последова-
тельность (xni : i∈N) сходится к ξn ∈X, а последовательность
(ξn :n∈N) сходится к x∈X, то найдется такое (jn :n∈N)∈NN,
что для любой последовательности натуральных чисел in > jn,
n∈N, последовательность (xnin : i∈N) сходится к x.

Прямое произведение (X, λ) конечного или счетного семей-
ства ((Xi, λi) : i∈ I) метрических пространств является метри-
ческим пространством, а секвенциальная топология простран-
ства (X, λ) является тихоновским произведением секвенциаль-
ных топологий пространств (Xi, λi), i∈ I. При этом если для
каждого i∈ I операция предела λi определяется метрикой ρi на
Xi, то операция предела λ определяется метрикой ρ на X, за-
данной равенством

ρ(x, y) =
∑
i∈I

1
2i

ρi(xi, yi)
1 + ρi(xi, yi)

для произвольных x= (xi : i∈ I) и y= (yi : i∈ I) из X.
Если для конечного или счетного множества I каждая опе-

рация предела λi, i∈ I, в X определяется метрикой ρi, то опе-
рация предела λ в X, являющаяся точной нижней границей в
L(X) системы {λi : i∈N}, определяется метрикой ρ, заданной
равенством

ρ(x, y) =
∑
i∈I

1
2i

ρi(x, y)
1 + ρi(x, y)

, (x, y)∈X×X.

В пространстве с метрикой (X, ρ) последовательность x̂=
= (xn :n∈N) называется ρ-фундаментальной, если для любого
числа ε> 0 существует такое n0 ∈N, что ρ(xn, ym)<ε для всех
натуральных n>n0 и m>n0.

Пространство с метрикой (X, ρ) называется полным, если в
нем любая ρ-фундаментальная последовательность сходится.

Пусть (X, ρ) и (X ′, ρ′) — пространства с метрикой. Отоб-
ражение f :X→X ′ называется изометрическим, если ρ(x, y) =
= ρ′(f(x), f(y)) для всех x и y из X. Говорят, что (X, ρ) изо-
метрично (X ′, ρ′), если существует изометрическое отображе-
ние X на X ′.
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Пополнением пространства с метрикой (X, ρ) называется
всякое полное пространство с метрикой (X̃, ρ̃), которое содер-
жит всюду плотное подпространство (X̃0, ρ̃0)⊂ (X̃, ρ̃), изомет-
ричное (X, ρ).

Как известно, всякое пространство с метрикой допускает по-
полнение, причем любые два его пополнения изометричны.

В пространстве с метрикой (X, ρ) для точки x0 ∈X и чис-
ла r > 0 множество {x∈X : ρ(x, x0)<r} открыто и называется
открытым шаром с центром в точке x0 и радиусом r, а мно-
жество {x∈X : ρ(x, x0) 6 r} замкнуто и называется замкнутым
шаром с центром в точке x0 и радиусом r (замыкание откры-
того шара может отличаться от соответствующего замкнутого
шара).

В пространстве с метрикой (X, ρ) множество M называется
ρ-предкомпактным, если любая последовательность в M обла-
дает ρ-фундаментальной подпоследовательностью; ρ-ограни-
ченным, если ρ(x, y)<r для некоторого r > 0 и всех x, y из M ;
ρ-вполне ограниченным, если для каждого ε> 0 существует
такое конечное K ⊂X, что для каждого x∈M найдется y ∈K,
удовлетворяющее неравенству ρ(x, y)<ε (включение K ⊂X
можно заменить на K ⊂M).

Очевидно, ρ-вполне ограниченное множество ρ-ограничено.
Кроме того, хорошо известны теорема Хаусдорфа о том, что
в пространстве с метрикой (X, ρ) множество ρ-предкомпактно
тогда и только тогда, когда оно ρ-вполне ограничено, а также
теорема Бэра о том, что полное пространство с метрикой явля-
ется множеством второй категории (см. определение 1.15).

С пространством с метрикой (X, ρ) связывается отношение
секвенциальной равномерности R в XN, состоящее из таких пар
(x̂, ŷ) последовательностей x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) в X,
что lim

n
ρ(xn, yn) = 0.

Пусть (X, ρ) — пространство с метрикой, а (X, R) — соответ-
ствующее пространство с секвенциальной равномерностью. По-
следовательность в X ρ-фундаментальна тогда и только тогда,
когда она R-фундаментальна, а подмножество в X ρ-предком-
пактно тогда и только тогда, когда оно R-предкомпактно. Про-
странства (X, ρ) и (X, R) имеют одну и ту же операцию пре-
дела, причем (X, ρ) полно тогда и только тогда, когда полно
(X, R).

Пространство с секвенциальной равномерностью (X, R) на-
зывается метризуемым или метрическим, если R может быть
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определено указанным выше образом некоторой метрикой на X.
Пополнение метризуемого пространства с секвенциальной

равномерностью может не быть метризуемым (в связи с этим
см. предложение 2.23, теорему 2.22 и доказанную ниже теорему
2.25, а также пример в главе III, § 16, n◦ 11). Поэтому попол-
нение неполного пространства с метрикой (X, ρ), вообще гово-
ря, отличается от пополнения соответствующего пространства с
секвенциальной равномерностью (X, R).

Известная из общей топологии теорема о метризуемости
равномерного пространства можно сформулировать для прост-
ранств с секвенциальной равномерностью следующим образом.

Теорема 2.25. Пространство с секвенциальной равномер-
ностью (X, R) метризуемо тогда и только тогда, когда от-
ношение секвенциальной равномерности R может быть опре-
делено конечной или счетной системой окружений, имеющей
пересечение ∆(X).

J Очевидно, в доказательстве нуждается лишь утвержде-
ние о том, что если отношение секвенциальной равномерности
R в XN определяется конечной или счетной системой окруже-
ний V в X×X, имеющей пересечение ∆(X), то (X, R) метри-
зуемо. Ясно, что если система окружений V конечна, то ∆(X)
является окружением пространства (X, R) и поэтому R может
быть определено метрикой ρ на X, заданной для всех x и y из
X равенствами ρ(x, y) = 1 при x 6= y и ρ(x, y) = 0 при x= y.

Рассмотрим случай, когда R определяется счетной системой
окружений V = {vn :n∈N}, имеющей пересечение ∆(X) (пред-
полагается, что R не может определяться конечной системой
окружений). В силу предложения 2.16 можно считать, что V
является фундаментальной системой окружений пространства
(X, R), состоящей из симметричных открытых окружений, удо-
влетворяющих включению v3

n+1⊂ vn для всех n∈N, причем⋂
n∈N

vn = ∆(X). (1)

Существование метрики ρ на X, определяющей отношение
секвенциальной равномерности R, докажем методом, указан-
ным в [18], с. 18. Определим функционал g :X×X→R+, поло-
жив g(x, x) = 0 для всех x∈X, g(x, y) = 1 для (x, y)∈ (X×X)\v1

и g(x, y) = 2−n для (x, y)∈ vn\vn+1 при каждом n∈N. Очевид-
но, g(x, y) = g(y, x) для всех (x, y)∈X×X и в силу (1) g(x, y) 6= 0
при x 6= y. Определим также функционал ρ :X×X→R+, поло-
жив
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ρ(x, y) = inf
n−1∑
i=0

g(zi, zi+1), (x, y)∈X×X, (2)

где точная нижняя граница берется по всевозможным n∈N и
семейству (z0, z1, . . . , zn) в X с z0 =x и zn = y. Очевидно, что

ρ(x, y) 6 g(x, y), (x, y)∈X×X. (3)

Докажем неравенство

g(x, y) 6 2ρ(x, y), (x, y)∈X×X. (4)

В случае x= y неравенство (4) очевидно. В случае x 6= y дока-
жем с помощью индукции по n∈N, что для каждого семейства
(z0, z1, . . . , zn) в X с z0 =x и zn = y имеет место неравенство

1
2
g(x, y) 6

n−1∑
i=0

g(zi, zi+1). (5)

Для n= 1 это очевидно. Пусть n> 1 и

a =
n−1∑
i=0

g(zi, zi+1). (6)

Очевидно, a> 0. Если a> 1
2 , то в силу g(x, y) 6 1 неравенство (5)

верно. Предположим a< 1
2 . Пусть k — наименьшее целое число,

удовлетворяющее условиям 0 6 k6n− 1 и

a

2
<

k∑
i=0
g(zi, zi+1). (7)

Существование k следует из (6). Если k 6= 0, то в силу его выбора

a

2
>

k−1∑
i=0

g(zi, zi+1), (8)

а если k 6=n− 1, то с учетом (6) и (7)

a

2
>

n−1∑
i=k+1

g(zi, zi+1). (9)

В случае 0<k<n− 1 из (6) имеем g(zk, zk+1) 6 a, а с учетом
неравенств (8) и (9) по предположению индукции
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1
2
g(x, zk) 6

k−1∑
i=0

g(zi, zi+1) 6
a

2
, (10)

1
2
g(zk+1, y) 6

n−1∑
i=k+1

g(zi, zi+1) <
a

2
. (11)

Из (10) и (11) получаем g(x, zk) 6 a и g(zk+1, y)<a. Пусть s∈N
— наименьшее число, для которого 2−s 6 a. Тогда s> 2, так как
a< 1

2 . Кроме того, g(x, zk) 6 2−s, g(zk, zk+1) 6 2−s и g(zk+1, y) 6
6 2−s. Поэтому (x, zk)∈ vs, (zk, zk+1)∈ vs, и (zk+1, y)∈ vs. От-
сюда следует, что (x, y)∈ v3

s ⊂ vs−1. В случае k= 0 из (6) имеем
g(x, z1) 6 a, а с учетом (9) по предположению индукции

1
2
g(z1, y) 6

n−1∑
i=1

g(zi, zi+1) <
a

2
.

Следовательно, g(x, z1) 6 2−s и g(z1, y) 6 2−s. Но тогда
(x, z1)∈ vs и (z1, y)∈ vs. Поэтому (x, y)∈ v2

s ⊂ vs−1. Если же
k=n− 1, то из (6) имеем g(zn−1, y) 6 a, а с учетом (8) по пред-
положению индукции

1
2
g(x, zn−1) 6

n−2∑
i=0

g(zi, zi+1) 6
a

2
.

Поэтому g(x, zn−1) 6 2−s, g(zn−1, y) 6 2−s. Следовательно,
(x, zn−1)∈ vs, (zn−1, y)∈ vs и, значит, (x, y)∈ v2

s ⊂ vs−1. Таким
образом, независимо от значения k имеем (x, y)∈ vs−1. Отсю-
да вытекает, что g(x, y) 6 21−s 6 2a. Полученное неравенство
g(x, y) 6 2a с учетом (6) совпадает с (5). Из (5) с учетом (2)
получаем (4).

Из (2) следует ρ(x, y) = ρ(y, x) и ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y)
для любых x, y и z из X. В силу (3) ρ(x, x) = 0 для всех x∈X.
Из (4) следует, что ρ(x, y) 6= 0 при x 6= y. Поэтому ρ является
метрикой на X.

Рассмотрим систему U ′ = {un :n∈N}, где un = {(x, y)∈
∈X×X : ρ(x, y)< 2−n}. Из (3) следует, что vn+1⊂un, n∈N.
Поэтому множества un являются окружениями пространства
(X, R). В силу (4) un⊂ vn, n∈N. А это означает, что U ′ являет-
ся фундаментальной системой окружений пространства (X, R).
Следовательно, построенная метрика ρ определяет отношение
секвенциальной равномерности R. I
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Полуметрикой на множестве X называется всякий функци-
онал d :X×X→R+, удовлетворяющий условиям

1) d(x, y) = d(y, x) для всех x и y из X;
2) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) для всех x, y и z из X;
3) d(x, x) = 0 для всех x∈X.

При этом число d(x, y) называется полурасстоянием между точ-
ками x и y.

Пара (X, d), где d — полуметрика на множестве X, назы-
вается пространством с полуметрикой. В (X, d) вводится опе-
рация предела Λ, считая x∈Λ(x̂) для x∈X и x̂= (xn :n∈N)∈
∈XN, если lim

n
d(xn, x) = 0. Очевидно, что если полуметрика d

определяет операцию предела Λ, по которой стационарная по-
следовательность имеет один предел, то d является метрикой, а
Λ — операцией однозначного предела.

Пространство с операцией предела (X, Λ) называется полу-
метризуемым или полуметрическим пространством с опера-
цией предела (короче — полуметрическим пространством), если
операция предела Λ может быть определена указанным выше
образом некоторой полуметрикой d на X.

Полуметрическое пространство является пространством
Фреше−Урысона, в котором любые два непересекающихся за-
мкнутых множества имеют непересекающиеся открытые окре-
стности.

В пространстве с полуметрикой по аналогии с пространством
с метрикой вводятся понятия открытого шара, замкнутого ша-
ра, фундаментальной последовательности, предкомпактного
множества, ограниченного множества и вполне ограниченного
множества. Вводятся также понятия полного пространства с
полуметрикой и пополнения пространства с полуметрикой.

С пространством с полуметрикой (X, d) связывается отно-
шение секвенциальной равномерности R в XN, состоящее из
таких пар (x̂, ŷ) последовательностей x̂= (xn :n∈N) и ŷ=
= (yn :n∈N) в X, что lim

n
d(xn, yn) = 0.

Пространство с секвенциальной равномерностью (X, R) на-
зывается полуметризуемым или полуметрическим, если R мо-
жет быть определено указанным выше образом некоторой по-
луметрикой d на X.

Пополнение полуметризуемого пространства с секвенциаль-
ной равномерностью может не быть полуметризуемым.

Теорема 2.26. Пространство с секвенциальной равномер-
ностью (X, R) полуметризуемо тогда и только тогда, когда
отношение секвенциальной равномерности R может быть
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определено конечной или счетной системой окружений.
J В доказательстве нуждается лишь утверждение о том, что

если отношение секвенциальной равномерности R в XN опреде-
ляется конечной или счетной системой окружений V в X×X, то
пространство (X, R) полуметризуемо. Если система V конечна,
то в силу предложения 2.13 пересечение w =

⋂
v∈V

v является сим-

метричным открытым окружением пространства (X, R), удо-
влетворяющим равенству w2 = w, причем R может быть опре-
делено одним лишь окружением w. Определим функционал
d :X×X→R+, положив d(x, y) = 0 для (x, y)∈w и d(x, y) = 1
для (x, y)∈ (X×X)\w. Из указанных свойств окружения w сле-
дует, что d есть полуметрика на X. При этом, очевидно, d опре-
деляет отношение секвенциальной равномерности R.

Рассмотрим случай счетной системы окружений V =
= {vn :n∈N} (предполагается, что R не может определяться ко-
нечной системой окружений). В силу предложения 2.16 можно
считать, что V является фундаментальной системой окруже-
ний пространства (X, R), состоящей из симметричных откры-
тых окружений, удовлетворяющих включению v3

n+1⊂ vn для
всех n∈N. Пересечение системы V обозначим через H.
Тогда ∆(X)⊂H, H−1 =H и H2 =H.

Определим функционал g :X×X→R+, положив g(x, y) = 0
для (x, y)∈H, g(x, y) = 1 для (x, y)∈ (X×X)\v1 и g(x, y) = 2−n
для (x, y)∈ vn\vn+1 при каждом n∈N. Определим также функ-
ционал d :X×X→R+, положив

d(x, y) = inf
n−1∑
i=0

g(zi, zi+1), (x, y)∈X×X,

где точная нижняя граница берется по всевозможным n∈N и
семейству (z0, z1, . . . , zn) в X с z0 =x и zn = y. Имеют место
неравенства

d(x, y) 6 g(x, y) 6 2d(x, y), (x, y)∈X×X.

Первое из них очевидно. Для (x, y)∈H второе неравенство то-
же очевидно. В случае (x, y)∈ (X×X)\H второе неравенство
доказывается повторением рассуждений, сделанных в доказа-
тельстве теоремы 2.25. Из этих неравенств и указанных свойств
множества H следует, что d является полуметрикой на X, опре-
деляющей отношение секвенциальной равномерности R. I

Из теорем 2.25 и 2.26 вытекает
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Предложение 2.26. Пространство с секвенциальной рав-
номерностью полуметризуемо тогда и только тогда, когда его
фактор-пространство метризуемо. I

§ 9. Ограниченности и вполне ограниченности
множества в пространстве с секвенциальной

равномерностью

В предыдущем параграфе с пространством с полуметрикой
было ассоциировано пространство с секвенциальной равномер-
ностью. В главе III исследуются линейные пространства с опера-
цией предела, имеющие аналогию с топологическими векторны-
ми пространствами, причем в § 11 главы III вкратце рассматри-
ваются также кольца с операцией предела, имеющие аналогию с
топологическими кольцами. Как в линейном пространстве, так
и в кольце с операцией предела, известным образом вводится
понятие ограниченного множества. Кроме того, с каждым из
этих пространств ассоциируется пространство с секвенциаль-
ной равномерностью. Учитывая это, естественно ввести общее
понятие ограниченного множества в пространстве с секвенци-
альной равномерностью. Однако трудно ввести одно такое по-
нятие ограниченного множества, которое обобщало бы все поня-
тия ограниченного множества, введенные в указанных трех ти-
пах пространств (имеется ввиду пространство с полуметрикой,
линейное пространство с операцией предела и кольцо с опера-
цией предела). Укажем три различных способа введения поня-
тия ограниченного множества в пространстве с секвенциальной
равномерностью (X, R). В одном из них используется некото-
рая система V окружений пространства (X, R) (в связи с этим
см. [16], с. 252); в другом — используется некоторая система
F функционалов ϕ :X×X→R+ (например, в случае простран-
ства с полуметрикой (X, d) система F состоит из единственного
функционала d, а в случае линейного пространства с операцией
предела система F строится при помощи функционалов Мин-
ковского окрестностей нуля); в третьем — используется некото-
рая система B отображений X в себя (например, в случае ли-
нейного пространства B есть система всех отображений, каждое
из которых является умножением на число, а в случае кольца с
операцией предела, обладающего единицей, B есть система всех
отображений, каждое из которых является умножением на эле-
мент кольца).

Определение 2.12. Пусть V — некоторая система ок-
ружений пространства с секвенциальной равномерностью
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(X, R). Подмножество M ⊂X называется V -ограниченным
(или V -ограниченным по композиции), если для каждого v∈V
существуют такие n∈N и конечное K ⊂X, что M ⊂ vn[K].

Подмножество V -ограниченного множества, конечное объ-
единение V -ограниченных множеств и квазизамыкание V -огра-
ниченного множества V -ограничены. Если внутренность каж-
дого v∈V содержит диагональ ∆(X), то замыкание V -ограни-
ченного множества тоже V -ограничено (это доказывается с ис-
пользованием предложения 2.4).

Пусть V — некоторая система поглощающих по компози-
ции окружений пространства с секвенциальной равномерностью
(X, R), т. е. таких окружений v, что X×X =

⋃
n∈N

vn. Тогда в

пространстве (X, R) для V -ограниченности множества M необ-
ходимо и достаточно, чтобы для каждых v∈V и x∈X суще-
ствовало такое n∈N, что M ⊂ vn[x]. Кроме того, множество M
V -ограничено тогда и только тогда, когда для каждого v∈V
существует такое n∈N, что M×M ⊂ vn.

Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с секвенциальной рав-
номерностью, U и Ũ — полные системы окружений, W и W̃
— полные системы открытых окружений пространств (X, R) и
(Y, R̃) соответствено, а f :X→Y — секвенциально равномер-
но непрерывное отображение. Если в (X, R) множество M U -
ограничено (W -ограничено), то в (Y, R̃) множество f(M) Ũ -
ограничено (W̃ -ограничено).

Пусть U — полная система окружений пространства с се-
квенциальной равномерностью (X, R), ассоциированного с про-
странством с метрикой (X, ρ). Тогда U -ограниченность подмно-
жества M ⊂X эквивалентна следующему: для каждого r > 0 су-
ществуют такие n∈N и конечное K⊂X, что для каждого x∈M
найдется семейство (x0, x1, . . . , xn) в X с x0 ∈K, xn =x и
ρ(xi−1, xi)<r, i= 1, 2, . . . , n. Ясно, что в некоторых случаях U -
ограниченность множества эквивалентна его ρ-ограниченности.
Аналогично можно охарактеризовать U -ограниченность множе-
ства в случае пространства с полуметрикой.

С введенным понятием ограниченного множества связыва-
ется следующее понятие вполне ограниченного множества.

Определение 2.13. Пусть V — некоторая система окру-
жений пространства с секвенциальной равномерностью
(X, R). Подмножество M ⊂X называется V -вполне ограни-
ченным, если для каждого v∈V существует такое конечное
K ⊂X, что M ⊂ v[K].
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Очевидно, V -вполне ограниченное множество V -ограничено.
Подмножество V -вполне ограниченного множества и конечное
объединение V -вполне ограниченных множеств V -вполне огра-
ничены.

Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с секвенциальной рав-
номерностью, U и Ũ — полные системы окружений, W и W̃
— полные системы открытых окружений пространств (X, R) и
(Y, R̃) соответственно, а f :X→Y — секвенциально равномер-
но непрерывное отображение. Если в (X, R) множество M U -
вполне ограничено (W -вполне ограничено), то в (Y, R̃) множе-
ство f(M) Ũ -вполне ограничено (W̃ -вполне ограничено).

Введем еще одно понятие вполне ограниченного множества.
Определение 2.14. В пространстве с секвенциальной рав-

номерностью (X, R) множество M называется R-вполне ог-
раниченным, если каждая последовательность x̂= (xn :n∈N)
в M обладает двумя такими подпоследовательностями x̂′ =
= (xin :n∈N) и x̂′′ = (xjn :n∈N), что (x̂′, x̂′′)∈R и in 6= jn для
всех n∈N.

Теорема 2.27. В пространстве с секвенциальной равномер-
ностью (X, R) множество M R-вполне ограничено тогда и
только тогда, когда для каждых M1⊂M и окружения u про-
странства (X, R) существует такое конечное K1⊂M1, что
M1⊂u[K1].

J Пусть множество M R-вполне ограничено. Рассмотрим
подмножество M1⊂M и симметричное окружение u простран-
ства (X, R). Обозначим через E множество таких K ⊂M1, что
(x, y) /∈u для любых x 6= y из K. Множество E частично упо-
рядочим отношением включения. Очевидно, любое непустое со-
вершенно упорядоченное подмножество множества E имеет точ-
ную верхнюю границу. В силу леммы Цорна существует в E
максимальный элемент. Любой максимальный элемент множе-
ства E является конечным подмножеством множества M1. Дей-
ствительно, в противном случае существует такая последова-
тельность x̂= (x1, x2, . . .) попарно различных точек из M1, что
(xn, xm) /∈u для всех натуральных n 6=m. А это, очевидно, про-
тиворечит условию R-вполне ограниченности M . Пусть K1 —
некоторый максимальный элемент множества E. Тогда для
каждого x∈M1 существует такое y ∈K1, что (x, y)∈u и
(y, x)∈u. Следовательно, M1⊂u[K1].

Пусть, обратно, множество M такое, что для каждых M1⊂
⊂M и окружения u пространства (X, R) существует конечное



§ 9. Ограниченности и вполне ограниченности множества 207

K1⊂M1, удовлетворяющее включению M1⊂u[K1]. Рассмот-
рим последовательность x̂= (x1, x2, . . .) в M и докажем суще-
ствование таких подпоследовательностей x̂′ = (xin :n∈N)≺ x̂ и
x̂′′ = (xjn :n∈N)≺ x̂, что (x̂′, x̂′′)∈R и in 6= jn для всех n∈N. В
случае конечного [x̂] существование указанных подпоследова-
тельностей очевидно. Поэтому предположим, что [x̂] бесконеч-
но. Возможны следующие три случая:

1) существуют в [x̂] такие последовательности ξ̂= (ξn :n∈N)
и η̂= (ηn :n∈N), что (ξ̇n, η̇n)∈R и ξn 6= ηn, ξn 6= ξm, ηn 6= ηm для
всех натуральных n 6=m;

2) существуют такие ξ ∈ [x̂] и последовательность η̂ попарно
различных точек из [x̂], что (ξ̇, η̂)∈R;

3) первые два случая не имеют места, т. е. множество пар
(ξ, η)∈ ([x̂]×[x̂])\∆(X), для которых (ξ̇, η̇)∈R, конечно и
(ξ̇, η̂) /∈R для любых ξ ∈ [x̂] и последовательности η̂ попарно
различных точек из [x̂].

В первом случае (ξ̂, η̂)∈R и существует (x̂′, x̂′′)≺ (ξ̂, η̂), где
x̂′≺ x̂ и x̂′′≺ x̂. Очевидно, x̂′ и x̂′′ обладают требуемыми свой-
ствами. Во втором случае существует такое η̂′≺ η̂, что η̂′≺ x̂.
Из (ξ̇, η̂′)∈R следует, что η̂′ сходится к ξ. Поэтому существу-
ют x̂′≺ η̂′ и x̂′′≺ η̂′, обладающие требуемыми свойствами. В тре-
тьем случае существует такая подпоследовательность ŷ≺ x̂
попарно различных точек, что (ξ̇, η̇) /∈R для любых ξ 6= η из
[ŷ] и (ξ̇, η̂) /∈R для любых ξ ∈ [ŷ] и η̂ ∈ [ŷ]N. Из условия, нало-
женного на подмножество M1 = [ŷ]⊂M , следует, что множество
H = ([ŷ]×[ŷ])\∆(X) имеет непустое пересечение с каждым окру-
жением пространства (X, R). Отсюда в силу теоремы 2.8 следу-
ет существование такой последовательности точек (ξn, ηn)∈H,
n∈N, что (ξ̂, η̂)∈R, где ξ̂= (ξ1, ξ2, . . .) и η̂= (η1, η2, . . .). Соглас-
но выбору ŷ, ни одна из последовательностей ξ̂ и η̂ не облада-
ет стационарной подпоследовательностью. Поэтому существует
(x̂′, x̂′′)≺ (ξ̂, η̂), где x̂′≺ ŷ и x̂′′≺ ŷ. Очевидно, x̂′ и x̂′′ обладают
требуемыми свойствами. I

Из теоремы 2.27 следует, что для любой системы V окру-
жений пространства с секвенциальной равномерностью (X, R)
R-вполне ограниченное множество V -вполне ограничено.

Подмножество R-вполне ограниченного множества, конеч-
ное объединение R-вполне ограниченных множеств и предком-
пактное множество R-вполне ограничены.



208 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

Предложение 2.27. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, a x̂ и ŷ — такие последователь-
ности в X, что (x̂, ŷ)∈R. Если одно из множеств [x̂] и [ŷ]
R-вполне ограничено, то таково и другое. I

Предложение 2.28. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-
ства с секвенциальной равномерностью, a G⊂X. Если функ-
ция f :G→Y секвенциально равномерно непрерывна на R-вполне
ограниченном G′⊂G, то f(G′) R̃-вполне ограничено. I

Предложение 2.29. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, имеющее полную систему окру-
жений U и полную систему открытых окружений W . Ес-
ли система окружений V ⊂U такая, что каждое u∈V со-
держит v∈V , для которого v2⊂u, то замыкание V -вполне
ограниченного множества V -вполне ограничено, а замыкание
V -ограниченного множества V -ограничено. Если же каждое
u∈U содержит такое v∈U , что v2⊂u, то понятия R-вполне
ограниченного множества, U -вполне ограниченного множе-
ства и W -вполне ограниченного множества попарно эквива-
лентны, а понятия U -ограниченного множества и W -ограни-
ченного множества тоже эквивалентны.

J Пусть подмножество M ⊂X V -вполне ограничено, а для
u∈V окружение v∈V выбрано так, чтобы v2⊂u. Существует
такое конечное K ⊂X, что M ⊂ v[K]. Согласно утверждению в)
предложения 2.15, каждое окружение из V содержит открытое
окружение. Поэтому в силу теоремы 2.15 M ⊂ v[M ]⊂ v[v[K]]⊂
⊂ v2[K]⊂u[K]. Следовательно, замыкание M V -вполне огра-
ничено. Если же M V -ограничено, то для u∈V существуют
n∈N и конечное K ′⊂X, такие, что M ⊂un[K ′]. Отсюда полу-
чаем M ⊂u[un[K ′]]⊂un+1[K ′]. Значит, M V -ограничено.

Пусть каждое u∈U содержит такое v∈U , что v2 ⊂ u. Дока-
жем, что тогда каждое W -вполне ограниченное подмножество
M ⊂X R-вполне ограничено. Пусть M1⊂M . С учетом утвер-
ждения в) предложения 2.15 для u∈U выберем симметричное
w∈W так, чтобы w2⊂u. Существует такое конечное K ⊂X,
что M ⊂w[K] и, в частности, M1⊂w[K]. Тогда M1⊂w[K ′] для
K ′ =K∩w[M1]. Каждому y ∈K ′ сопоставим такое z ∈M1, что
(y, z)∈w, и конечное множество выбранных z обозначим через
K1. Для каждого x∈M1 существует такое y ∈K ′, что (x, y)∈w,
а для y существует такое z ∈K1, что (y, z)∈w. Поэтому (x, z)∈
∈w2⊂u и (z, x)∈w2⊂u. Значит, M1⊂u[K1]. Отсюда в силу
теоремы 2.27 получаем R-вполне ограниченность M . I
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В приведенном ниже определении 2.15 при наличии отно-
шения секвенциальной равномерности R в XN секвенциально
равномерная непрерывность функционала ϕ :X×X→R пони-
мается в смысле его (R̃, R0)-секвенциально равномерной непре-
рывности, где R̃ — отношение секвенциальной равномерности
прямого произведения (X, R)×(X, R), а R0 — классическое от-
ношение секвенциальной равномерности в RN. Кроме того, под
ограниченностью функционала ϕ наH ⊂X×X подразумевается
классическая ограниченность числового множества ϕ(H).

Определение 2.15. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью, а F — некоторая система
функционалов ϕ :X×X→R+, равных нулю на ∆(X) и секвен-
циально равномерно непрерывных на ∆(X), каждый из кото-
рых ограничен единицей на некотором окружении простран-
ства (X, R). Подмножество M ⊂X называется F-ограничен-
ным, если каждый функционал ϕ∈F ограничен на M×M .

Подмножество F-ограниченного множества и конечное объ-
единение F-ограниченных множеств F-ограничены. Если каж-
дый функционал из системы F секвенциально полунепрерывен
сверху (см. определение 1.36) в смысле операции предела про-
странства (X, R)×(X, R), то секвенциально квазикомпактное
множество F-ограничено.

Определение 2.16. Пусть (X, R) — пространство с се-
квенциальной равномерностью. Последовательности отобра-
жений B′

n :X→X и B′′
n :X→X, n∈N, называются R-экви-

валентными, если для любого x∈X последовательности ξ̂′ =
= (B′

n(x) :n∈N) и ξ̂′′ = (B′′
n(x) :n∈N) находятся в отношении

(ξ̂′, ξ̂′′)∈R.
Если последовательности B̂′ = (B′

n :n∈N) и B̂′′ = (B′′
n :n∈N)

отображений R-эквивалентны и (B̂′
1, B̂

′′
1 )≺ (B̂′, B̂′′), то B̂′

1 и B̂′′
1

R-эквивалентны. Обратно, если для любого (B̂′
1, B̂

′′
1 )≺ (B̂′, B̂′′)

существует пара (B̂′
2, B̂

′′
2 )≺ (B̂′

1, B̂
′′
1 ) R-эквивалентных последо-

вательностей B̂′
2 и B̂′′

2 , то B̂′ и B̂′′ тоже R-эквивалентны.
Определение 2.17. Пусть (X, R)—пространство с секвен-

циальной равномерностью, а B — некоторая система отобра-
жений X в себя. Подмножество M ⊂X называется B-ограни-
ченным, если для любых (xn :n∈N)∈MN и R-эквивалентных
последовательностей (B′

n :n∈N) и (B′′
n :n∈N) в B последова-

тельности ξ̂′ = (B′
n(xn) :n∈N) и ξ̂′′ = (B′′

n(xn) :n∈N) наход-
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ятся в отношении (ξ̂′, ξ̂′′)∈R.
Подмножество B-ограниченного множества, конечное объ-

единение B-ограниченных множеств и конечное множество B-
ограничены.

Предложение 2.30. Пусть (X, R)—пространство с сек-
венциальной равномерностью, V — некоторая система окру-
жений этого пространства, определяющая отношение секвен-
циальной равномерности R, а B—некоторая система отоб-
ражений X в себя. Подмножество M ⊂X B-ограничено то-
гда и только тогда, когда для каждых окружения v∈V и R-
эквивалентных последовательностей (B′

n :n∈N) и (B′′
n :n∈N)

в B существует такое m∈N, что (B′
n(x), B′′

n(x))∈ v для всех
n>m и x∈M . I

Теорема 2.28. Пусть (X, R) —пространство с секвенци-
альной равномерностью, имеющее полную систему окружений
U и полную систему открытых окружений W , а B — неко-
торая система секвенциально непрерывных отображений X в
себя. Тогда

а) если система окружений V = {u3 : u∈U} определяет от-
ношение секвенциальной равномерности R, то в (X, R) квази-
замыкание B-ограниченного множества B-ограничено;

б) если система окружений {w3 : w∈W} определяет отно-
шение секвенциальной равномерности R, то в (X, R) замыка-
ние B-ограниченного множества B-ограничено.

J Пусть подмножество M⊂X B-ограничено, x∈M+ и v∈V .
Выберем симметричное окружение u∈U так, чтобы u3⊂ v. Рас-
смотрим R-эквивалентные последовательности (B′

n :n∈N) и
(B′′

n :n∈N) в B. Очевидно, для каждого y ∈X множество u[y]
является окрестностью точки y. Поэтому для каждого n∈N в
силу секвенциальной непрерывности отображений B′

n и B′′
n су-

ществует такая окрестность un точки x, что B′
n(un)⊂u[B′

n(x)] и
B′′
n(un)⊂ u[B′′

n(x)]. Однако M∩un 6= Ø. Пусть xn ∈M∩un. Тогда
(B′

n(xn), B′
n(x))∈u и (B′′

n(xn), B′′
n(x))∈u. В силу B-ограничен-

ности M существует такое m∈N, что (B′
n(xn), B′′

n(xn))∈u при
n>m. Поэтому (B′

n(x), B′′
n(x))∈u3⊂ v для всех x∈M+ и n>m.

Отсюда следует B-ограниченность квазизамыкания M+. Утвер-
ждение б) доказывается аналогично. I

Ясно, что для B-ограниченнoсти множества необходима и
достаточна B-ограниченность каждого его счетного подмножес-
тва, а для B-ограниченнoсти замыкания (квазизамыкания) мно-
жества необходима и достаточна B-ограниченность замыкания
(квазизамыкания) каждого счетного подмножества этого мно-
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жества. Аналогичные утверждения верны также для понятия
R-вполне ограниченнoго множества.

Введенные понятия ограниченности множества {xi : i∈ I} бу-
дем использовать также для семейства (xi : i∈ I).

§ 10. Функциональные пространства

1. Поточечная и равномерная сходимости. Равносте-
пенно секвенциальная непрерывность. Равностепенно
секвенциально равномерная непрерывность. Пространст-
во, точками которого являются отображения одного множества
в другое, будем называть функциональным пространством.

Определение 2.18. Пусть X — непустое множество, а
(Y, Λ̃) — пространство с операцией предела. Будем говорить,
что последовательность f̂ = (fn :n∈N) отображений X в Y
сходится в точке x0 ∈X к отображению f :X→Y , если по-
следовательность (fn(x0) :n∈N) сходится к y0=f(x0) в (Y, Λ̃).
При этом если f̂ сходится к f в каждой точке из M ⊂X, то
будем говорить, что f̂ сходится к f поточечно на M , а f яв-
ляется поточечным пределом последовательности f̂ на M .

Обозначим через F множество всех отображений множества
X в Y , т. е. F =Y X . Отображение ΛM :FN→ 2F , сопоставля-
ющее каждой последовательности f̂ ∈FN множество ее пото-
чечных пределов на M ⊂X, является операцией предела в F
и называется операцией предела поточечной сходимости на M ,
а (F , ΛM ) называется функциональным пространством пото-
чечной сходимости на M . Очевидно, (F , ΛM ) можно предста-
вить в виде прямого произведения (F , ΛM ) =

∏
x∈X

(Y, Λ̃x), где

Λ̃x = Λ̃ при x∈M и Λ̃x есть слабейшая операция предела в Y при
x∈X\M . В частности, (F , ΛX) = (Y, Λ̃)X . Если G — объедине-
ние некоторой системы S подмножеств в X, то ΛG есть точная
нижняя граница в L(F) системы операций предела {ΛM :M∈S}.

Пусть (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
ностью, а RM ⊂FN×FN — подмножество таких пар (f̂ , ĝ) по-
следовательностей f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) в F =Y X ,
что для любой точки x∈M ⊂X последовательности ξ̂= (fn(x) :
n∈N) и η̂= (gn(x) :n∈N) находятся в отношении (ξ̂, η̂)∈ R̃. Лег-
ко проверить, что RM определяет в FN отношение секвенциаль-
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ной равномерности, а в F операцию предела ΛM поточечной схо-
димости на M и называется отношением секвенциальной рав-
номерности, соответствующим поточечной сходимости на M .
Пространство (F , RM ) тоже называется функциональным про-
странством поточечной сходимости на M .

Определение 2.19. Пусть X — непустое множество, а
(Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерностью.
Будем говорить, что последовательность f̂ = (fn :n∈N) ото-
бражений X в Y сходится к отображению f :X→Y равно-
мерно на M ⊂X, а f является ее равномерным пределом
на M , если для любого (xn :n∈N)∈MN последовательности
ξ̂= (fn(xn) :n∈N) и η̂= (f(xn) :n∈N) находятся в отношении
(ξ̂, η̂)∈ R̃. Если последовательность f̂ сходится к f равномер-
но на каждом множестве из некоторой системы S подмно-
жеств множества X, то будем говорить, что f̂ сходится
к f равномерно на системе S, а f является S-равномерным
пределом последовательности f̂ , причем такую сходимость
будем называть S-равномерной сходимостью.

Отображение ΛS :FN→ 2F , сопоставляющее каждой после-
довательности f̂ ∈FN множество ее S-равномерных пределов,
является операцией предела в F и называется операцией преде-
ла S-равномерной сходимости, а (F , ΛS) называется функцио-
нальным пространством S-равномерной сходимости. В случае,
когда система S состоит из одного подмножества M ⊂X, т. е.
S = {M}, получается операция предела Λ{M} равномерной схо-
димости на M . В общем случае ΛS является точной нижней
границей в L(F) системы {Λ{M} :M ∈S}. Если множества из S
конечны, то S-равномерная сходимость совпадает с поточечной
сходимостью на объединении системы S.

Пусть RS⊂FN×FN — подмножество таких пар (f̂ , ĝ) по-
следовательностей f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) в F , что
для любых M ∈S и (xn :n∈N)∈MN последовательности ξ̂=
= (fn(xn) :n∈N) и η̂= (gn(xn) :n∈N) находятся в отношении
(ξ̂, η̂)∈ R̃. Легко проверяется, что RS определяет в FN отно-
шение секвенциальной равномерности, а в F операцию преде-
ла ΛS и называется отношением секвенциальной равномерно-
сти, соответствующим S-равномерной сходимости. Простран-
ство (F , RS) тоже называется функциональным пространством
S-равномерной сходимости. В случае, когда система S состоит
из одного подмножества M ⊂X, т. е. S = {M}, получается отно-
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шение секвенциальной равномерности R{M}, соответствующее
равномерной сходимости наM . В общем случае RS =

⋂
M∈S

R{M}.

Если множества из S конечны, то RS совпадает с отношени-
ем секвенциальной равномерности, соответствующим поточеч-
ной сходимости на объединении G системы S. Если же система
S конечна, то RS совпадает с отношением секвенциальной рав-
номерности, соответствующим равномерной сходимости на G.

Замечание 2.2. Пусть S — некоторая система подмножеств
множества X, S′ — система всех конечных объединений мно-
жеств из S, S′′ — система всех конечных или счетных подмно-
жеств множеств из S, а S′′′⊂S′′ — такая подсистема, что для
каждого множества {xn :n∈N} из системы S′′ последователь-
ность (xn :n∈N) обладает подпоследовательностью (xkn :n∈N),
задающей множество {xkn :n∈N} из системы S′′′. Тогда, как
нетрудно убедиться, RS =RS′ =RS′′ =RS′′′ . Отсюда следует,
что если (X, Λ) — пространство с операцией предела, S и S1 —
системы соответственно всех секвенциально квазикомпактных
и всех секвенциально компактных подмножеств в X, а S′′′ —
система всех таких множеств {xn :n∈N} точек из X, что после-
довательность (xn :n∈N) сходится, то RS =RS1 =RS′′′ . Кроме
того, если (X, R) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью, а S′′′ — система всех таких множеств {xn :n∈N} точек
из X, что последовательность (xn :n∈N) фундаментальна,
то RS =RS′′′ .

Замечание 2.3. Пусть (X, R) — пространство с секвенци-
альной равномерностью; F =XX ; M ⊂X; B⊂F ; RX и R{M} —
отношения секвенциальной равномерности в FN, соответству-
ющие поточечной сходимости на X и равномерной сходимо-
сти на M . Тогда R-эквивалентность последовательностей B̂′ =
= (B′

n :n∈N) и B̂′′ = (B′′
n :n∈N) в B означает (B̂′, B̂′′)∈RX , а B-

ограниченность множества M означает (BN×BN)∩RX ⊂R{M}.
Предложение 2.31. Пусть X — непустое множество,

(Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерностью, а
Ṽ — некоторая система окружений пространства (Y, R̃), опре-
деляющая отношение секвенциальной равномерности R̃. После-
довательность (fn :n∈N) отображений X в Y тогда и толь-
ко тогда сходится к отображению f :X→Y равномерно на
M ⊂X, когда для каждого ṽ∈ Ṽ существует такое m∈N, что
(fn(x), f(x))∈ ṽ для всех n>m и x∈M . I
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Теорема 2.29. Пусть X — непустое множество, (Y, R̃)
— пространство с секвенциальной равномерностью, имеющее
полную систему окружений Ũ ; S — некоторая система под-
множеств в X; F =Y X ; RS — отношение секвенциальной
равномерности в FN, соответствующее S-равномерной схо-
димости; US — полная система окружений пространства
(F , RS). Тогда справедливы следующие утверждения.

а) Если система окружений Ṽ ⊂ Ũ определяет отношение
секвенциальной равномерности R̃, а v(ṽ, M) для каждых
ṽ∈ Ṽ и M ∈S — множество таких (f, g)∈F×F , что
(f(x), g(x))∈ ṽ для всех x∈M , то v(ṽ, M)∈US, причем си-
стема окружений VS = {v(ṽ, M) : ṽ∈ Ṽ , M ∈S} определяет в
FN отношение секвенциальной равномерности RS (в случае
Ṽ = Ũ фильтр в F×F , имеющий предбазу VS, может отли-
чаться от US).

б) Если для некоторого m∈N система окружений {ũm :
ũ∈ Ũ} определяет в Y N отношение секвенциальной равномер-
ности R̃, то система окружений {um : u∈US} определяет в
FN отношение секвенциальной равномерности RS.

в) Если (Y, R̃) имеет такую систему окружений Ṽ , опре-
деляющую отношение секвенциальной равномерности R̃, что
для каждого ṽ∈ Ṽ существует ṽ1 ∈ Ṽ , удовлетворяющее
включению ṽ2

1⊂ ṽ, то (F , RS) тоже имеет такую систему
окружений V, определяющую отношение секвенциальной рав-
номерности RS, что для каждого v∈V существует v1 ∈V,
удовлетворяющее включению v2

1⊂v. При этом если S покры-
вает X, а (Y, R̃) имеет операцию однозначного предела, то про-
странства (Y, R̃) и (F , RS) хаусдорфовы.

г) Если S покрывает X и каждое множество из S конечно,
а (Y, R̃) хаусдорфово, то (F , RS) тоже хаусдорфово.

д) Если S покрывает X, а (Y, R̃) отделимо, то (F , RS)
тоже отделимо.

е) Если S покрывает X, а (Y, R̃) имеет операцию однознач-
ного предела, то (F , RS) тоже имеет операцию однозначного
предела.

ж) Если R̃ определяется полуметрикой d̃ на Y , а S =
= {Mn :n∈N}, то RS может быть определено полуметрикой
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d на F , заданной равенством

d(f, g) =
∞∑
n=1

1
2n

dn(f, g)
1 + dn(f, g)

, f ∈F , g ∈F ,

где dn(f, g) = sup
x∈Mn

d̃(f(x), g(x)) (в случае dn(f, g) =∞ счита-

ется dn(f, g)(1 + dn(f, g))−1 = 1). При этом если d̃ является
метрикой, а S покрывает X, то d является метрикой. I

Замечание 2.4. В связи с утверждением а) теоремы 2.29
отметим, что для каждого окружения ũ пространства (Y, R̃)
и каждого конечного подмножества K ⊂X множество v(ũ, K)
таких пар (f, g)∈F×F , для которых (f(x), g(x))∈ ũ при всех
x∈K, является окружением функционального пространства
(F , RX) поточечной сходимости на X, причем в случае откры-
того окружения ũ окружение v(ũ, K) тоже открыто.

Теорема 2.30. Пусть (X, Λ) — пространство с операци-
ей предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
ностью, имеющее такую полную систему окружений Ũ , что
система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃; f̂ = (fn :n∈N) — последова-
тельность секвенциально непрерывных в точке x0 ∈X отоб-
ражений X в Y ; ux0 — окрестность точки x0. Если последо-
вательность f̂ сходится к отображению f :X→Y равномерно
на каждом подмножестве {xn :n∈N}⊂ux0 , для которого по-
следовательность (xn :n∈N) сходится к x0, то f секвенциаль-
но непрерывно в точке x0.

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. Рассмотрим сходящуюся к x0 последовательность
точек xn ∈X, n∈N. Найдется такое m∈N, что xn ∈ux0 для всех
n>m. В силу предложения 2.31 из равномерной сходимости f̂
к f на множестве {x0}∪{xn :n>m} следует существование та-
кого i∈N, что (fi(x0), f(x0))∈ ũ и (fi(xn), f(xn))∈ ũ для всех
n>m. Поскольку fi секвенциально непрерывно в точке x0, най-
дется такое n0 >m, что (fi(xn), fi(x0))∈ ũ для всех n>n0. По-
этому (f(xn), f(x0))∈ ũ3⊂ ṽ для всех n>n0. Отсюда получаем
(ŷ, ẏ0)∈ R̃ для ŷ= (f(xn) :n∈N) и y0 = f(x0). Значит, ŷ сходится
к y0 в (Y, R̃), а f секвенциально непрерывно в точке x0. I
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Теорема 2.31. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет такую
полную систему окружений Ũ , что система окружений Ṽ =
= {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномер-
ности R̃, u0 — окружение пространства (X, R), а M ⊂X и
U = u0[M ]. Если последовательность f̂ = (fn : n∈N) секвенци-
ально равномерно непрерывных на M отображений X в Y схо-
дится к отображению f :X→Y равномерно на U , то f секвен-
циально равномерно непрерывно на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ3⊂ ṽ. Рассмотрим такие последовательности x̂=
= (xn :n∈N) в X и x̂′ = (x′n :n∈N) в M , что (x̂, x̂′)∈R. Най-
дется m∈N, для которого (xn, x′n)∈u0, (x′n, xn)∈u0 и, значит,
xn ∈U при всех n>m. В силу предложения 2.31 из равномер-
ной сходимости f̂ к f на U следует существование такого i∈N,
что (fi(xn), f(xn))∈ ũ и (fi(x′n), f(x′n))∈ ũ для всех n>m. По-
скольку fi секвенциально равномерно непрерывно на M , най-
дется такое n0 >m, что (fi(xn), fi(x′n))∈ ũ для всех n>n0. По-
этому (f(xn), f(x′n))∈ ũ3⊂ ṽ для всех n>n0. Отсюда следует,
что (ŷ, ŷ′)∈ R̃ для ŷ= (f(xn) :n∈N) и ŷ′ = (f(x′n) :n∈N). Зна-
чит, f секвенциально равномерно непрерывно на M . I

Теорема 2.32. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет такую
полную систему окружений Ũ , что система окружений Ṽ =
= {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномер-
ности R̃; S — система всех R-вполне ограниченных подмно-
жеств в X; f̂ = (fn :n∈N) — последовательность отображе-
ний X в Y , секвенциально равномерно непрерывных на каждом
множестве из S. Если f̂ сходится к отображению f :X→Y
равномерно на каждом множестве из S, то f секвенциально
равномерно непрерывно на любом множестве из S.

J Пусть H0 ∈S, а последовательности x̂= (xn :n∈N) в X и
x̂′ = (x′n :n∈N) в H0 такие, что (x̂, x̂′)∈R. Нужно доказать, что
последовательности ŷ= (f(xn) :n∈N) и ŷ′ = (f(x′n) :n∈N) нахо-
дятся в отношении (ŷ, ŷ′)∈ R̃. Положим H = [x̂]∪[x̂′]. С учетом
предложения 2.27 имеем, что H ∈S. Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем сим-
метричное окружение ũ∈ Ũ так, чтобы ũ3⊂ ṽ. Поскольку f̂
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сходится к f равномерно на H, существует такое i∈N, что
(fi(xn), f(xn))∈ ũ и (fi(x′n), f(x′n))∈ ũ для всех n∈N. Так как
fi секвенциально равномерно непрерывно на H0, то существу-
ет такое m∈N, что (fi(xn), fi(x′n))∈ ũ для всех n>m. Поэтому
(f(xn), f(x′n))∈ ũ3⊂ ṽ при n>m, т. е. (ŷ, ŷ′)∈ R̃. I

Теорема 2.33. Пусть X — непустое множество; (Y, R̃) —
полное пространство с секвенциальной равномерностью; F =
=Y X ; RM — отношение секвенциальной равномерности в FN,
соответствующее поточечной сходимости на M ⊂X. Тогда
пространство (F , RM ) полно.

J Рассмотрим в (F , RM ) фундаментальную последователь-
ность f̂ = (fn :n∈N). Согласно определению RM , для каждого
x∈M последовательность ŷ= (fn(x) :n∈N) фундаментальна в
(Y, R̃). Так как (Y, R̃) полно, то ŷ сходится к некоторому y ∈Y .
Определим отображение f ′ :M→Y , положив f ′(x) = y. Пусть
f ∈F — отображение, для которого f ′ = f |M . Ясно, что f̂ схо-
дится к f поточечно на M . I

Теорема 2.34. Пусть X — непустое множество; (Y, R̃) —
полное пространство с секвенциальной равномерностью, име-
ющее такую полную систему окружений Ũ , что система ок-
ружений Ũ ′ = {ũ2 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциаль-
ной равномерности R̃; S — некоторая система подмножеств
в X; F =Y X ; RS — отношение секвенциальной равномерно-
сти в FN, соответствующее S-равномерной сходимости. То-
гда пространство (F , RS) полно.

J Пусть f̂ = (fn :n∈N) — фундаментальная последователь-
ность в (F , RS). Это означает, что для любой ее подпоследова-
тельности (fkn :n∈N) и любых M ∈S, (xn :n∈N)∈MN после-
довательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) и ŷ′ = (fkn(xn) :n∈N) находят-
ся в отношении (ŷ, ŷ′)∈ R̃. Отсюда в силу полноты пространства
(Y, R̃) следует, что для любой точки x∈ G=

⋃
M∈S

M последо-

вательность f̂(x) = (fi(x) : i∈N) сходится в (Y, R̃). Рассмотрим
такое f ∈F , что f(x) для каждого x∈G является пределом по-
следовательности f̂(x) и f(x) = y0 для всех x∈X\G, где y0 ∈Y
— некоторая точка. Пусть ṽ∈ Ũ ′, причем ṽ = ũ2, где ũ∈ Ũ . По-
скольку для каждого n∈N последовательность f̂(xn) сходится
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к f(xn), существует такое in ∈N, что (fin(xn), f(xn))∈ ũ, при-
чем i1<i2< . . .. В силу фундаментальности f̂ существует та-
кое m∈N, что (fn(xn), fin(xn))∈ ũ при всех n>m. Поэтому
(fn(xn), f(xn))∈ ũ2 = ṽ для n>m. Отсюда следует, что после-
довательности ŷ и ζ̂ = (f(xn) :n∈N) находятся в отношении
(ŷ, ζ̂)∈ R̃. Значит, f̂ сходится к f равномерно на M . I

Из теорем 2.30—2.32 и 2.34 вытекают следующие следствия.
Следствие 2.7. Пусть (X, Λ) — пространство с операци-

ей предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
ностью, имеющее такую полную систему окружений Ũ , что
система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвен-
циальной равномерности R̃; F =Y X ; U — окрестность под-
множества M ⊂X; S — система всех таких подмножеств
{xn :n∈N}⊂U , что последовательность (xn :n∈N) сходит-
ся к некоторой точке из M ; RS — отношение секвенциаль-
ной равномерности в FN, соответствующее S-равномерной
сходимости. Тогда множество CM всех секвенциально непре-
рывных на M отображений X в Y замкнуто в пространстве
(F , RS), а при полном (Y, R̃) подпространство пространства
(F , RS), имеющее носитель CM , полно. I

Следствие 2.8. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет та-
кую полную систему окружений Ũ , что система окружений
{ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномерно-
сти R̃; F =Y X ; u0 — окружение пространства (X, R), а M⊂X
и U = u0[M ]; R{U} — отношение секвенциальной равномерно-
сти в FN, соответствующее равномерной сходимости на U .
Тогда множество CM всех секвенциально равномерно непре-
рывных на M отображений X в Y замкнуто в пространстве
(F , R{U}), а при полном (Y, R̃) подпространство пространства
(F , R{U}), имеющее носитель CM , полно. I

Следствие 2.9. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства
с секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет та-
кую полную систему окружений Ũ , что система окружений
{ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномерно-
сти R̃; F =Y X ; S — система всех R-вполне ограниченных под-
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множеств в X; RS — отношение секвенциальной равномерно-
сти в FN, соответствующее S-равномерной сходимости; CS
— множество всех отображений X в Y , секвенциально равно-
мерно непрерывных на каждом множестве из S. Тогда мно-
жество CS замкнуто в пространстве (F , RS), а при полном
(Y, R̃) подпространство пространства (F , RS), имеющее но-
ситель CS, полно. I

Определение 2.20. Пусть (X, Λ) — пространство с опера-
цией предела, а (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равно-
мерностью. Система F отображений подмножества G⊂X
в Y называется равностепенно секвенциально непрерывной в
точке x0 ∈G, если для любой сходящейся к x0 последова-
тельности (xn :n∈N) в G и любого (fn :n∈N)∈FN после-
довательности ξ̂= (fn(xn) :n∈N) и η̂= (fn(x0) :n∈N) нахо-
дятся в отношении (ξ̂, η̂)∈ R̃. Система F называется равно-
степенно секвенциально непрерывной на M ⊂G, если она рав-
ностепенно секвенциально непрерывна в каждой точке из M .
Если система F равностепенно секвенциально непрерывна на
G, то она просто называется равностепенно секвенциально
непрерывной.

Определение 2.21. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространст-
ва с секвенциальной равномерностью. Система F отображе-
ний подмножества G⊂X в Y называется равностепенно сек-
венциально равномерно непрерывной на M ⊂G, если для любых
(fn :n∈N)∈FN и x̂= (xn :n∈N)∈GN, x̂′ = (x′n :n∈N)∈MN,
таких, что (x̂, x̂′)∈R, последовательности ξ̂= (fn(xn) :n∈N)
и ξ̂′ = (fn(x′n) :n∈N) находятся в отношении (ξ̂, ξ̂′)∈ R̃. При
этом если система F равностепенно секвенциально равномер-
но непрерывна на G, то она просто называется равностепенно
секвенциально равномерно непрерывной.

Конечная система секвенциально непрерывных (секвенци-
ально равномерно непрерывных) на подмножестве M ⊂X отоб-
ражений X в Y равностепенно секвенциально непрерывна (рав-
ностепенно секвенциально равномерно непрерывна) на M .

Если {Fi : i∈ I} — конечное множество систем отображений
X в Y , каждая система из которых равностепенно секвенциаль-
но непрерывна (равностепенно секвенциально равномерно непре-
рывна) на подмножестве M ⊂X, то объединение F =

⋃
i∈I

Fi рав-

ностепенно секвенциально непрерывно (равностепенно секвен-
циально равномерно непрерывно) на M .
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Понятия равностепенно секвенциальной непрерывности и
равностепенно секвенциально равномерной непрерывности си-
стемы отображений {fi : i∈ I} будем использовать также для
семейства (fi : i∈ I).

Предложение 2.32. Пусть (X, Λ) — пространство с опе-
рацией предела, (Y, R̃) — пространство с секвенциальной рав-
номерностью, а Ṽ — некоторая система окружений простран-
ства (Y, R̃), определяющая отношение секвенциальной равно-
мерности R̃. Система F отображений подмножества G⊂X в
Y равностепенно секвенциально непрерывна в точке x0 ∈G то-
гда и только тогда, когда каждая ее конечная или счетная под-
система равностепенно секвенциально непрерывна в точке x0.
Кроме того, система F равностепенно секвенциально непре-
рывна в точке x0 тогда и только тогда, когда для каждого
ṽ∈ Ṽ существует такая окрестность ux0 точки x0 в (X, Λ),
что (f(x), f(x0))∈ ṽ для всех f ∈F и x∈G∩ux0 .

J В доказательстве нуждается второе утверждение. Пусть
система отображений F равностепенно секвенциально непре-
рывна в точке x0, а ṽ∈ Ṽ . Обозначим через v множество та-
ких x∈G, что (f(x), f(x0))∈ ṽ для всех f ∈F . Докажем, что
множество ux0 = v∪(X\G) является окрестностью точки x0 в
(X, Λ). Предположим противное. Тогда существует последова-
тельность (xn :n∈N) в G\v, сходящаяся к x0. Отсюда в силу
определения v следует существование такого (fn :n∈N)∈FN,
что (fn(xn), fn(x0)) /∈ ṽ для всех n∈N. Поэтому (ξ̂, η̂) /∈ R̃ для
ξ̂= (fn(xn) :n∈N) и η̂= (fn(x0) :n∈N). А это противоречит
условию равностепенно секвенциальной непрерывности систе-
мы F в точке x0. Следовательно, ux0 является окрестностью
точки x0 в (X, Λ). Отсюда с учетом G∩ux0 = v получаем, что
(f(x), f(x0))∈ ṽ для всех f ∈F и x∈G∩ux0 . Обратное утвер-
ждение очевидно. I

Предложение 2.33. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-
ства с секвенциальной равномерностью, а Ṽ — некоторая си-
стема окружений пространства (Y, R̃), определяющая отно-
шение секвенциальной равномерности R̃. Система F отобра-
жений подмножества G⊂X в Y равностепенно секвенциально
равномерно непрерывна на M ⊂G тогда и только тогда, когда
каждая ее конечная или счетная подсистема равностепенно
секвенциально равномерно непрерывна на каждом конечном



§ 10, n◦ 1. Функциональные пространства 221

или счетном подмножестве в M . Кроме того, система F рав-
ностепенно секвенциально равномерно непрерывна на M тогда
и только тогда, когда для каждого ṽ∈ Ṽ существует такое
окружение u пространства (X, R), что (f(x), f(x′))∈ ṽ для
всех f ∈F и (x, x′)∈u∩(G×M).

J В доказательстве нуждается второе утверждение. Пусть
система отображений F равностепенно секвенциально равно-
мерно непрерывна на M ⊂G, а ṽ∈ Ṽ . Обозначим через v множе-
ство таких пар (x, x′)∈G×M , что (f(x), f(x′))∈ ũ для всех
f ∈F . Докажем, что множество u = v∪((X×X)\(G×M)) явля-
ется окружением пространства (X, R). Предположим против-
ное. Тогда существует такая последовательность пар (xn, x′n)∈
∈ (X×X)\u = (G×M)\v, n∈N, что последовательности x̂=
= (xn :n∈N) и x̂′ = (x′n :n∈N) находятся в отношении (x̂, x̂′)∈R.
Отсюда в силу определения v следует существование такого
(fn :n∈N)∈FN, что (fn(xn), fn(x′n)) /∈ ũ для всех n∈N. По-
этому (ξ̂, ξ̂′) /∈ R̃ для ξ̂= (fn(xn) :n∈N) и ξ̂′ = (fn(x′n) :n∈N). Это
противоречит условию равностепенно секвенциально равномер-
ной непрерывности F на M . Следовательно, u является окру-
жением пространства (X, R). Отсюда с учетом u∩(G×M) = v
получаем (f(x), f(x′))∈ ũ для всех f ∈F и (x, x′)∈u∩(G×M).
Обратное утверждение очевидно. I

Докажем следующее обобщение предложения 2.19.
Предложение 2.34. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-

ства с секвенциальной равномерностью. Если система F отоб-
ражений G⊂X в Y равностепенно секвенциально равномер-
но непрерывна на M ⊂G, то она равностепенно секвенциально
непрерывна на G∩M+ и равностепенно секвенциально равно-
мерно непрерывна на любом таком H ⊂G, что каждое x̂∈HN

находится в отношении (x̂, x̂′)∈R с некоторым x̂′ ∈MN.
J Рассмотрим точку x0 ∈G∩M+ и сходящуюся к x0 после-

довательность x̂= (xn :n∈N) точек xn ∈G, а также последова-
тельность отображений fn ∈F , n∈N. Существует сходящаяся к
x0 последовательность x̂′ = (x′n :n∈N) точек x′n ∈M . Ясно, что
(x̂, ẋ0)∈R, (x̂′, ẋ0)∈R и (x̂, x̂′)∈R. В силу равностепенно се-
квенциально равномерной непрерывности F на M для после-
довательностей ŷ= (fn(xn) :n∈N), ŷ′ = (fn(x′n) :n∈N) и ŷ0 =
= (fn(x0) :n∈N) имеем, что (ŷ, ŷ′)∈ R̃ и (ŷ0, ŷ

′)∈ R̃. Но тогда
(ŷ, ŷ0)∈ R̃. Отсюда следует равностепенно секвенциальная не-
прерывность F в точке x0. Второе утверждение очевидно. I
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Теорема 2.35. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, а F — некоторая система
отображений G⊂X в Y . Тогда

а) если система F равностепенно секвенциально непрерыв-
на на секвенциально компактном H ⊂G, то она равностепенно
секвенциально равномерно непрерывна на G∩H;

б) если система F равностепенно секвенциально непрерыв-
на, то она равностепенно секвенциально равномерно непрерыв-
на на каждом M ⊂G, секвенциально квазикомпактном в под-
пространстве с носителем G.

J Доказательство проводится по аналогии с теоремой 2.19.
Приведем его для утверждения б). Пусть f̂ = (fn :n∈N)∈FN,
x̂= (xn :n∈N)∈GN и ξ̂= (ξn :n∈N)∈MN, причем (x̂, ξ̂)∈R, а
ŷ= (fn(xn) :n∈N) и η̂= (fn(ξn) :n∈N). Нужно доказать, что
(ŷ, η̂)∈ R̃. С этой целью достаточно доказать, что для каждо-
го (ŷ′, η̂′)≺ (ŷ, η̂) существует (ŷ′′, η̂′′)≺ (ŷ′, η̂′) из R̃. Пусть
(x̂′, ξ̂′)≺ (x̂, ξ̂) соответствует (ŷ′, η̂′). Поскольку M секвенциа-
льно квазикомпактно в подпространстве с носителем G, суще-
ствует такое (x̂′′, ξ̂′′)≺ (x̂′, ξ̂′), что последовательность ξ̂′′ схо-
дится к некоторой точке x∈G. Так как (x̂′′, ξ̂′′)∈R, то x̂′′ то-
же сходится к x. Пусть ξ̂′′ = (ξkn :n∈N) и ẑ= (fkn(x) :n∈N), а
(ŷ′′, η̂′′)≺ (ŷ′, η̂′) соответствует (x̂′′, ξ̂′′). В силу равностепенно
секвенциальной непрерывности F в точке x имеем (ŷ′′, ẑ)∈ R̃ и
(η̂′′, ẑ)∈ R̃. Поэтому (ŷ′′, η̂′′)∈ R̃. I

Теорема 2.36. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией
предела, (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью, f :X→Y — некоторое отображение, f̂ = (fn :n∈N) —
равностепенно секвенциально непрерывная в точке x0 ∈X по-
следовательность отображений X в Y , а ux0 — окрестность
точки x0. Тогда

а) если f̂ сходится к f равномерно на каждом подмно-
жестве {xn :n∈N}⊂ux0 , для которого последовательность
(xn :n∈N) сходится к x0, то f секвенциально непрерывно в
точке x0;

б) если полная система окружений Ũ пространства (Y, R̃)
такая, что система окружений Ṽ={ũ3 : ũ∈Ũ} определяет от-
ношение секвенциальной равномерности R̃, а f̂ сходится к f
поточечно на ux0 , то f секвенциально непрерывно в точке x0.
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J Рассмотрим сходящуюся к x0 последовательность точек
xn ∈X, n∈N. Очевидно, xn ∈ux0 для всех n>m при некото-
ром m∈N. Положим y0 = f(x0) и ŷ= (f(xn) :n∈N). Нужно до-
казать, что (ŷ, ẏ0)∈ R̃.

(а) Пусть ẑ= (fn(xn) :n∈N) и ζ̂ = (fn(x0) :n∈N). Так как f̂

сходится к f равномерно на {x0}∪{xn :n>m}, то (ŷ, ẑ)∈ R̃ и
(ζ̂, ẏ0)∈ R̃. В силу равностепенно секвенциальной непрерывно-
сти f̂ в точке x0 имеем также (ẑ, ζ̂)∈ R̃. Поэтому (ŷ, ẏ0)∈ R̃.

(б) Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу предложения 2.32 из равностепен-
но секвенциальной непрерывности f̂ в точке x0 следует суще-
ствование такого числа n0 >m, что (fi(xn), fi(x0))∈ ũ для всех
i∈N и n>n0. Так как f̂ сходится к f поточечно на ux0 , то для
каждого n>n0 найдется такое in ∈N, что (fi(xn), f(xn))∈ ũ и
(fi(x0), f(x0))∈ ũ для всех i> in. Поэтому (f(xn), f(x0))∈ ũ3⊂ ṽ
при n>n0. Отсюда следует, что (ŷ, ẏ0)∈ R̃. I

Теорема 2.37. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией
предела, (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью, а f̂ = (fn :n∈N) — равностепенно секвенциально непре-
рывная последовательность отображений X в Y , сходящаяся
к отображению f :X→Y поточечно на X. Тогда

а) если f секвенциально непрерывно, то f̂ сходится к f рав-
номерно на каждом секвенциально квазикомпактном подмно-
жестве в X;

б) если полная система окружений Ũ пространства (Y, R̃)
такая, что система окружений Ṽ={ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет от-
ношение секвенциальной равномерности R̃, то f секвенциально
непрерывно и, значит, f̂ сходится к f равномерно на каждом
секвенциально квазикомпактном подмножестве в X.

J (а) Рассмотрим секвенциально квазикомпактное подмно-
жество M ⊂X и последовательность точек xn ∈M , n∈N. По-
ложим ŷ= (fn(xn) :n∈N) и ẑ= (f(xn) : n∈N). Нужно доказать,
что (ŷ, ẑ)∈ R̃. С этой целью достаточно доказать, что для каж-
дого (ŷ′, ẑ′)≺ (ŷ, ẑ) существует (ŷ′′, ẑ′′)≺ (ŷ′, ẑ′) из R̃. Пусть
ŷ′ = (fkn(xkn) :n∈N) и ẑ′ = (f(xkn) :n∈N). Поскольку M се-
квенциально квазикомпактно, последовательность (xkn :n∈N)
обладает подпоследовательностью (xkin

:n∈N), сходящейся к
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некоторой точке x∈X. Положим ŷ′′ = (fkin
(xkin

) :n∈N), ẑ′′ =
= (f(xkin

) :n∈N), ζ̂ = (fkin
(x) :n∈N) и y= f(x). Так как f̂ схо-

дится к f в точке x, то (ζ̂, ẏ)∈ R̃. В силу секвенциальной непре-
рывности f и равностепенно секвенциальной непрерывности f̂

имеем также (ẑ′′, ẏ)∈ R̃ и (ŷ′′, ζ̂)∈ R̃. Поэтому (ŷ′′, ẑ′′)∈ R̃.
(б) Секвенциальная непрерывность f следует из утвержде-

ния б) теоремы 2.36. I
Теорема 2.38. Пусть (X, Λ) — пространство с операци-

ей предела, (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
ностью, имеющее такую полную систему окружений Ũ , что
система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃, а f̂ = (fn :n∈N) — равносте-
пенно секвенциально непрерывная последовательность отоб-
ражений X в Y . Тогда

а) наибольшее подмножество H ⊂X, на котором f̂ пото-
чечно сходится к секвенциально непрерывному отображению
f :X→Y , замкнуто в пространстве (X, Λ);

б) множество H̃ тех точек x∈X, для которых последова-
тельность f̂(x) = (fn(x) :n∈N) фундаментальна, замкнуто в
пространстве (X, Λ).

J Для ṽ∈ Ṽ выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ.

(а) Пусть x0 ∈H+. В силу секвенциальной непрерывности f
и равностепенно секвенциальной непрерывности f̂ в точке x0 су-
ществует такая окрестность ux0 точки x0, что (f(x), f(x0))∈ ũ и
(fn(x), fn(x0))∈ ũ для всех x∈ux0 и n∈N. С учетом H∩ux0 6= Ø
выберем некоторое x∈H∩ux0 . Поскольку f̂ сходится к f в точке
x, существует такое m∈N, что (fn(x), f(x))∈ ũ для всех n>m.
Поэтому (fn(x0), f(x0))∈ ũ3⊂ ṽ для всех n>m. Отсюда выте-
кает, что f̂ сходится к f в точке x0. Но тогда x0 ∈H и, следова-
тельно, H замкнуто.

(б) Пусть x∈ H̃+. Выберем некоторую последовательность
(xi : i∈N) в H̃, сходящуюся к x. В силу равностепенно секвен-
циальной непрерывности f̂ в точке x существует такое i∈N,
что (fj(xi), fj(x))∈ ũ для всех j ∈N. По условию, последователь-
ность f̂(xi) фундаментальна. Поэтому существует такое m∈N,
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что (fn(xi), fk(xi))∈ ũ для всех n>m и k>m. Но тогда
(fn(x), fk(x))∈ ũ3⊂ ṽ для всех n>m и k>m. Следовательно,
последовательность f̂(x) фундаментальна. Отсюда вытекает,
что x∈ H̃ и, значит, H̃ замкнуто. I

Теорема 2.39. Пусть (X, Λ) — пространство с операци-
ей предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
ностью, имеющее такую полную систему окружений Ũ , что
система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃; F =Y X ; U — окрестность
подмножества M ⊂X; S — система всех таких подмножеств
{xn :n∈N}⊂U , что последовательность (xn :n∈N) сходится
к некоторой точке из M ; RS — отношение секвенциальной
равномерности в FN, соответствующее S-равномерной схо-
димости; CM — множество всех секвенциально непрерывных
на M отображений X в Y ; V ′

S = {v(ũ, H) : ũ∈ Ũ ,H ∈S}, где
v(ũ, H) — окружение подпространства (CM , R′

S)⊂ (F , RS), со-
стоящее из тех пар (f, g)∈CM×CM , что (f(x), g(x))∈ ũ для
всех x∈H. Если подмножество F ⊂CM V ′

S-вполне ограничено
в (CM , R′

S) или RS-вполне ограничено, то оно равностепенно
секвенциально непрерывно на M .

J Пусть F V ′
S-вполне ограничено в (CM , R′

S). Рассмотрим
произвольную точку x0 ∈M и сходящуюся к x0 последователь-
ность точек xn ∈X, n∈N. Существует такое m∈N, что xn ∈U
для всех n>m. Положим H = {x0}∪{xn :n>m}. Ясно, что
H ∈S. Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу V ′

S-вполне ограниченности F для ок-
ружения v = v(ũ, H) пространства (CM , R′

S) существует такое
конечное подмножество Q⊂CM , что для каждого f ∈F имеет
место (f, g)∈v с некоторым g ∈Q. Однако конечное множест-
во отображений из CM равностепенно секвенциально непрерыв-
но на M . Поэтому существует такая окрестность ux0 ⊂U точ-
ки x0, что (g(x), g(x0))∈ ũ для всех g ∈Q и x∈ux0 . Поскольку
(xn :n∈N) сходится к x0, существует такое натуральное n0 >m,
что xn ∈ux0 для всех n>n0. Для каждого f ∈F выберем g ∈Q
так, чтобы (f, g)∈v, т. е. (f(x0), g(x0))∈ ũ и (f(xn), g(xn))∈ ũ
для всех n>n0. Однако (g(xn), g(x0))∈ ũ при n>n0. Поэтому
(f(xn), f(x0))∈ ũ3⊂ ṽ для всех f ∈F и n>n0. Отсюда следует
равностепенно секвенциальная непрерывность F на M .
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Если же F RS-вполне ограничено в (F , RS), то в силу теоре-
мы 2.26 оно V ′

S-вполне ограничено в (CM , R′
S) и, следовательно,

равностепенно секвенциально непрерывно на M . I
Теорема 2.40. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией

предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью; U — окрестность подмножества M ⊂X; CM — мно-
жество всех секвенциально непрерывных на M отображений
X в Y ; S — система всех таких подмножеств {xn :n∈N}⊂U ,
что последовательность (xn :n∈N) сходится к некоторой
точке из M ; R′

S — отношение секвенциальной равномерно-
сти в CN

M , соответствующее S-равномерной сходимости. Если
подмножество F ⊂CM секвенциально квазикомпактно в про-
странстве (CM , R′

S), то оно равностепенно секвенциально не-
прерывно на M .

J Рассмотрим точку x0 ∈M и сходящуюся к ней последо-
вательность точек xn ∈X, n∈N. Существует такое m∈N, что
xn ∈U для всех n>m. Положим H = {x0}∪{xn :n>m}. Ясно,
что H ∈S. Пусть f̂ = (fn :n∈N) — последовательность в F .
Нужно доказать, что последовательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) и
ẑ= (fn(x0) :n∈N) находятся в отношении (ŷ, ẑ)∈ R̃. С этой
целью достаточно доказать, что для каждого (ŷ′, ẑ′)≺ (ŷ, ẑ) су-
ществует (ŷ′′, ẑ′′)≺ (ŷ′, ẑ′) из R̃. Пусть ŷ′ = (fkn(xkn) :n∈N) и
ẑ′ = (fkn(x0) :n∈N). В силу секвенциальной квазикомпактности
F в (CM , R′

S) последовательность f̂ ′ = (fkn :n∈N) обладает под-
последовательностью f̂ ′′ = (fkin

:n∈N), сходящейся к некоторо-
му f ∈CM равномерно на каждом множестве из системы S и,
в частности, на множестве H. Положим ŷ′′ = (fkin

(xkin
) :n∈N),

ẑ′′ = (fkin
(x0) :n∈N), ζ̂ = (f(xkin

) :n∈N) и y0 = f(x0). Так как
(ŷ′′, ζ̂)∈ R̃, (ẑ′′, ẏ0)∈ R̃ и (ζ̂, ẏ0)∈ R̃, то (ŷ′′, ẑ′′)∈ R̃. I

Теорема 2.41. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией
предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью, имеющее полную систему окружений Ũ и полную систе-
му открытых окружений W̃ ; F =Y X ; U — окрестность точ-
ки x0 ∈X; RU — отношение секвенциальной равномерности в
FN, соответствующее поточечной сходимости на U ; F ⊂F —
равностепенно секвенциально непрерывноe в точке x0 ∈X под-
множество. Тогда

а) если система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет от-
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ношение секвенциальной равномерности R̃, то в пространстве
(F , RU ) квазизамыкание F+ равностепенно секвенциально не-
прерывно в точке x0;

б) если система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃} определяет отно-
шение секвенциальной равномерности R̃, то в пространстве
(F , RU ) замыкание F равностепенно секвенциально непрерыв-
но в точке x0.

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу предложения 2.32 существует такая окрест-
ность ux0 ⊂U точки x0, что (f(x), f(x0))∈ ũ для всех f ∈F и
x∈ux0 . Рассмотрим отображение g ∈F+ и точку x∈ux0 . С уче-
том замечания 2.4 существует такое f ∈F , что (f(x), g(x))∈ ũ
и (f(x0), g(x0))∈ ũ. Поэтому (g(x), g(x0))∈ ũ3⊂ ṽ. Следователь-
но, F+ равностепенно секвенциально непрерывно в точке x0.
Утверждение б) доказывается аналогично. I

Теорема 2.42. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией
предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью, имеющее такую полную систему окружений Ũ , что си-
стема окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение се-
квенциальной равномерности R̃; F — равностепенно секвен-
циально непрерывная система отображений X в Y ; M ⊂X
— всюду плотное подмножество; R′′

M и R′′
X — отношения се-

квенциальной равномерности в FN, соответствующие пото-
чечной сходимости на M и поточечной сходимости на X. То-
гда R′′

M =R′′
X .

J Включение R′′
X ⊂R′′

M очевидно. Докажем обратное вклю-
чение. Пусть f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) — такие последова-
тельности в F , что (f̂ , ĝ)∈R′′

M . Это означает, что для каждого
x∈M последовательности f̂(x) = (fn(x) :n∈N) и ĝ(x) = (gn(x) :
n∈N) находятся в отношении (f̂(x), ĝ(x))∈ R̃. Нужно доказать,
что (f̂ , ĝ)∈R′′

X , т. е. (f̂(x), ĝ(x))∈ R̃ для каждого x∈X. С этой
целью обозначим через H множество тех x∈X, для которых
(f̂(x), ĝ(x))∈ R̃, и докажем, что H замкнуто. Рассмотрим точку
x0 ∈H+ и сходящуюся к ней последовательность точек xi ∈H,
i∈N. Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу равностепенно секвенциальной не-
прерывности в точке x0 системы F существует такое i∈N,
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что (fn(xi), fn(x0))∈ ũ и (gn(xi), gn(x0))∈ ũ для всех n∈N.
Поскольку (f̂(xi), ĝ(xi))∈ R̃, существует такое m∈N, что
(fn(xi), gn(xi))∈ ũ для всех n>m. Поэтому (fn(x0), gn(x0))∈
∈ ũ3⊂ ṽ для всех n>m. Отсюда вытекает, что (f̂(x0), ĝ(x0))∈ R̃
и, значит, x0 ∈H. Тем самым замкнутость множества H до-
казана. Так как M ⊂H и M =X, то H =X. Следовательно,
(f̂(x), ĝ(x))∈ R̃ для всех x∈X. I

Теорема 2.43. Пусть (X, Λ) — пространство с операцией
предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерно-
стью; F — равностепенно секвенциально непрерывная система
отображений X в Y ; S — система всех секвенциально квази-
компактных подмножеств в X; R′′

X и R′′
S — отношения се-

квенциальной равномерности в FN, соответствующие пото-
чечной сходимости на X и S-равномерной сходимости. Тогда
R′′
X =R′′

S.
J Включение R′′

S⊂R′′
X очевидно. Докажем обратное вклю-

чение. Пусть f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) — такие последова-
тельности в F , что (f̂ , ĝ)∈R′′

X . Это означает, что для каждого
x∈X последовательности f̂(x) = (fn(x) :n∈N) и ĝ(x) = (gn(x) :
n∈N) находятся в отношении (f̂(x), ĝ(x))∈ R̃. Нужно доказать,
что (f̂ , ĝ)∈R′′

S, т. е. для любого H ∈S и любой последователь-
ности x̂= (xn :n∈N) в H последовательности ŷ= (fn(xn) :n∈N)
и ẑ= (gn(xn) :n∈N) находятся в отношении (ŷ, ẑ)∈ R̃. С этой
целью достаточно доказать, что для каждого (ŷ′, ẑ′)≺ (ŷ, ẑ) су-
ществует (ŷ′′, ẑ′′)≺ (ŷ′, ẑ′) из R̃. Пусть ŷ′ = (fkn(xkn) :n∈N) и
ẑ′ = (gkn(xkn) :n∈N). В силу секвенциальной квазикомпактно-
сти H последовательность (xkn :n∈N) обладает подпоследова-
тельностью (xkin

:n∈N), сходящейся к некоторой точке x0 ∈X.
Положим ŷ′′ = (fkin

(xkin
) :n∈N), ẑ′′ = (gkin

(xkin
) :n∈N), ξ̂=

= (fkin
(x0) :n∈N), и η̂= (gkin

(x0) :n∈N). Так как система F рав-
ностепенно секвенциально непрерывна в точке x0, то (ŷ′′, ξ̂)∈ R̃
и (ẑ′′, η̂)∈ R̃. Однако в силу (f̂ , ĝ)∈R′′

X имеем также (ξ̂, η̂)∈ R̃.
Поэтому (ŷ′′, ẑ′′)∈ R̃. I

Из теорем 2.36, 2.37, 2.41 и 2.43 вытекает
Следствие 2.10. Пусть (X, Λ) — пространство с операци-

ей предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномер-
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ностью; F =Y X ; S — система всех секвенциально квазиком-
пактных подмножеств в X; RX и RS — отношения секвен-
циальной равномерности в FN, соответствующие поточечной
сходимости на X и S-равномерной сходимости; C — множе-
ство всех секвенциально непрерывных отображений X в Y ;
F ⊂C — равностепенно секвенциально непрерывное подмноже-
ство. Тогда

а) если F секвенциально компактно (предкомпактно) в
пространстве (F , RX), то оно таково и в подпространстве
(C, R′

S)⊂ (F , RS);
б) если F секвенциально квазикомпактно в подпростран-

стве (C, R′
X)⊂ (F , RX), то оно таково и в (C, R′

S);
в) если полная система окружений Ũ пространства (Y, R̃)

такая, что система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет от-
ношение секвенциальной равномерности R̃, а F секвенциально
квазикомпактно в (F , RX), то оно таково и в (C, R′

S);
г) если полная система открытых окружений W̃ прост-

ранства (Y, R̃) такая, что система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃}
определяет отношение секвенциальной равномерности R̃, а F
секвенциально относительно компактно в (F , RX), то оно та-
ково и в (C, R′

S), причем замыкание множества F в (F , RX)
совпадает с его замыканием в (C, R′

S). I
Предложение 2.35. Пусть (X, Λ) — секвенциально ком-

пактное пространство с операцией предела; (Y, R̃) — простран-
ство с секвенциальной равномерностью; F =Y X ; RX и R{X}
— отношения секвенциальной равномерности в FN, соответ-
ствующие поточечной сходимости на X и равномерной сходи-
мости на X; C — множество всех секвенциально непрерыв-
ных отображений X в Y ; F ⊂C — некоторое подмножество и
T =

⋃
f∈F

f(X). Тогда

а) если F равностепенно секвенциально непрерывно и пред-
компактно, секвенциально квазикомпактно или секвенциально
компактно в пространстве (F , RX), то множество T соот-
ветственно предкомпактно, секвенциально квазикомпактно
или секвенциально компактно в (Y, R̃);

б) если F секвенциально квазикомпактно, секвенциально
компактно или секвенциально относительно компактно в под-
пространстве (C, R′

{X})⊂ (F , R{X}), то соответствующим
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свойством обладает также T в (Y, R̃);
в) если полная система окружений Ũ пространства (Y, R̃)

такая, что система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет от-
ношение секвенциальной равномерности R̃, а F предкомпакт-
но, секвенциально квазикомпактно или секвенциально отно-
сительно компактно в пространстве (F , R{X}), то соответ-
ствующим свойством обладает также T в (Y, R̃);

г) если полная система открытых окружений W̃ прост-
ранства (Y, R̃) такая, что система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃}
определяет отношение секвенциальной равномерности R̃, а F
равностепенно секвенциально непрерывно и секвенциально от-
носительно компактно в (F , RX), то множество T секвенци-
ально относительно компактно в (Y, R̃).

J (а) Рассмотрим произвольную последовательность ŷ=
= (yn :n∈N) в T . Для каждого n∈N имеем, что yn = fn(xn) для
некоторых fn ∈F и xn ∈X.

Пусть F предкомпактно в (F , RX). Поскольку X секвенци-
ально компактно, существует такая строго возрастающая по-
следовательность натуральных чисел in, n∈N, что последова-
тельность (xin :n∈N) сходится к некоторой точке x∈X, а после-
довательность f̂ ′ = (fin :n∈N) фундаментальна в (F , RX). По-
ложим ŷ′ = (yin :n∈N) = (fin(xin) :n∈N) и ẑ′ = (fin(x) :n∈N).
В силу равностепенно секвенциальной непрерывности F име-
ем (ŷ′, ẑ′)∈ R̃. Пусть (ŷ′′, ẑ′′)≺ (ŷ′, ẑ′). Тогда (ŷ′′, ẑ′′)∈ R̃. Так
как последовательность ẑ′ фундаментальна, то (ẑ′, ẑ′′)∈ R̃. По-
этому (ŷ′, ŷ′′)∈ R̃, т. е. последовательность ŷ′ фундаментальна.
Отсюда с учетом ŷ′≺ ŷ следует предкомпактность T в (Y, R̃).

Пусть теперь F секвенциально квазикомпактно в (F , RX).
Тогда последовательность f̂ ′ сходится к некоторому отображе-
нию f ∈F поточечно на X. В рассматриваемом случае вместе с
(ŷ′, ẑ′)∈ R̃ имеем (ẑ′, ẏ)∈ R̃, где y= f(x). Поэтому (ŷ′, ẏ)∈ R̃,
т. е. последовательность ŷ′ сходится к y. Следовательно, T се-
квенциально квазикомпактно в (Y, R̃).

Если же F секвенциально компактно в (F , RX), то предел f
последовательности f̂ ′ можно выбрать из F . Но тогда y ∈T и,
следовательно, T секвенциально компактно.

(б) Пусть F секвенциально квазикомпактно (секвенциально
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компактно) в (C, R′
{X}), а значит, и в (F , RX). В силу теоре-

мы 2.40 F равностепенно секвенциально непрерывно. Поэтому,
согласно а), множество T секвенциально квазикомпактно (се-
квенциально компактно).

Если же множество F секвенциально относительно компакт-
но в (C, R′

{X}), то в подпространстве (C, R′
{X}) замыкание F се-

квенциально компактно. Поэтому, как уже было доказано, мно-
жество T̃ =

⋃
f∈F

f(X) секвенциально компактно в (Y, R̃). В силу

утверждения е) теоремы 2.11 множество T̃ секвенциально от-
носительно компактно и, поскольку T ⊂ T̃ , множество T тоже
секвенциально относительно компактно.

(в) Пусть F предкомпактно в (F , R{X}), а значит, и в
(F , RX). В рассматриваемом случае из теоремы 2.39 с учетом
теоремы 2.27 следует, что F равностепенно секвенциально непре-
рывно. Поэтому в силу а) множество T предкомпактно.

Согласно следствию 2.7, в рассматриваемом случае C за-
мкнуто в (F , R{X}). Поэтому если F секвенциально квазиком-
пактно (секвенциально относительно компактно) в (F , R{X}),
то оно таково и в подпространстве (C, R′

{X}). Но тогда в силу
б) множество T секвенциально квазикомпактно (секвенциально
относительно компактно) в (Y, R̃).

(г) Замыкание F секвенциально компактно в (F , RX) и в
силу теоремы 2.41 равностепенно секвенциально непрерывно.
Поэтому в силу а), множество T̃ =

⋃
f∈F

f(X) секвенциально ком-

пактно, а значит, и секвенциально относительно компактно. Так
как T ⊂ T̃ , то T секвенциально относительно компактно. I

Докажем теорему, аналогичную теореме Асколи (см. [35],
с. 307—311; [46], с. 477—493) и обобщающую классическую тео-
рему Арцела (см. [47], с. 70—74).

Теорема 2.44. Пусть (X, Λ) — сепарабельное простран-
ство с операцией предела; (Y, R̃) — пространство с секвен-
циальной равномерностью, имеющее такую полную систему
окружений Ũ , что система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет
отношение секвенциальной равномерности R̃; F =Y X ; S —
система всех секвенциально квазикомпактных подмножеств
в X; RS — отношение секвенциальной равномерности в FN,
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соответствующее S-равномерной сходимости; C — множе-
ство всех секвенциально непрерывных отображений X в Y .
Тогда для предкомпактности (секвенциальной квазикомпакт-
ности) подмножества F ⊂C в пространстве (F , RS), а зна-
чит, и в подпространстве (C, R′

S)⊂ (F , RS) необходимо и до-
статочно выполнение условий

1) для каждого x∈X множество F (x) = {f(x) : f ∈F} пред-
компактно (секвенциально квазикомпактно) в (Y, R̃);

2) F равностепенно секвенциально непрерывно.
J Необходимость условия 1) очевидна, а необходимость усло-

вия 2) следует из теоремы 2.39. Докажем их достаточность.
Пусть выполняются условия 1) и 2). Рассмотрим произволь-

ную последовательность f̂ = (fn :n∈N) в F . Пространство
(X, Λ), будучи сепарабельным, содержит всюду плотное конеч-
ное или счетное подмножество M = {ξi : i∈N}, т. е. M =X.

Пусть для каждого x∈X множество F (x) предкомпактно
в (Y, R̃). В силу предкомпактности множества {fn(ξ1) :n∈N}
последовательность (fn(ξ1) :n∈N) обладает фундаментальной
подпоследовательностью (fk1n(ξ1) :n∈N). Аналогично последо-
вательность (fk1n(ξ2) :n∈N) обладает фундаментальной подпо-
следовательностью (fk2n(ξ2) :n∈N). Продолжая это рассужде-
ние, для каждого i∈N получим фундаментальную последова-
тельность (fkin

(ξi) :n∈N), причем (ki+1,n :n∈N)≺ (kin :n∈N).
Очевидно, для каждого i∈N последовательность (fknn(ξi) :n∈N)
фундаментальна. Так как M =X, а F равностепенно секвен-
циально непрерывно, то в силу утверждения б) теоремы 2.38
для каждого x∈X последовательность (fknn(x) :n∈N) фунда-
ментальна. Но тогда из теоремы 2.43 следует, что последова-
тельность f̂ ′ = (fknn :n∈N) фундаментальна в (C, R′

S), причем
f̂ ′≺ f̂ . Значит, множество F предкомпактно в (C, R′

S).
Рассмотрим теперь случай, когда для каждого x∈X мно-

жество F (x) секвенциально квазикомпактно в (Y, R̃). Очевид-
но, что в этом случае построенная выше последовательность
f̂ ′ = (fknn :n∈N) в F такая, что для каждого x∈X последова-
тельность (fknn(x) :n∈N) сходится в (Y, R̃). Рассмотрим отоб-
ражение f :X→Y , сопоставляющее каждому x∈X некоторый
предел y ∈Y последовательности (fknn(x) :n∈N). Таким обра-
зом, последовательность f̂ ′ сходится к f поточечно на X. Но
тогда в силу равностепенно секвенциальной непрерывности F
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из теоремы 2.36 вытекает, что f ∈C, причем в силу теоремы 2.37
f̂ ′ сходится к f равномерно на каждом множестве из S. Отсю-
да с учетом f̂ ′≺ f̂ следует секвенциальная квазикомпактность
множества F в (C, R′

S). I
Теорема 2.45. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет такую
полную систему окружений Ũ , что система окружений Ṽ =
= {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномер-
ности R̃, u0 — окружение пространства (X, R), а M ⊂X и
U = u0[M ]. Если равностепенно секвенциально равномерно не-
прерывная на M последовательность f̂ = (fn : n∈N) отобра-
жений X в Y сходится к отображению f :X→Y поточечно
на U , то f секвенциально равномерно непрерывно на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу равностепенно секвенциально равномерной
непрерывности f̂ на M существует такое симметричное окруже-
ние u⊂u0 пространства (X, R), что (fn(x), fn(x′))∈ ũ для всех
n∈N и (x, x′)∈u∩(X×M). Так как последовательность f̂ схо-
дится к f поточечно на U , то для каждого (x, x′)∈u∩(X×M)
найдется такое n∈N, что (fn(x), f(x))∈ ũ и (fn(x′), f(x′))∈ ũ.
Поэтому (f(x), f(x′))∈ ũ3⊂ ṽ для всех (x, x′)∈u∩(X×M). От-
сюда в силу теоремы 2.18 следует секвенциально равномерная
непрерывность f на M . I

Теорема 2.46. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с се-
квенциальной равномерностью; u0 — окружение пространства
(X, R), а M ⊂X и U = u0[M ]; S — система всех R-вполне огра-
ниченных подмножеств в X; f̂ = (fn : n∈N) — последователь-
ность отображений X в Y . Тогда

а) если последовательность f̂ равностепенно секвенциаль-
но равномерно непрерывна на M и сходится к отображению
f :X→Y равномерно на U , то f секвенциально равномерно
непрерывно на M ;

б) если последовательность f̂ равностепенно секвенциаль-
но равномерно непрерывна на каждом множестве из S и схо-
дится к отображению f :X→Y равномерно на каждом мно-
жестве из S, то f секвенциально равномерно непрерывно на
каждом множестве из S.

J (а) Рассмотрим последовательности x̂= (xn :n∈N) в X и
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x̂′ = (x′n :n∈N) в M , для которых (x̂, x̂′)∈R. Существует такое
m∈N, что (xn, x′n)∈u0, (x′n, xn)∈u0 и, значит, xn ∈U для
всех n>m. Положим ŷ= (fn(xn) :n∈N), ŷ′ = (fn(x′n) :n∈N),
ẑ= (f(xn) :n∈N) и ẑ′ = (f(x′n) :n∈N). Однако (ŷ, ŷ′)∈ R̃,
(ŷ, ẑ)∈ R̃ и (ŷ′, ẑ′)∈ R̃. Поэтому (ẑ, ẑ′)∈ R̃. Следовательно, f се-
квенциально равномерно непрерывно на M .

(б) Для M ∈S рассмотрим указанные выше последователь-
ности. Имеем, что (ŷ, ŷ′)∈ R̃ и (ŷ′, ẑ′)∈ R̃. В силу предложе-
ния 2.27 из (x̂, x̂′)∈R и [x̂′]∈S следует, что [x̂]∈S. Поэтому
(ŷ, ẑ)∈ R̃ и, значит, (ẑ, ẑ′)∈ R̃. Следовательно, f секвенциально
равномерно непрерывно на каждом множестве из S. I

Предложение 2.36. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-
ства с секвенциальной равномерностью. Если последователь-
ность (fn :n∈N) отображений G⊂X в Y равностепенно се-
квенциально равномерно непрерывна на M ⊂G и сходится рав-
номерно на M к секвенциально равномерно непрерывному на M
отображению f :G→Y , то она сходится к f равномерно на
любом таком H ⊂G, что каждое x̂∈HN находится в отноше-
нии (x̂, x̂′)∈R с некоторым x̂′ ∈MN. I

Теорема 2.47. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью; U и Ũ — их полные систе-
мы окружений соответственно, причем система окружений
Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равно-
мерности R̃; M ⊂X — U -вполне ограниченное подмножество;
u0 ∈U и U = u0[M ]. Если последовательность f̂ = (fn :n∈N)
отображений X в Y равностепенно секвенциально равномерно
непрерывна на M и сходится к отображению f :X→Y пото-
чечно на U , то f̂ сходится к f равномерно на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу теоремы 2.45 отображение f секвенциально
равномерно непрерывно на M . Поэтому с учетом равностепенно
секвенциально равномерной непрерывности f̂ на M существует
такое симметричное окружение u⊂u0 пространства (X, R), что
(f(x), f(x′))∈ ũ и (fn(x), fn(x′))∈ ũ для всех (x, x′)∈u∩(M×X)
и n∈N. Поскольку множество M U -вполне ограничено, суще-
ствует такое конечное K ⊂M , что для каждого x∈M имеет ме-
сто (x, x′)∈u с некоторым x′ ∈K. Так как K ⊂U и f̂ сходится
к f поточечно на K, то в силу конечности K существует такое
m∈N, что (fn(x′), f(x′))∈ ũ для всех x′ ∈K и n>m. Поэтому
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(fn(x), f(x))∈ ũ3⊂ ṽ для всех x∈M и n>m. Следовательно, f̂
сходится к f равномерно на M . I

Теорема 2.48. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет такую
полную систему окружений Ũ , что система окружений Ṽ =
= {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномер-
ности R̃; F =Y X ; u0 — окружение пространства (X, R), а
M ⊂X и U = u0[M ]; R{U} — отношение секвенциальной рав-
номерности в FN, соответствующее равномерной сходимости
на U ; CM — множество всех секвенциально равномерно не-
прерывных на M отображений X в Y ; V ′

{U} — система тех
окружений подпространства (CM , R′

{U})⊂ (F , R{U}), каждое
из которых состоит из всех таких пар (f, g)∈CM×CM , что
(f(x), g(x))∈ ũ для некоторого ũ∈ Ũ и всех x∈U . Если под-
множество F ⊂CM V ′

{U}-вполне ограничено в (CM , R′
{U}) или

R{U}-вполне ограничено, то оно равностепенно секвенциально
равномерно непрерывно на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. Рассмотрим окружение v∈V ′

{U}, соответствующее
окружению ũ. Если F V ′

{U}-вполне ограничено в (CM , R′
{U}), то

существует такое конечноеQ⊂CM , что для каждого f ∈F имеет
место (f, g)∈v с некоторым g ∈Q. Однако конечное множество
отображений из CM равностепенно секвенциально равномерно
непрерывно на M . Поэтому найдется такое симметричное окру-
жение u⊂u0 пространства (X, R), что (g(x), g(x′))∈ ũ для всех
g ∈Q и (x, x′)∈u∩(X×M). Для каждого f ∈F выберем g ∈Q
так, чтобы (f, g)∈v. Тогда для любого (x, x′)∈u∩(X×M) име-
ем (f(x), g(x))∈ ũ, (f(x′), g(x′))∈ ũ и (g(x), g(x′))∈ ũ. Отсюда
получаем, что (f(x), f(x′))∈ ũ3⊂ ṽ для всех f ∈F и (x, x′)∈
∈u∩(X×M). Следовательно, F равностепенно секвенциально
равномерно непрерывно на M .

Если же F R{U}-вполне ограничено, то в силу теоремы 2.27
оно V ′

{U}-вполне ограничено в (CM , R′
{U}) и, следовательно, рав-

ностепенно секвенциально равномерно непрерывно на M . I
Теорема 2.49. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью, причем (Y, R̃) имеет такую
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полную систему окружений Ũ , что система окружений Ṽ =
= {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равномер-
ности R̃; F =Y X ; S — система всех R-вполне ограниченных
подмножеств в X; RS — отношение секвенциальной равно-
мерности в FN, соответствующее S-равномерной сходимо-
сти; CS — множество всех отображений X в Y , секвенциа-
льно равномерно непрерывных на каждом множестве из S;
V ′

S = {v(ũ, H) : ũ∈ Ũ , H ∈S}, где v(ũ, H) — окружение под-
пространства (CS, R

′
S)⊂ (F , RS), состоящее из тех пар

(f, g)∈CS×CS, что (f(x), g(x))∈ ũ для всех x∈H. Если под-
множество F ⊂CS V ′

S-вполне ограничено в (CS, R
′
S) или RS-

вполне ограничено, то оно равностепенно секвенциально рав-
номерно непрерывно на каждом множестве из S.

J Пусть H0 ∈S, а последовательности x̂= (xn :n∈N) в X и
x̂′ = (x′n :n∈N) в H0 такие, что (x̂, x̂′)∈R. Рассмотрим произ-
вольную последовательность (fn :n∈N) в F . Нужно доказать,
что последовательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) и ŷ′ = (fn(x′n) :n∈N)
находятся в отношении (ŷ, ŷ′)∈ R̃. Положим H = [x̂]∪[x̂′]. С уче-
том предложения 2.27 имеем H ∈S. Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем сим-
метричное окружение ũ∈Ũ так, чтобы ũ3⊂ṽ. Если F V ′

S-вполне
ограничено в (CS, R

′
S), то для окружения v = v(ũ, H) простран-

ства (CS, R
′
S) существует такое конечное подмножество Q⊂CS,

что для каждого f ∈F имеет место (f, g)∈v с некоторым g ∈Q,
т. е. (f(x), g(x))∈ ũ для всех x∈H. Однако конечное множество
отображений из CS равностепенно секвенциально равномерно
непрерывно на каждом множестве из S и, в частности, на [x̂′].
Поэтому существует такое m∈N, что (g(xn), g(x′n))∈ ũ для всех
g ∈Q и n>m. Для каждого fi, i∈N, выберем gi ∈Q так, что-
бы (fi, gi)∈v. Тогда (fi(xn), gi(xn))∈ ũ и (fi(x′n), gi(x′n))∈ ũ для
всех i∈N и n∈N. Однако (gi(xn), gi(x′n))∈ ũ для всех i∈N и
n>m. Поэтому (fi(xn), fi(x′n))∈ ũ3⊂ ṽ для всех i∈N и n>m.
В частности, (fn(xn), fn(x′n))∈ ṽ при n>m. Значит, (ŷ, ŷ′)∈ R̃.

Если же F RS-вполне ограничено в (F , RS), то в силу теоре-
мы 2.27 оно V ′

S-вполне ограничено в (CS, R
′
S) и, следовательно,

равностепенно секвенциально равномерно непрерывно на каж-
дом множестве из S. I

Теорема 2.50. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью; u0 — окружение простран-
ства (X, R), а M ⊂X и U = u0[M ]; CM — множество всех
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секвенциально равномерно непрерывных на M отображений X
в Y ; R′

{U} — отношение секвенциальной равномерности в CN
M ,

соответствующее равномерной сходимости на U . Если под-
множество F ⊂CM секвенциально квазикомпактно в прост-
ранстве (CM , R′

{U}), то оно равностепенно секвенциально рав-
номерно непрерывно на M .

J Пусть последовательности x̂= (xn :n∈N) в X и x̂′ = (x′n :
n∈N) в M такие, что (x̂, x̂′)∈R. Существует такое m∈N, что
(xn, x′n)∈u0, (x′n, xn)∈u0 и, значит, xn ∈U для всех n>m. Рас-
смотрим произвольную последовательность (fn :n∈N) в F . Нуж-
но доказать, что последовательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) и ẑ=
= (fn(x′n) :n∈N) находятся в отношении (ŷ, ẑ)∈ R̃. С этой целью
достаточно доказать, что для каждого (ŷ′, ẑ′)≺ (ŷ, ẑ) существу-
ет (ŷ′′, ẑ′′)≺ (ŷ′, ẑ′) из R̃. Пусть ŷ′ = (fkn(xkn) :n∈N) и ẑ′ =
= (fkn(x′kn

) :n∈N). В силу секвенциальной квазикомпактности
F в (CM , R′

{U}) последовательность (fkn :n∈N) обладает под-
последовательностью (fkin

:n∈N), сходящейся к некоторому
f ∈CM равномерно на U . Положим ŷ′′ = (fkin

(xkin
) :n∈N), ẑ′′ =

= (fkin
(x′kin

) :n∈N), ζ̂ = (f(xkin
) :n∈N) и η̂= (f(x′kin

) :n∈N).
Очевидно, имеем (ŷ′′, ζ̂)∈ R̃, (ẑ′′, η̂)∈ R̃ и (ζ̂, η̂)∈ R̃. Поэтому
(ŷ′′, ẑ′′)∈ R̃. I

Аналогично доказывается
Теорема 2.51. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью; S — система всех R-вполне
ограниченных подмножеств в X; CS — множество всех отоб-
ражений X в Y , секвенциально равномерно непрерывных на
каждом множестве из S; R′

S — отношение секвенциальной
равномерности в CN

S, соответствующее S-равномерной сходи-
мости. Тогда секвенциально квазикомпактное в пространстве
(CS, R

′
S) подмножество равностепенно секвенциально равно-

мерно непрерывно на каждом множестве из S. I
Теорема 2.52. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью; F =Y X ; u0 — окружение
пространства (X, R), а M ⊂X и U = u0[M ]; RU — отноше-
ние секвенциальной равномерности в FN, соответствующее
поточечной сходимости на U ; F ⊂F — равностепенно секвен-
циально равномерно непрерывноe на M подмножество. Тогда
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а) если полная система окружений Ũ пространства (Y, R̃)
такая, что система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет
отношение секвенциальной равномерности R̃, то в простран-
стве (F , RU ) квазизамыкание F+ равностепенно секвенциаль-
но равномерно непрерывно на M ;

б) если полная система открытых окружений W̃ про-
странства (Y, R̃) такая, что система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃}
определяет отношение секвенциальной равномерности R̃, то в
пространстве (F , RU ) замыкание F равностепенно секвенци-
ально равномерно непрерывно на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ3⊂ ṽ. В силу предложения 2.33 существует такое
симметричное окружение u⊂u0 пространства (X, R), что
(f(x), f(x′))∈ ũ для всех f ∈F и (x, x′)∈u∩(X×M). Рассмот-
рим отображение g ∈F+ и пару (x, x′)∈u∩(X×M). Так как
x∈u[M ]⊂U и x′ ∈M ⊂U , то с учетом замечания 2.4 существу-
ет такое f ∈F , что (f(x), g(x))∈ ũ и (f(x′), g(x′))∈ ũ. Поэтому
(g(x), g(x′))∈ ũ3⊂ ṽ. Следовательно, F+ равностепенно секвен-
циально равномерно непрерывно на M . Утверждение б) дока-
зывается аналогично. I

Теорема 2.53. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
окружений U и Ũ соответственно, причем система окруже-
ний Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной рав-
номерности R̃; S — некоторая система U -вполне ограничен-
ных подмножеств в X, покрывающая X; F — система отобра-
жений X в Y , равностепенно секвенциально равномерно непре-
рывная на каждом множестве из S; R′′

X и R′′
S — отношения

секвенциальной равномерности в FN, соответствующие пото-
чечной сходимости на X и S-равномерной сходимости. Тогда
R′′
X =R′′

S.
J Включение R′′

S⊂R′′
X очевидно. Докажем обратное вклю-

чение. Пусть f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) — такие последо-
вательности в F , что (f̂ , ĝ)∈R′′

X . Это означает, что для каж-
дого x∈X последовательности f̂(x) = (fn(x) :n∈N) и ĝ(x) =
= (gn(x) :n∈N) находятся в отношении (f̂(x), ĝ(x))∈ R̃. Нужно
доказать, что (f̂ , ĝ)∈R′′

S, т. е. для любого H ∈S и любой после-
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довательности (xn :n∈N) в H последовательности ŷ= (fn(xn) :
n∈N) и ẑ= (gn(xn) :n∈N) находятся в отношении (ŷ, ẑ)∈ R̃.
Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так, что-
бы ũ3⊂ ṽ. В силу равностепенно секвенциально равномерной
непрерывности F на H существует такое окружение u∈U , что
(f(x), f(x′))∈ ũ для всех f ∈F и (x, x′)∈u∩(H×X). Поскольку
H U -вполне ограниченo, существует такое конечное K ⊂X, что
для каждого x∈H имеет место (x, x′)∈u с некоторым x′ ∈K.
Так как (f̂(x′), ĝ(x′))∈ R̃ для каждого x′ ∈K, то в силу конечно-
сти K существует такое m∈N, что (fn(x′), gn(x′))∈ ũ для всех
x′ ∈K и n>m. Однако для каждого x∈H и всех n∈N имеют
место (fn(x), fn(x′))∈ ũ и (gn(x), gn(x′))∈ ũ с некоторым x′ ∈K.
Поэтому (fn(x), gn(x))∈ ũ3⊂ ṽ для всех x∈H и n>m. В част-
ности, (fn(xn), gn(xn))∈ ṽ при n>m. Значит, (ŷ, ẑ)∈ R̃. I

Из теорем 2.45, 2.47, 2.52 и 2.53 вытекает
Следствие 2.11. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
окружений U и Ũ соответственно, причем система окруже-
ний {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равно-
мерности R̃; F =Y X ; S — некоторая система U -вполне огра-
ниченных подмножеств в X, покрывающая X; RX и RS — от-
ношения секвенциальной равномерности в FN, соответствую-
щие поточечной сходимости на X и S-равномерной сходимо-
сти; CS — множество всех отображений X в Y , секвенци-
ально равномерно непрерывных на каждом множестве из S;
F ⊂CS — подмножество, равностепенно секвенциально равно-
мерно непрерывное на каждом множестве из S. Тогда

а) если F предкомпактно, секвенциально квазикомпактно
или секвенциально компактно в пространстве (F , RX), то оно
обладает соответствующим свойством также в подпростран-
стве (CS, R

′
S)⊂ (F , RS);

б) если полная система открытых окружений W̃ прост-
ранства (Y, R̃) такая, что система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃}
определяет отношение секвенциальной равномерности R̃, а F
секвенциально относительно компактно в (F , RX), то оно
таково и в (CS, R

′
S), причем замыкание множества F в

(F , RX) совпадает с его замыканием в (CS, R
′
S). I

Предложение 2.37. Пусть (X, R) и (Y, R̃)— пространст-
ва с секвенциальной равномерностью, имеющие полные систе-
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мы окружений U и Ũ соответственно; C — множество всех
секвенциально равномерно непрерывных отображений X в Y ;
R′
{X} —отношение секвенциальной равномерности в CN, соот-

ветствующее равномерной сходимости на X; V ′
{X} — система

тех окружений пространства (C, R′
{X}), каждое из которых

состоит из всех таких пар (f, g)∈C×C, что (f(x), g(x))∈ ũ
для некоторого ũ∈ Ũ и всех x∈X; F ⊂C — некоторое подмно-
жество и T =

⋃
f∈F

f(X). Тогда

а) если X U -вполне ограничено, а F V{X}-вполне ограниче-
но, то T Ũ ′-вполне ограничено, где Ũ ′ = {ũ2 : ũ∈ Ũ};

б) если X предкомпактно в (X, R), а F секвенциально ква-
зикомпактно в (C, R′

{X}) или же F предкомпактно в (C, R′
{X})

и равностепенно секвенциально равномерно непрерывно, то T
предкомпактно в (Y, R̃).

J (а) Пусть ṽ∈ Ũ ′. Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ
так, чтобы ũ2⊂ ṽ. Рассмотрим окружение v∈V ′

{X}, соответству-
ющее окружению ũ. Поскольку F V ′

{X}-вполне ограничено, су-
ществует такое конечное Q⊂C, что для каждого f ∈F имеет
место (f, g)∈v с некоторым g ∈Q. Однако конечное множе-
ство отображений из C равностепенно секвенциально равномер-
но непрерывно. Поэтому существует такое окружение u∈U , что
(g(x), g(x′))∈ ũ для всех g ∈Q и (x, x′)∈u. В силу U -вполне
ограниченности X существует такое конечное K ⊂X, что для
каждого x∈X имеет место (x, ξ)∈u с некоторым ξ ∈K. Обо-
значим T ′ = {g(ξ) : g ∈Q, ξ ∈K}. Очевидно, что подмножество
T ′⊂Y конечно. Пусть y0 ∈T . Тогда y0 = f0(x0) для некоторых
f0 ∈F и x0 ∈X. Выберем ξ0 ∈K и g0 ∈Q так, чтобы (x0, ξ0)∈u
и (f0, g0)∈v. Имеем (f0(x0), g0(x0))∈ ũ и (g0(x0), g0(ξ0))∈ ũ.
Поэтому (f0(x0), g0(ξ0))∈ ũ2. Отсюда в силу ũ2⊂ ṽ для точек
y0 и ζ0 = g0(ξ0)∈T ′ получаем (y0, ζ0)∈ ṽ и (ζ0, y0)∈ ṽ. А это
означает, что множество T Ũ ′-вполне ограничено.

(б) Пусть множество F секвенциально квазикомпактно. Рас-
смотрим произвольную последовательность ŷ= (yn :n∈N) в T .
Для каждого n∈N имеем, что yn = fn(xn) для некоторых fn ∈F
и xn ∈X. Так как X предкомпактно, а F секвенциально квази-
компактно, то найдется такая строго возрастающая последова-
тельность натуральных чисел in, n∈N, что последовательность
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x̂′ = (xin :n∈N) фундаментальна в (X, R), а f̂ ′ = (fin :n∈N) схо-
дится к некоторому f ∈C в (C, R′

{X}). Очевидно, последователь-
ности ŷ′ = (yin :n∈N) = (fin(xin) :n∈N) и ζ̂ = (f(xin) :n∈N) на-
ходятся в отношении (ŷ′, ζ̂)∈ R̃. Однако в силу секвенциаль-
но равномерной непрерывности отображения f последователь-
ность ζ̂ фундаментальна. Поэтому в силу предложения 2.18 по-
следовательность ŷ′ тоже фундаментальна. Таким образом, ŷ
обладает фундаментальной подпоследовательностью ŷ′ и, сле-
довательно, множество T предкомпактно.

Если же F предкомпактно и равностепенно секвенциально
равномерно непрерывно, то строго возрастающая последовате-
льность натуральных чисел in, n∈N, может быть выбрана так,
чтобы обе последовательности x̂′ и f̂ ′ были фундаментальными.
Докажем, что и в этом случае последовательность ŷ′ фунда-
ментальна. Рассмотрим произвольную подпоследовательность
ŷ′′≺ ŷ′. Пусть ŷ′′ = (yijn

:n∈N) = (fijn
(xijn

) :n∈N). В силу фун-
даментальности f̂ ′ последовательности ŷ′ и η̂= (fijn

(xin) :n∈N)
находятся в отношении (ŷ′, η̂)∈ R̃. Последовательности x̂′ и
x̂′′ = (xijn

:n∈N) тоже находятся в отношении (x̂′, x̂′′)∈R. По-
этому в силу равностепенно секвенциально равномерной непре-
рывности F имеем (ŷ′′, η̂)∈ R̃. Следовательно, (ŷ′, ŷ′′)∈ R̃. А это
означает, что последовательность ŷ′ фундаментальна, а множе-
ство T предкомпактно. I

Докажем еще одно обобщение теоремы Арцела.
Теорема 2.54. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью, причем (X, R) сепарабельно,
а (Y, R̃) имеет такую полную систему окружений Ũ , что си-
стема окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенци-
альной равномерности R̃; F =Y X ; S — система всех R-вполне
ограниченных подмножеств в X; RS — отношение секвенци-
альной равномерности в FN, соответствующее S-равномерной
сходимости; CS — множество всех отображений X в Y , се-
квенциально равномерно непрерывных на каждом множестве
из S. Тогда для предкомпактности (секвенциальной квазиком-
пактности) подмножества F ⊂CS в пространстве (F , RS), а
значит, и в подпространстве (CS, R

′
S)⊂ (F , RS) необходимо

и достаточно выполнение условий
1) для каждого x∈X множество F (x) = {f(x) : f ∈F} пред-
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компактно (секвенциально квазикомпактно) в (Y, R̃);
2) F равностепенно секвенциально равномерно непрерывно

на каждом множестве из S.
J Необходимость условия 1) очевидна, а необходимость усло-

вия 2) следует из теоремы 2.49. Докажем их достаточность.
Пусть выполняются условия 1) и 2). Рассмотрим произволь-

ную последовательность f̂ = (fn :n∈N) в F . При помощи рас-
суждений, сделанных в доказательстве теоремы 2.44, легко
доказывается существование такой подпоследовательности
f̂ ′ = (fkn :n∈N) последовательности f̂ , что для каждого x∈X
последовательность f̂ ′(x) = (fkn(x) :n∈N) фундаментальна в
(Y, R̃). Отсюда в силу теоремы 2.53 вытекает, что подпосле-
довательность f̂ ′ фундаментальна в (CS, R

′
S). Следовательно,

F предкомпактно в (CS, R
′
S). Кроме того, в случае, когда для

каждого x∈X множество F (x) секвенциально квазикомпактно
в (Y, R̃), последовательность f̂ ′(x) сходится в (Y, R̃). Поэтому
f̂ ′ сходится к некоторому отображению f ∈F поточечно на X.
В силу теоремы 2.45 f ∈CS, а в силу теоремы 2.47 f̂ ′ сходится
к f равномерно на каждом множестве из S. Значит, F секвен-
циально квазикомпактно в (CS, R

′
S). I

Аналогично доказывается
Теорема 2.55. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с

секвенциальной равномерностью, имеющие полные системы
окружений U и Ũ соответственно, причем (X, R) сепарабель-
но, а система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение
секвенциальной равномерности R̃; S — некоторая система
U -вполне ограниченных подмножеств в X, покрывающая X;
CS — множество всех отображений X в Y , секвенциально рав-
номерно непрерывных на каждом множестве из S; R′

S — от-
ношение секвенциальной равномерности в CN

S, соответствую-
щее S-равномерной сходимости. Тогда для предкомпактности
(секвенциальной квазикомпактности) подмножества F ⊂CS в
пространстве (CS, R

′
S) достаточно выполнение условий

1) для каждого x∈X множество {f(x) : f ∈F} предком-
пактно (секвенциально квазикомпактно) в (Y, R̃);

2) F равностепенно секвенциально равномерно непрерывно
на каждом множестве из S. I
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Введем теперь понятие равномерной ограниченности систе-
мы отображений и докажем несколько утвеждений.

Определение 2.22. Пусть X — непустое множество,
(Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерностью, а
B̃ — некоторая система отображений Y в себя. Отображе-
ние f :X→Y называется B̃-ограниченным на M ⊂X, если
f(M) B̃-ограничено в (Y, R̃). Система F отображений X в Y
называется B̃-равномерно ограниченной на M , если

⋃
f∈F

f(M)

B̃-ограничено в (Y, R̃). Отображение f называется B̃-огра-
ниченным на системе S подмножеств в X, если оно B̃-огра-
ничено на каждом множестве из S. Система отображений
F называется B̃-равномерно ограниченной на системе S, ес-
ли она B̃-равномерно ограничена на каждом множестве из S.

Определение 2.23. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — простран-
ства с секвенциальной равномерностью, а B и B̃ — некоторые
системы отображений X в себя и Y в себя соответствен-
но. Отображение X в Y называется (B, B̃)-ограниченным, если
оно B̃-ограничено на каждом B-ограниченном подмножестве в
X. Система отображений X в Y называется (B, B̃)-равномер-
но ограниченной, если она B̃-равномерно ограничена на каждом
B-ограниченном подмножестве в X.

Введенные понятия ограниченности и равномерной ограни-
ченности системы отображений {fi : i∈ I} будем использовать
также для семейства (fi : i∈ I).

Предложение 2.38. Пусть X — непустое множество,
(Y, R̃) — пространство с секвенциальной равномерностью, Ṽ
— некоторая система окружений этого пространства, опре-
деляющая отношение секвенциальной равномерности R̃, а B̃
— некоторая система отображений Y в себя. Отображение
X в Y тогда и только тогда B̃-ограничено на M ⊂X, когда
оно B̃-ограничено на каждом счетном подмножестве в M .
Система F отображений X в Y тогда и только тогда B̃-
равномерно ограничена на M , когда каждая ее конечная или
счетная подсистема B̃-равномерно ограничена на каждом ко-
нечном или счетном подмножестве в M . Кроме того, систе-
ма отображений F B̃-равномерно ограничена на M тогда и
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только тога, когда для каждого окружения ũ пространства
(Y, R̃) и каждой пары R̃-эквивалентных последовательностей
(B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в B̃ существует такое m∈N, что

(B̃′
n(f(x)), B̃′′

n(f(x)))∈ ũ для всех n>m, f ∈F и x∈M . I
Теорема 2.56. Пусть X — непустое множество; (Y, R̃)

— пространство с секвенциальной равномерностью, имеющее
полную систему окружений Ũ и полную систему открытых
окружений W̃ ; B̃ — некоторая система секвенциально непре-
рывных отображений Y в себя; F =Y X ; RM — отношение се-
квенциальной равномерности, соответствующее поточечной
сходимости на M ⊂X; F ⊂F — B̃-равномерно ограниченное на
M подмножество. Тогда

а) если система окружений {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отно-
шение секвенциальной равномерности R̃, то в пространстве
(F , RM ) квазизамыкание F+ B̃-равномерно ограничено на M ;

б) если система окружений {w̃3 : w̃∈ W̃} определяет отно-
шение секвенциальной равномерности R̃, то в пространстве
(F , RM ) замыкание F B̃-равномерно ограничено на M .

J Обозначим T =
⋃
f∈F

f(M), T ′ =
⋃

f∈F+

f(M), T̃ =
⋃
f∈F

f(M).

По условию, множество T B̃-ограничено.
(а) Пусть g ∈F+ и x∈X. Существует такая последователь-

ность отображений fn ∈F , n∈N, что последовательность точек
fn(x), n∈N, сходится к g(x). Так как fn(x)∈T для всех n∈N,
то g(x)∈T+. Поэтому T ′⊂T+. В силу утверждения а) теоре-
мы 2.28 множество T+ B̃-ограничено. Но тогда T ′ тоже B̃-огра-
ничено. Значит, множество F+ B̃-равномерно ограничено на M .

(б) Пусть h∈F , x∈X, а ṽy — открытая окрестность точ-
ки y=h(x) в пространстве (Y, R̃). Множество Vh таких f ∈F ,
для которых f(x)∈ ṽy, является открытой окрестностью для h
в пространстве (F , RM ). Поэтому F∩Vh 6= Ø. Рассмотрим неко-
торое f0 ∈F∩Vh. Так как f0(x)∈T∩ṽy, то T∩ṽy 6= Ø. Отсюда
следует, что h(x)∈T и, значит, T̃ ⊂T . Однако в силу утвержде-
ния б) теоремы 2.28 множество T B̃-ограничено. Но тогда T̃ то-
же B̃-ограничено. Следовательно, множество F B̃-равномерно
ограничено на M . I
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Теорема 2.57. Пусть X — непустое множество; (Y, R̃) —
пространство с секвенциальной равномерностью, имеющее та-
кую полную систему окружений Ũ , что система окружений
Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равно-
мерности R̃; B̃ — равностепенно секвенциально равномерно
непрерывная система отображений Y в себя; f̂ = (fn :n∈N) —
последовательность B̃-ограниченных на M ⊂X отображений
X в Y , сходящаяся к отображению f :X→Y равномерно на
M . Тогда отображение f B̃-ограничено на M , а последователь-
ность f̂ B̃-равномерно ограничена на M .

J Пусть ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окружение ũ∈ Ũ так,
чтобы ũ3⊂ ṽ. Рассмотрим R̃-эквивалентные последовательности
(B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в B̃. В силу равностепенно секвенци-

ально равномерной непрерывности системы отображений B̃ су-
ществует такое ũ0 ∈ Ũ , что (B̃(y), B̃(y′))∈ ũ для всех B̃ ∈ B̃ и
(y, y′)∈ ũ0. Поскольку f̂ сходится к f равномерно на M , най-
дется такое i∈N, что (fi(x), f(x))∈ ũ0 для всех x∈M . Поэто-
му (B̃′

n(fi(x)), B̃′
n(f(x)))∈ ũ и (B̃′′

n(fi(x)), B̃′′
n(f(x)))∈ ũ для всех

n∈N и x∈M . В силу B̃-ограниченности на M отображения
fi найдется такое m∈N, что (B̃′

n(fi(x)), B̃′′
n(fi(x)))∈ ũ для всех

n>m и x∈M . Но тогда (B̃′
n(f(x)), B̃′′

n(f(x)))∈ ũ3⊂ ṽ для всех
n>m и x∈M . Отсюда следует, что f B̃-ограничено на M .

Рассмотрим произвольную последовательность (xn :n∈N)
в M . Так как f̂ сходится к f равномерно на M , то последо-
вательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) и ẑ= (f(xn) :n∈N) находятся
в отношении (ŷ, ẑ)∈ R̃. Положим ζ̂ ′ = (B̃′

n(fn(xn)) :n∈N), ζ̂ ′′ =
= (B̃′′

n(fn(xn)) :n∈N), η̂′ = (B̃′
n(f(xn)) :n∈N) и η̂′′ = (B̃′′

n(f(xn)) :
n∈N). Из равностепенно секвенциально равномерной непрерыв-
ности B̃ следует, что (ζ̂ ′, η̂′)∈ R̃ и (ζ̂ ′′, η̂′′)∈ R̃. Поскольку f B̃-
ограничено наM , имеем также (η̂′, η̂′′)∈ R̃. Поэтому (ζ̂ ′, ζ̂ ′′)∈ R̃.
Отсюда следует B̃-равномерная ограниченность f̂ на M . I

Из теорем 2.34 и 2.57 вытекает
Следствие 2.12. Пусть X — непустое множество; (Y, R̃)

— пространство с секвенциальной равномерностью, имеющее
такую полную систему окружений Ũ , что система окруже-
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ний {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отношение секвенциальной равно-
мерности R̃; B̃ — равностепенно секвенциально равномерно
непрерывная система отображений Y в себя; S — некоторая
система подмножеств в X; F =Y X ; RS — отношение секвен-
циальной равномерности в FN, соответствующее S-равномер-
ной сходимости. Тогда множество FS всех B̃-ограниченных
на системе S отображений X в Y замкнуто в пространстве
(F , RS), а при полном (Y, R̃) подпространство пространства
(F , RS), имеющее носитель FS, полно. I

Предложение 2.39. Пусть (X, Λ) — пространство с опе-
рацией предела; (Y, R̃) — пространство с секвенциальной рав-
номерностью, имеющее такую полную систему окружений Ũ ,
что система окружений Ṽ = {ũ3 : ũ∈ Ũ} определяет отноше-
ние секвенциальной равномерности R̃; B̃ — равностепенно се-
квенциально равномерно непрерывная система отображений
Y в себя; F — равностепенно секвенциально непрерывная си-
стема отображений X в Y . Тогда множество тех x∈X,
для которых множество F (x) = {f(x) : f ∈F} B̃-ограничено,
замкнуто в пространстве (X, Λ).

J Пусть x0 ∈H+ и ṽ∈ Ṽ . Выберем симметричное окруже-
ние ũ∈ Ũ так, чтобы ũ3⊂ ṽ. Рассмотрим R̃-эквивалентные по-
следовательности (B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в B̃. В силу равносте-

пенно секвенциально равномерной непрерывности B̃ существует
такое окружение ũ0 ∈ Ũ , что (B̃(y), B̃(y′))∈ ũ для всех B̃ ∈ B̃ и
(y, y′)∈ ũ0. Поскольку система F равностепенно секвенциально
непрерывна в точке x0, существует такая окрестность ux0 точ-
ки x0, что (f(x), f(x0))∈ ũ0 для всех f ∈F и x∈ux0 . Очевидно,
H∩ux0 6= Ø. Пусть x∈H∩ux0 . Тогда (B̃′

n(f(x)), B̃′
n(f(x0)))∈ ũ и

(B̃′′
n(f(x)), B̃′′

n(f(x0)))∈ ũ для всех n∈N. Так как множество
F (x) B̃-ограничено, то в силу предложения 2.30 существует та-
кое m∈N, что (B̃′

n(f(x)), B̃′′
n(f(x)))∈ ũ для всех f ∈F и n>m.

Поэтому (B̃′
n(f(x0)), B̃′′

n(f(x0)))∈ ũ3⊂ ṽ для всех f ∈F и n>m.
Отсюда в силу предложения 2.30 получаем B̃-ограниченность
F (x0). Следовательно, x0 ∈H. Значит, H замкнуто в (X, Λ). I

Для отображений f :X→Y , B :X→X и B̃ :Y →Y компо-
зиции fB= f◦B и B̃f = B̃◦f являются отображениями множе-
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ства X в Y и определяются равенствами (fB)(x) = f(B(x)) и
(B̃f)(x) = B̃(f(x)) для всех x∈X.

Теорема 2.58. Пусть (X, R) и (Y, R̃) — пространства с
секвенциальной равномерностью; F ′ — такое множество сек-
венциально равномерно непрерывных отображений X в Y , что
Y =

⋃
f∈F ′

f(X); B̃ — некоторая система таких отображений

B̃ :Y →Y , что B̃f ∈F ′ для всех f ∈F ′; A — система тех
отображений A :F ′→F ′, каждое из которых определяется
с помощью некоторого B̃ ∈ B̃ равенством A(f) = B̃f , f ∈F ′;
B — такая система отображений X в себя, что для каждой
последовательности (fn :n∈N) в F ′ и каждой пары R̃-экви-
валентных последовательностей (B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в

B̃ существуют R-эквивалентные последовательности (B′
n :

n∈N) и (B′′
n :n∈N) в B, удовлетворяющие равенствам B̃′

nfn =
= fnB

′
n и B̃′′

nfn = fnB
′′
n для всех n∈N; S — система всех

B-ограниченных подмножеств в X; R′
S — отношение секвен-

циальной равномерности в F ′N, соответствующее S-равно-
мерной сходимости. Тогда

а) каждому отображению A∈A соответствует единст-
венное отображение B̃ :Y →Y , удовлетворяющее равенству
A(f) = B̃f для всех f ∈F ′, причем B̃ ∈ B̃;

б) последовательности (A′
n :n∈N) и (A′′

n :n∈N) в A R′
S-

эквивалентны тогда и только тогда, когда соответствующие
последовательности (B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в B̃ R̃-эквива-

лентны;
в) подмножество F ⊂F ′ A-ограничено в пространстве

(F ′, R′
S) тогда и только тогда, когда оно (B, B̃)-равномерно

ограничено;
г) всякое равностепенно секвенциально равномерно непре-

рывное подмножество F ⊂F ′ (B, B̃)-равномерно ограничено,
а значит, и A-ограничено в (F ′, R′

S).
J (а) Пусть A∈A. По условию, существует такое B̃ ∈ B̃, что

A(f) = B̃f при всех f∈F ′. Допустим для отображения B̃′ :Y →Y

тоже A(f) = B̃′f при всех f ∈F ′. Тогда B̃(f(x)) = B̃′(f(x)) для
всех f ∈F ′ и x∈X. Так как, по условию, Y =

⋃
f∈F ′

f(X), то для



248 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

каждого y ∈Y существуют такие x∈X и f ∈F ′, что y= f(x).
Поэтому B̃(y) = B̃′(y) для всех y ∈Y и, значит, B̃= B̃′.

(б) Пусть (A′
n :n∈N) и (A′′

n :n∈N) — R′
S-эквивалентные

последовательности в A, а (B̃′
n :n∈N) и (B̃′′

n :n∈N) — соот-
ветствующие им последовательности в B̃. Для y ∈Y выберем
x∈X и f ∈F ′ так, чтобы y= f(x). Так как последовательно-
сти η̂′ = ((A′

n(f))(x) :n∈N) и η̂′′ = ((A′′
n(f))(x) :n∈N) находятся

в отношении (η̂′, η̂′′)∈ R̃, а в силу (A′
n(f))(x) = B̃′

n(f(x)) = B̃′
n(y)

и (A′′
n(f))(x) = B̃′′

n(f(x)) = B̃′′
n(y) имеем также η̂′ = (B̃′

n(y) :n∈N)
и η̂′′ = (B̃′′

n(y) :n∈N), то последовательности (B̃′
n :n∈N) и

(B̃′′
n :n∈N) R̃-эквивалентны.
Пусть, обратно, (B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) — R̃-эквивалентные

последовательности в B̃, а (A′
n :n∈N) и (A′′

n :n∈N) — со-
ответствующие им последовательности в A. Рассмотрим ото-
бражение f ∈F ′ и B-ограниченную последовательность точек
xn ∈X, n∈N. По условию, существуют R-эквивалентные по-
следовательности (B′

n :n∈N) и (B′′
n :n∈N) в B, удовлетворяю-

щие равенствам B̃′
nf = fB′

n и B̃′′
nf = fB′′

n для всех n∈N. В част-
ности, B̃′

n(f(xn)) = f(B′
n(xn)) и B̃′′

n(f(xn)) = f(B′′
n(xn)) для всех

n∈N. Так как для последовательностей ξ̂′ = (B′
n(xn) :n∈N) и

ξ̂′′ = (B′′
n(xn) :n∈N) имеем, что (ξ̂′, ξ̂′′)∈R, то в силу секвенци-

ально равномерной непрерывности отображения f последова-
тельности η̂′ = (f(B′

n(xn)) :n∈N) и η̂′′ = (f(B′′
n(xn)) :n∈N) нахо-

дятся в отношении (η̂′, η̂′′)∈ R̃. Однако η̂′ = (B̃′
n(f(xn)) :n∈N) =

= ((A′
n(f))(xn) :n∈N) и η̂′′ = (B̃′′

n(f(xn)) :n∈N) = ((A′′
n(f))(xn) :

n∈N). Поэтому последовательности ζ̂ ′ = (A′
n(f) :n∈N) и ζ̂ ′′ =

= (A′′
n(f) :n∈N) находятся в отношении (ζ̂ ′, ζ̂ ′′)∈R′

S. Значит,
последовательности (A′

n :n∈N) и (A′′
n :n∈N) R′

S-эквивалентны.
(в) Пусть подмножество F ⊂F ′ A-ограничено в (F ′, R′

S), а
M ∈S. Докажем, что объединение T =

⋃
f∈F

f(M) B̃-ограничено

в (Y, R̃). Для последовательности точек yn ∈T , n∈N, существу-
ют такие последовательности (xn :n∈N) в M и (fn :n∈N) в F ,
что yn = fn(xn) для всех n∈N. Рассмотрим R̃-эквивалентные
последовательности (B̃′

n :n∈N) и (B̃′′
n :n∈N) в B̃, а также соот-

ветствующие последовательности (A′
n :n∈N) и (A′′

n :n∈N) в A,
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которые, согласно б), R′
S-эквивалентны. В силу A-ограничен-

ности множества F последовательности ζ̂ ′ = (A′
n(fn) :n∈N) и

ζ̂ ′′ = (A′′
n(fn) :n∈N) находятся в отношении (ζ̂ ′, ζ̂ ′′)∈R′

S. Это
означает, что последовательности η̂′ = ((A′

n(fn))(xn) :n∈N) и
η̂′′ = ((A′′

n(fn))(xn) :n∈N) находятся в отношении (η̂′, η̂′′)∈ R̃.
Так как (A′

n(fn))(xn) = B̃′
n(fn(xn)) = B̃′

n(yn) и (A′′
n(fn))(xn) =

= B̃′′
n(fn(xn)) = B̃′′

n(yn) для всех n∈N, то η̂′ = (B̃′
n(yn) : n∈N) и

η̂′′ = (B̃′′
n(yn) :n∈N). Отсюда с учетом (η̂′, η̂′′)∈ R̃ получаем B̃-

ограниченность T и (B, B̃)-равномерную ограниченность F .
Пусть, обратно, подмножество F ⊂F ′ (B, B̃)-равномерно ог-

раничено, а M ∈S. Рассмотрим последовательности (xn :n∈N)
в M и (fn :n∈N) в F , а также R′

S-эквивалентные последова-
тельности (A′

n :n∈N), (A′′
n :n∈N) в A и соответствующие им

R̃-эквивалентные последовательности (B̃′
n :n∈N), (B̃′′

n : n∈N) в
B̃. Имеем, что A′

n(fn) = B̃′
nfn и A′′

n(fn) = B̃′′
nfn для всех n∈N. В

силу B̃-равномерной ограниченности F на M последовательно-
сти η̂′ = (B̃′

n(fn(xn)) :n∈N) и η̂′′ = (B̃′′
n(fn(xn)) : n∈N) находят-

ся в отношении (η̂′, η̂′′)∈ R̃. Однако B̃′
n(fn(xn)) = (A′

n(fn))(xn)
и B̃′′

n(fn(xn)) = (A′′
n(fn))(xn) для всех n∈N. Следовательно,

η̂′ = ((A′
n(fn))(xn) :n∈N) и η̂′′ = ((A′′

n(fn))(xn) : n∈N). Поэтому
в силу (η̂′, η̂′′)∈ R̃ последовательности ζ̂ ′ = (A′

n(fn) :n∈N) и
ζ̂ ′′ = (A′′

n(fn) :n∈N) находятся в отношении (ζ̂ ′, ζ̂ ′′)∈R′
S. Это

означает, что множество F A-ограничено в (F ′, R′
S).

(г) Рассмотрим последовательность отображений fn ∈F ,
n∈N, B-ограниченную последовательность точек xn ∈X, n∈N,
и R̃-эквивалентные последовательности (B̃′

n :n∈N), (B̃′′
n : n∈N)

в B̃. По условию, существуют R-эквивалентные последователь-
ности (B′

n :n∈N) и (B′′
n :n∈N) в B, для которых B̃′

nfn = fnB
′
n

и B̃′′
nfn = fnB

′′
n при всех n∈N. Для ξ̂′ = (B′

n(xn) :n∈N) и ξ̂′′ =
= (B′′

n(xn) :n∈N) имеем, что (ξ̂′, ξ̂′′)∈R. В силу равностепен-
но секвенциально равномерной непрерывности F последова-
тельности η̂′ = (fn(B′

n(xn)) :n∈N) = (B̃′
n(fn(xn)) :n∈N) и η̂′′ =

= (fn(B′′
n(xn)) :n∈N) = (B̃′′

n(fn(xn)) :n∈N) находятся в отноше-
нии (η̂′, η̂′′)∈ R̃. Отсюда вытекает (B, B̃)-равномерная ограни-
ченность F . I
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2. Сходимости почти всюду и по внешней мере. Рав-
номерные сходимости почти всюду и по внешней мере.
Обозначим через R+ расширенную числовую неотрицательную
полуось, т. е. R+ = R+∪{∞}= [0; ∞]. Классическую операцию
предела в R+ обозначим через lim и сходимость последователь-
ности чисел rn ∈R+, n∈N, к r∈R+ запишем в виде lim

n
rn = r.

Внешней мерой на множестве X будем называть всякий та-
кой функционал µ∗ : 2X→R+, что µ∗(Ø) = 0 и µ∗(A) 6
6

∑
n∈N

µ∗(An) для любой последовательности подмножеств

An⊂X, n∈N, и любого A⊂
⋃
n∈N

An. При этом число µ∗(B)

будем называть внешней мерой подмножества B⊂X.
Очевидно, µ∗(A) 6µ∗(B) для любых A⊂B⊂X. Если для

каждого n∈N подмножество An⊂X такое, что µ∗(An) = 0, то
µ∗(

⋃
n∈N

An) = 0.

Замечание 2.5. При помощи внешней меры µ∗ на множе-
стве X можно определить полуметрику d на 2X , положив

d(M, G) =
d∗(M, G)

1 + d∗(M, G)
, M ⊂X, G⊂X,

где d∗(M, G) =µ∗((M\G)∪(G\M)) (считается d(M, G) = 1 при
d∗(M, G) =∞).

Определение 2.24. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X, (Y, Λ̃) — пространство с операцией пре-
дела, а F =Y X . Будем говорить, что последовательность
f̂ = (fn :n∈N)∈FN сходится к f ∈F почти всюду на X0⊂X,
а f является для f̂ пределом (точнее — псевдопределом) по-
чти всюду на X0, если µ∗({x∈X0 : f(x) /∈ Λ̃(f̂(x))}) = 0, где
f̂(x) = (fn(x) :n∈N). Кроме того, будем говорить, что f̂ схо-
дится к f на X0 по внешней мере, а f является для f̂ пределом
на X0 по внешней мере, если каждая подпоследовательность
последовательности f̂ обладает подпоследовательностью, схо-
дящейся к f почти всюду на X0.

Отображение Λ :FN→ 2F определим, считая f ∈Λ(f̂) для
f ∈F и f̂ ∈FN, если f является для f̂ пределом почти всюду на
X0. Пусть E — множество таких M ⊂X0, что µ∗(X0\M) = 0,
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а ΛM для каждого M ∈E — операция предела в F поточечной
сходимости на M . Очевидно, Λ(f̂) =

⋃
M∈E

ΛM (f̂), f̂ ∈FN. Легко

проверить, что Λ является операцией псевдопредела в F (см.
замечание 1.10).

Отображение Λ0 :FN→ 2F определим, считая f ∈Λ0(f̂) для
f ∈F и f̂ ∈FN, если f является для f̂ пределом на X0 по внеш-
ней мере. Нетрудно проверить, что Λ0 является операцией пре-
дела в F . Кроме того, Λ0 есть сильнейшая операция предела,
удовлетворяющая условию Λ 6 Λ0, и является точной верхней
границей системы {ΛM :M ∈E} в частично упорядоченном мно-
жестве L(F) всех операций предела в F . Пусть F̂ и F̂0 — мно-
жества таких f̂ ∈FN, что Λ(f̂) 6= Ø и Λ0(f̂) 6= Ø соответственно.
Тогда F̂0 состоит из таких f̂ ∈FN, что для каждого f̂ ′≺ f̂ су-
ществует f̂ ′′≺ f̂ ′ из F̂ и

⋂
{Λ(f̂ ′) : f̂ ′≺ f̂ , f̂ ′ ∈ F̂} 6= Ø. При этом

Λ0(f̂) =
⋂
{Λ(f̂ ′) : f̂ ′≺ f̂ , f̂ ′ ∈ F̂}, f̂ ∈ F̂ . В частности, Λ0(f̂) =

= Λ(f̂) для всех f̂ ∈ F̂ . Пространство (F , Λ0) называется функ-
циональным пространством сходимости на X0 по внешней мере.

Предложение 2.40. В функциональном пространстве
(F , Λ0) сходимости на X0 по внешней мере квазизамыкание
множества F получается присоединением к F всех функций из
F , являющихся пределами почти всюду на X0 последователь-
ностей функций из F . Кроме того, множество F замкнуто
тогда и только тогда, когда оно содержит все функции из F ,
являющиеся пределами почти всюду на X0 последовательно-
стей функций из F . I

Если Λ̃ — равномерная операция предела в Y , то Λ является
равномерной операцией псевдопредела в F (см. замечание 2.1), а
Λ0 — равномерной операцией предела, причем Λ0(f̂) = Λ(f̂ ′) для
любых f̂ ∈ F̂0 и f̂ ′≺ f̂ , f̂ ′ ∈ F̂ . Пусть R̃ — отношение секвенци-
альной равномерности в Y N, определяющее в Y равномерную
операцию предела Λ̃. Обозначим через R множество таких пар
(f̂ , ĝ)∈FN×FN, что µ∗({x∈X0 : (f̂(x), ĝ(x)) /∈ R̃}) = 0. Множе-
ство R определяет в FN отношение секвенциальной псевдорав-
номерности (см. замечание 2.1), а в F операцию псевдопредела
Λ. Сильнейшее отношение секвенциальной квазиравномерности
R0 в FN, удовлетворяющее условию R⊂R0, является отноше-
нием секвенциальной равномерности и определяет в F равно-



252 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

мерную операцию предела Λ0. Пусть E — множество таких
M ⊂X0, что µ∗(X0\M) = 0, а RM для каждого M ∈E — отно-
шение секвенциальной равномерности в FN, соответствующее
поточечной сходимости на M . Тогда R=

⋃
M∈E

RM , а R0 являет-

ся точной верхней границей системы {RM :M ∈E} в частично
упорядоченном множестве R(FN) всех отношений секвенциаль-
ной квазиравномерности в FN, а также в множестве R0(FN)
всех отношений секвенциальной равномерности в FN. При этом
R0 есть множество таких пар (f̂ , ĝ)∈FN×FN, что для каждо-
го (f̂ ′, ĝ′)≺ (f̂ , ĝ) существует (f̂ ′′, ĝ′′)≺ (f̂ ′, ĝ′) из R. Простран-
ство с секвенциальной равномерностью (F , R0) тоже называет-
ся функциональным пространством сходимости на X0 по внеш-
ней мере.

Предложение 2.41. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X; X0⊂X — такое подмножество, что
X0 =

⋃
n∈N

Bn, где Bn⊂Bn+1 и µ∗(Bn)<∞ для всех n∈N;

(Y, R̃)—полуметризуемое пространство с секвенциальной рав-
номерностью, причем {ũn :n∈N} — его конечная или счет-
ная фундаментальная система окружений, удовлетворяющая
условиям ũ−1

n = ũn и ũ2
n+1⊂ ũn для всех n∈N; F =Y X ; R0 —

отношение секвенциальной равномерности в FN, соответ-
ствующее сходимости на X0 по внешней мере. Тогда конечная
или счетная система {un :n∈N} окружений в F×F , где

un = {(f, g)∈F×F : µ∗({x∈Bn : (f(x), g(x)) /∈ ũn})< 2−n}, (1)

определяет в FN отношение секвенциальной равномерности
R′⊂R0 и является фундаментальной системой окружений по-
луметризуемого пространства (F , R′). При этом если R̃ опре-
деляется полуметрикой d̃ на Y , то R′ может быть определено
полуметрикой d на F , заданной равенством

d(f, g) =
∞∑
n=1

1
2n

dn(f, g)
1 + dn(f, g)

, f ∈F , g ∈F , (2)

где dn(f, g) =µ∗({x∈Bn : d̃(f(x), g(x)) > 2−n}) (при dn(f, g) =
=∞ считается dn(f, g)(1 + dn(f, g))−1 = 1). Кроме того, ес-
ли пространство (Y, R̃) полно, то всякая фундаментальная в
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(F , R′) последовательность сходится в (F , R0).
J Очевидно, для каждого n∈N подмножество un⊂F×F ,

определенное равенством (1), содержит диагональ ∆(F) и, зна-
чит, является окружением в F×F . Кроме того, u−1

n = un и
u2
n+1⊂un. Поэтому система окружений {un :n∈N} определя-

ет в FN некоторое отношение секвенциальной равномерности
R′ и является фундаментальной системой окружений полумет-
ризуемого пространства (F , R′). Докажем, что R′⊂R0. Пусть
(f̂ , ĝ)∈R′, где f̂ = (fn :n∈N) и ĝ= (gn :n∈N). По аналогии с
теоремой Рисса (см. [51], с. 96) докажем, что в R0 существует
пара (ϕ̂, ĥ)≺ (f̂ , ĝ). Для каждых n∈N и k∈N обозначим

Gnk = {x∈Bn : (fk(x), gk(x)) /∈ ũn}. (3)

В силу (f̂ , ĝ)∈R′ последовательность пар (fk, gk), k∈N, по-
чти вся лежит в каждом окружении un, n∈N, пространства
(F , R′). Поэтому для каждого n∈N найдется такое in ∈N, что
µ∗(Gnk)< 2−n для всех k> in, причем i1<i2< . . .. В частности,
µ∗(Gnin)< 2−n для всех n∈N. Для каждого k∈N обозначим
Hk =

⋃
n>k

Gnin . Положим Q=
⋂
k∈N

Hk. Для любого k∈N имеем

µ∗(Q) 6 µ∗(Hk) 6
∑
n>k

2−n = 21−k.

Поэтому µ∗(Q) = 0. Обозначим ϕ̂= (fin :n∈N) и ĥ= (gin :n∈N).
Пусть x0 ∈X0\Q. Тогда x0 ∈Bm и x0 /∈Hm для некоторого
m∈N. Следовательно, x0 /∈Gnin для всех n>m. Отсюда вы-
текает, что (fin(x0), gin(x0))∈ ũn для всех n>m. Поскольку
ũ1⊃ ũ2⊃ . . ., последовательность пар (fin(x0), gin(x0)), n∈N,
почти вся лежит в каждом окружении ũi, i∈N, простран-
ства (Y, R̃). Это означает, что (ϕ̂(x0), ĥ(x0))∈ R̃, где ϕ̂(x0) =
= (fin(x0) :n∈N) и ĥ(x0) = (gin(x0) :n∈N). Отсюда получаем

{x ∈ X0 : (ϕ̂(x), ĥ(x)) /∈ R̃}⊂Q,

µ∗({x∈X0 : (ϕ̂(x), ĥ(x)) /∈ R̃}) = 0.

Поэтому (ϕ̂, ĥ)∈R0. Так как в силу (f̂ , ĝ)∈R′ имеем также
(f̂ ′, ĝ′)∈R′, то из доказанного вытекает, что для каждо-
го (f̂ ′, ĝ′)≺ (f̂ , ĝ) существует (f̂ ′′, ĝ′′)≺ (f̂ ′, ĝ′) из R0. Но тогда
(f̂ , ĝ)∈R0 и, следовательно, R′⊂R0.
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Утверждение, относящееся к полуметрике d, очевидно.
Пусть пространство (Y, R̃) полно. Рассмотрим в (F , R′) фун-

даментальную последовательность f̂ = (fn :n∈N). Очевидно, f̂
обладает такой подпоследовательностью f̂ ′ = (fkn :n∈N), что
(fkn , fkν )∈un для всех ν>n и n∈N, т. е.

µ∗({x∈Bn : (fkn(x), fkν (x)) /∈ ũn})< 2−n. (4)

Для каждых натуральных i, n и ν обозначим

Hinν = {x∈Bi : (fkn(x), fkν (x)) /∈ ũi}.

В силу (4) при i6n6 ν имеем µ∗(Hinν)< 2−n. Докажем нера-
венство

µ∗(
⋃
ν>n

Hinν) < 21−n, i <n. (5)

Так как ũ2
p+1⊂ ũp, p∈N, то при i<n<ν имеют место вклю-

чения

Hinν ⊂ Hn−1,nν ⊂
ν−1⋃
p=n

Hpp,p+1 ⊂
⋃
p>n

Hpp,p+1.

Отсюда с учетом Hinn = Ø получаем
⋃
ν>n

Hinν ⊂
⋃
p>n

Hpp,p+1. По-

этому в силу (4)

µ∗(
⋃
ν>n

Hinν) 6 µ∗(
⋃
p>n

Hpp,p+1) 6
∑
p>n

µ∗(Hpp,p+1) 6

6
∑
p>n

2−p = 21−n.

Тем самым (5) доказано. Заметим, что при каждом j ∈N для
x∈Bj последовательность точек fkn(x), n∈N, тогда и только
тогда фундаментальна в (Y, R̃), когда x∈Mj ⊂Bj , где

Mj =
⋂
i>j

⋃
s>1

⋂
n>s

⋂
ν>n

{x∈Bi : (fkn(x), fkν (x))∈ ũi} =

=
⋂
i>j

⋃
s>1

⋂
n>s

⋂
ν>n

(Bi\Hinν).

Очевидно,
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Bj\Mj ⊂
⋃
i>j

⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν ⊂
⋃
i>1

⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν ,⋃
j>1

(Bj\Mj) ⊂
⋃
i>1

⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν .

В силу (5) для всех i∈N и s∈N имеем

µ∗(
⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν) 6
∑
n>s

µ∗(
⋃
ν>n

Hinν) 6
∑
n>s

21−n = 22−s.

Поэтому
µ∗(

⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν) = 0, i∈N,

µ∗(
⋃
j>1

(Bj\Mj)) 6
∑
i>1

µ∗(
⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν) = 0.

Положим M =
⋃
j>1

Mj . Тогда

X0\M = (
⋃
j>1

Bj)\(
⋃
j>1

Mj) ⊂
⋃
j>1

(Bj\Mj).

Следовательно, µ∗(X0\M) = 0. Таким образом, для каждого
x∈M последовательность точек fkn(x), n∈N, фундаментальна
в (Y, R̃) и в силу полноты (Y, R̃) сходится в нем. Это означает,
что последовательность f̂ ′ = (fkn :n∈N) сходится почти всюду
на X0. Но тогда f̂ ′ сходится на X0 по внешней мере. Так как
в силу R′⊂R0 последовательность f̂ фундаментальна также в
(F , R0) и обладает сходящейся в (F , R0) подпоследовательно-
стью f̂ ′, то f̂ сходится в (F , R0). I

Заметим, что в предложении 2.41 возможен случай когда
R′ 6=R0 (см. главу I, §10, n◦ 1).

Теорема 2.59. Пусть внешняя мера µ∗ на непустом мно-
жестве X и подмножество X0⊂X такие, что X0 =

⋃
n∈N

Bn,

где Bn⊂Bn+1 и µ∗(Bn)<∞ для всех n∈N, а lim
n
µ∗(An) = 0

для любой последовательности подмножеств An⊂X0, n∈N,
имеющей пустое пересечение и удовлетворяющей условиям
µ∗(A1)<∞, An+1⊂An для всех n∈N. Кроме того, (Y, R̃) —
полуметризуемое пространство с секвенциальной равномер-
ностью, причем {ũn :n∈N} — его конечная или счетная фун-
даментальная система окружений, удовлетворяющая услови-
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ям ũ−1
n = ũn и ũ2

n+1⊂ ũn для всех n∈N, а F =Y X . Тогда спра-
ведливы следующие утверждения.

а) Функциональное пространство (F , R0) сходимости на
X0 по внешней мере полуметризуемо и имеет конечную или
счетную фундаментальную систему окружений {un :n∈N},
где un определяется равенством (1), причем если R̃ определя-
ется полуметрикой d̃ на Y , то R0 может быть определено
полуметрикой d на F , заданной равенством (2). Кроме того,
если (Y, R̃) полно, то (F , R0) тоже полно.

б) Если последовательность f̂ ∈FN сходится к f ∈F почти
всюду на X0, то для каждого числа ε> 0 существует такое
H ⊂X0, что µ∗(H)<ε и f̂ сходится к f равномерно на каждом
Bn\H, n∈N.

J (а) Согласно предложению 2.41, система окружений {un :
n∈N} определяет в FN отношение секвенциальной равномер-
ности R′⊂R0 и является фундаментальной системой окру-
жений полуметризуемого пространства (F , R′). Докажем, что
R′ =R0. Для этого по аналогии с теоремой Лебега (см. [51],
с. 92) докажем, что R⊂R′, где R — отношение секвенциаль-
ной псевдоравномерности в FN, соответствующее сходимости
почти всюду на X0. Пусть последовательности f̂ = (fn :n∈N)
и ĝ= (gn :n∈N) в F такие, что (f̂ , ĝ)∈R, т. е. µ∗(Q) = 0 для
Q= {x∈X0 : (f̂(x), ĝ(x)) /∈ R̃}, где f̂(x) = (fn(x) :n∈N) и ĝ(x) =
= (gn(x) :n∈N). Для каждых n∈N и k∈N подмножество
Gnk⊂Bn определим равенством (3) и положим

Hnk =
⋃
i>k

Gni, Qn =
⋂
k>1

Hnk.

Докажем, что Qn⊂Q для всех n∈N. Пусть x0 ∈X0\Q. Тогда
(f̂(x0), ĝ(x0))∈ R̃. Поэтому для каждого n∈N найдется такое
in ∈N, что (fk(x0), gk(x0))∈ ũn для всех k> in, т. е. x0 /∈Gnk
для всех k> in. Отсюда следует, что x0 /∈Hnin и x0 /∈Qn. Та-
ким образом, Qn⊂Q и, следовательно, µ∗(Qn) = 0 для всех
n∈N. Так как Gni⊂Bn, i∈N, то Hnk⊂Bn для всех k∈N и,
значит, µ∗(Hn1)<∞. Очевидно, Hn1⊃Hn2⊃ . . .. Поэтому в си-
лу условия, наложенного на µ∗, для каждого n∈N получаем
lim
k
µ∗(Hnk) =µ∗(Qn) = 0. Поскольку Gnk⊂Hnk, имеем также

lim
k
µ∗(Gnk) = 0. Следовательно, существует такое kn ∈N, что
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µ∗(Gnk)< 2−n для всех k> kn. А это означает, что (fk, gk)∈un
для всех k> kn. Но тогда (f̂ , ĝ)∈R′. Тем самым включение
R⊂R′ доказано. Очевидно, из включений R⊂R′⊂R0 следует,
что R′ =R0. Для завершения доказательства утверждения а)
остается учесть предложение 2.41.

(б) Это утверждение доказывается по аналогии с теоре-
мой Егорова (см. [51], с. 97). Пусть последовательность f̂ =
= (fn :n∈N)∈FN сходится к f ∈F почти всюду на X0. Для
каждых n∈N и k∈N обозначим

G′
nk = {x∈Bn : (fk(x), f(x)) /∈ ũn}, H ′

nk =
⋃
i>k

G′
ni.

Так как (f̂ , ḟ)∈R, то повторением сделанных выше рассуж-
дений получаем, что lim

k
µ∗(H ′

nk) = 0 для всех n∈N. Поэтому

для каждого n∈N существует такое kn ∈N, что µ∗(H ′
nkn

)< 2−n.
Для числа ε> 0 выберем m∈N так, чтобы 21−m<ε. Положим
H =

⋃
n>m

H ′
nkn

. Тогда µ∗(H) 6
∑
n>m

2−n = 21−m<ε. Пусть i∈N,

j ∈N и x∈Bj\H, а ν= max {m, i, j}. Так как x /∈H, то x /∈H ′
nkn

для всех n> ν и, значит, x /∈G′
nk для всех k> kn и n> ν. Однако

x∈Bn\H при n> ν. Поэтому (fk(x), f(x))∈ ũn для всех k> kn
и n> ν. Отсюда получаем, что (fk(x), f(x))∈ ũi для всех k> kν
и x∈Bj\H. А это с учетом предложения 2.31 означает, что f̂
сходится к f равномерно на Bj\H. I

Для любой системы S подмножеств множества X можно
рассматривать в множестве F функций также сходимость почти
всюду на системе S (ей соответствует операция псевдопредела)
и сходимость по внешней мере на системе S (ей соответствует
операция предела). В случае конечной или счетной системы S
сходимость почти всюду на системе S есть сходимость почти
всюду на объединении системы S, а сходимость по внешней мере
на системе S есть сходимость по внешней мере на объединении
системы S.

Определение 2.25. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X, (Y, R̃) — пространство с секвенциаль-
ной равномерностью, а F =Y X . Будем говорить, что последо-
вательность f̂ = (fn :n∈N)∈FN сходится к f ∈F равномерно
почти всюду на X0⊂X, а f является для f̂ равномерным пре-
делом (точнее — равномерным псевдопределом) почти всюду



258 Глава II. Пространства с секвенциальной равномерностью

на X0, если существует такое M ⊂X0, что µ∗(X0\M) = 0 и f̂
сходится к f равномерно на M . Кроме того, будем говорить,
что f̂ сходится к f равномерно на X0 по внешней мере, а f
является для f̂ равномерным пределом на X0 по внешней мере,
если любая подпоследовательность последовательности f̂ об-
ладает подпоследовательностью, сходящейся к f равномерно
почти всюду на X0.

Отображение Λ1 :FN→ 2F определим, считая f ∈Λ1(f̂) для
f ∈F и f̂ ∈FN, если f является для f̂ равномерным пределом
почти всюду на X0. Пусть E — множество таких M ⊂X0, что
µ∗(X0\M) = 0, а Λ{M} и R{M} для каждого M ∈E — опера-
ция предела в F и отношение секвенциальной равномерности в
FN, соответствующие равномерной сходимости наM . Очевидно,
Λ1(f̂) =

⋃
M∈E

Λ{M}(f̂), f̂ ∈FN. Положим R1 =
⋃

M∈E
R{M}. Легко

проверить, что Λ1 является равномерной операцией псевдопре-
дела в F , а R1 — отношением секвенциальной псевдоравномер-
ности в FN, определяющим операцию псевдопредела Λ1.

Отображение Λ2 :FN→ 2F определим, считая f ∈Λ2(f̂) для
f ∈F и f̂ ∈FN, если f является для f̂ равномерным пределом
на X0 по внешней мере. Нетрудно проверить, что Λ2 является
равномерной операцией предела в F . Кроме того, Λ2 есть силь-
нейшая операция предела, удовлетворяющая условию Λ1 6 Λ2,
и, следовательно, является точной верхней границей системы
{Λ{M} :M ∈E} как в L(F), так и в частично упорядоченном
множестве L∗(F) всех равномерных операций предела в F .
Пусть F̂1 и F̂2 — множества таких f̂ ∈FN, что Λ1(f̂) 6= Ø и
Λ2(f̂) 6= Ø соответственно. Тогда F̂2 состоит из таких f̂ ∈FN,
что для каждого f̂ ′≺ f̂ существует f̂ ′′≺ f̂ ′ из F̂1, причем
Λ2(f̂) = Λ1(f̂ ′) для любых f̂ ∈ F̂2 и f̂ ′≺ f̂ , f̂ ′ ∈ F̂1. Заметим, что
Λ2(ḟ) = Λ1(ḟ) = Λ0(ḟ) = Λ(ḟ) для любого f ∈F .

Сильнейшее отношение секвенциальной квазиравномерности
R2 в FN, удовлетворяющее условию R1⊂R2, является отноше-
нием секвенциальной равномерности и определяет в F опера-
цию предела Λ2. Оно является точной верхней границей си-
стемы {R{M} :M ∈E} как в R(FN), так и в R0(FN). При этом
R2 есть множество таких пар (f̂ , ĝ)∈FN×FN, что для каждого
(f̂ ′, ĝ′)≺ (f̂ , ĝ) существует (f̂ ′′, ĝ′′)≺ (f̂ ′, ĝ′) из R1. Простран-
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ство (F , Λ2) или (F , R2) называется функциональным про-
странством равномерной сходимости на X0 по внешней мере.

Предложение 2.42. В функциональном пространстве
(F , Λ2) равномерной сходимости на X0 по внешней мере ква-
зизамыкание множества F получается присоединением к F
всех функций из F , являющихся равномерными пределами по-
чти всюду на X0 последовательностей функций из F . Кроме
того, F замкнуто тогда и только тогда, когда оно содержит
все функции из F , являющиеся равномерными пределами по-
чти всюду на X0 последовательностей функций из F . I

С учетом сделанных обозначений справедлива
Теорема 2.60. Пусть µ∗ — внешняя мера на непустом

множестве X, а пространство с секвенциальной равномерно-
стью (Y, R̃) полуметризуемо, причем {ũn :n∈N} — его конеч-
ная или счетная фундаментальная система окружений, удо-
влетворяющая условиям ũ−1

n = ũn и ũ2
n+1⊂ ũn для всех n∈N.

Тогда R2 =R1, а функциональное пространство (F , R2) равно-
мерной сходимости на X0⊂X по внешней мере полуметри-
зуемо и имеет конечную или счетную фундаментальную си-
стему окружений {un :n∈N}, где un состоит из таких пар
(f, g)∈F×F , что µ∗({x∈X0 : (f(x), g(x)) /∈ ũn}) = 0. При этом
если R̃ определяется полуметрикой d̃ на Y , то R2 может опре-
деляться полуметрикой d на F , заданной равенством

d(f, g) =
d∗(f, g)

1 + d∗(f, g)
, f ∈F , g ∈F ,

где d∗(f, g) = min { sup
x∈M

d̃(f(x), g(x)) : M ⊂X0, µ∗(X0\M) = 0}

(в случае d∗(f, g) =∞ считается d(f, g) = 1). Кроме того, ес-
ли (Y, R̃) полно, то (F , R2) тоже полно.

J Очевидно, система окружений {un :n∈N} определяет в
FN некоторое отношение секвенциальной равномерности R′.
Докажем, что R′ =R1. Рассмотрим последовательности f̂ = (fn :
n∈N) и ĝ= (gn :n∈N) в F . Пусть (f̂ , ĝ)∈R1. Тогда существует
такое M⊂X0, что µ∗(X0\M) = 0 и (f̂ , ĝ)∈R{M}. Следовательно,
для каждого i∈N найдется такое ni ∈N, что (fn(x), gn(x))∈ ũi
для всех n>ni и x∈M . Поэтому (fn, gn)∈ui для всех n>ni и
i∈N. Это означает, что (f̂ , ĝ)∈R′, т. е. R1⊂R′.

Пусть, обратно, (f̂ , ĝ)∈R′. Тогда для каждого i∈N найдет-
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ся такое ni ∈N, что (fk, gk)∈ui для всех k>ni, т. е. µ∗(Gik) = 0
для всех k>ni и i∈N, где Gik = {x∈X0 : (fk(x), gk(x)) /∈ ũi}.
Положим

Q =
⋃
i>1

⋃
k>ni

Gik, M =X0\Q.

Имеем, что µ∗(X0\M) =µ∗(Q) = 0. Если x∈M , то x /∈Q и, следо-
вательно, x /∈Gik для всех k>ni и i∈N. Отсюда получаем, что
(fk(x), gk(x))∈ ũi для всех k>ni, i∈N и x∈M . А это означает,
что (f̂ , ĝ)∈R{M}. Поэтому (f̂ , ĝ)∈R1 и, следовательно, R′⊂R1.
Таким образом, R′ =R1 =R2.

Утверждение, относящееся к полуметрике d, очевидно.
Пусть пространство (Y, R̃) полно. Рассмотрим в (F , R2)

фундаментальную последовательность f̂ = (fn :n∈N). Очевид-
но, f̂ обладает такой подпоследовательностью f̂ ′ = (fkn :n∈N),
что (fkn , gkν )∈un для всех ν>n и n∈N, т. е. µ∗(Mnν) = 0, где
Mnν = {x∈X0 : (fkn(x), gkν (x)) /∈ ũn}. Положим

M =
⋂
n>1

⋂
ν>n

(X0\Mnν).

Тогда
X0\M =

⋃
n>1

⋃
ν>n

Mnν .

Поэтому µ∗(X0\M) = 0. Однако (fkn(x), fkν (x))∈ ũn для всех
x∈M , ν>n и n∈N. Следовательно, последовательность f̂ ′

фундаментальна в функциональном пространстве (F , R{M})
равномерной сходимости на M . Поскольку (Y, R̃) полно, про-
странство (F , R{M}) тоже полно. Поэтому f̂ ′ сходится в про-
странстве (F , R{M}), а значит, и в (F , R2). Так как последова-
тельность f̂ фундаментальна в (F , R2) и обладает сходящейся
подпоследовательностью f̂ ′, то f̂ сходится в (F , R2). I

Замечание 2.6. Пусть Ũ — полная система окружений
пространства с секвенциальной равномерностью (Y, R̃). Для
каждого ũ∈ Ũ обозначим через u множество таких пар (f, g)∈
∈F×F , что µ∗({x∈X0 : (f(x), g(x)) /∈ ũ}) = 0. Очевидно, u яв-
ляется окружением в F×F . Легко убедиться, что система этих
окружений u определяет в FN симметричное отношение секвен-
циальной квазиравномерности R3, которое слабее отношения
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секвенциальной равномерности R2 в FN, соответствующего
равномерной сходимости на X0 по внешней мере, т. е. R2⊂R3.
Однако, как следует из теоремы 2.60, если (Y, R̃) полуметризу-
емо, то R3 =R2.

Для любой системы S подмножеств множества X можно
рассматривать в множестве F функций равномерную сходимость
почти всюду на системе S (ей соответствует равномерная
операция псевдопредела) и равномерную сходимость на систе-
ме S по внешней мере (ей соответствует равномерная операция
предела).

Интересным примером внешней меры является внешняя ме-
ра, порожденная мерой.

Мерой на множестве X будем называть всякий функционал
µ : S→R+, где S⊂ 2X , удовлетворяющий условиям

1) если A∈S, то X\A∈S;
2) если An ∈S для всех n∈N, то

⋃
n∈N

An ∈S;

3) если An ∈S для всех n∈N и Ai∩Aj = Ø при i 6= j, то
µ(

⋃
n∈N

An) =
∑
n∈N

µ(An);

4) если A∈S, µ(A) = 0 и B⊂A, то B ∈S;
5) X =

⋃
n∈N

An для некоторых An ∈S с µ(An)<∞.

При этом каждое множество A∈S называется µ-измеримым
(короче — измеримым), а число µ(A) — его мерой.

Очевидно, X ∈S, Ø∈S и µ(Ø) = 0. Пересечение конечной
или счетной системы измеримых множеств измеримо. Разность
двух измеримых множеств измерима. Кроме того, µ(B) 6µ(A)
для любых измеримых множеств B⊂A, а для любых последо-
вательностей измеримых множеств A1⊃A2⊃ . . . и B1⊂B2⊂ . . .,
где µ(A1)<∞, имеют место равенства

lim
n
µ(An) = µ(

⋂
n∈N

An), lim
n
µ(Bn) = µ(

⋃
n∈N

Bn).

Внешней мерой, порожденной мерой µ : S→R+ на X, на-
зывается функционал µ∗ : 2X→R+, определенный для всехB⊂
⊂X равенством µ∗(B) = inf {µ(A) :A∈S, B⊂A}. Для любой
последовательности подмножеств Bn⊂X, n∈N, такой, что
B1⊂B2⊂ . . ., имеет место равенство

lim
n
µ∗(Bn) = µ∗(

⋃
n∈N

Bn).
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Однако µ∗ может не удовлетворять условию теоремы 2.59 (при-
мером является внешняя мера Лебега на R).

В случае измеримого X0⊂X и внешней меры µ∗, порожден-
ной мерой µ на X, сходимость на X0 по внешней мере и рав-
номерную сходимость на X0 по внешней мере будем называть
сходимостью на X0 по мере и равномерной сходимостью на X0
по мере соответственно.

Функция f :X→Y называется простой, если множество
f(X) конечно или счетно. При наличии меры на X простая
функция f называется измеримой, если для каждого y ∈Y мно-
жество f−1(y) измеримо. Очевидно, для любых ṽ⊂Y×Y , изме-
римого X0⊂X и измеримых простых функций f , g множество
{x∈X0 : (f(x), g(x)) /∈ ṽ} измеримо.

Пусть Ṽ — некоторая система подмножеств в Y×Y . Подмно-
жество F1⊂F =Y X будем называть (µ, Ṽ )-измеримым на из-
меримом X0⊂X, если множество {x∈X0 : (f(x), g(x)) /∈ ṽ} из-
меримо для любых f ∈F1, g ∈F1 и ṽ∈ Ṽ . Очевидно, множе-
ство измеримых простых функций (µ, Ṽ )-измеримо на X0 при
любом Ṽ . Заметим еще, что при данном Ṽ существуют (µ, Ṽ )-
измеримые на X0 подмножества в F , максимальные по отноше-
нию включения.

Теорема 2.61. Пусть пространство с секвенциальной рав-
номерностью (Y, R̃) полуметризуемо, причем Ṽ = {ũn :n∈N}
— его конечная или счетная фундаментальная система окру-
жений, удовлетворяющих условиям ũ−1

n = ũn и ũ2
n+1⊂ ũn для

всех n∈N; µ — мера на непустом множестве X; X0⊂X —
измеримое подмножество, причем X0 =

⋃
n∈N

Bn, где Bn для

каждого n∈N измеримо, µ(Bn)<∞ и Bn⊂Bn+1; F =Y X ;
F1⊂F — непустое (µ, Ṽ )-измеримое на X0 подмножество.
Тогда справедливы следующие утверждения.

а) Функциональное пространство (F1, R
′
0) сходимости на

X0 по мере полуметризуемо и имеет конечную или счетную
фундаментальную систему окружений {un :n∈N}, где

un = {(f, g)∈F1×F1 : µ({x∈Bn : (f(x), g(x)) /∈ ũn})< 2−n}.

При этом если R̃ определяется полуметрикой d̃ на Y , а
ũn = {(y, z)∈Y×Y : d̃(y, z)< 2−n}, n∈N, то R′

0 может быть
определено полуметрикой d′ на F1, заданной при помощи ра-
венства
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d′(f, g) =
∞∑
n=1

1
2n

dn(f, g)
1 + dn(f, g)

, f ∈F1, g ∈F1,

где dn(f, g) =µ({x∈Bn : d̃(f(x), g(x)) > 2−n}) (при dn(f, g) =∞
считается dn(f, g)(1 + dn(f, g))−1 = 1). Кроме того, если про-
странство (Y, R̃) полно, то в (F1, R

′
0) любая фундаменталь-

ная последовательность сходится на X0 по мере к некоторой
функции из F .

б) Если последовательность f̂ ∈FN
1 сходится к f ∈F почти

всюду на X0, то для каждого ε> 0 найдется такое измеримое
H ⊂X0, что µ(H)<ε и f̂ сходится к f равномерно на каждом
Bn\H, n∈N.

J (а) Доказательство проводится по аналогии с утверждени-
ем а) теоремы 2.59. Хотя внешняя мера µ∗ на X, порожденная
мерой µ, может не удовлетворять условию теоремы 2.59, в рас-
сматриваемом случае множества, возникающие при доказатель-
стве, измеримы, а lim

n
µ(An) =µ(

⋂
n∈N

An) для любой такой по-

следовательности измеримых подмножеств An⊂X0, n∈N, что
µ(A1)<∞ и An+1⊂An для всех n∈N. Сказанное позволяет по-
вторить рассуждения, сделанные в доказательствах предложе-
ния 2.41 и утверждения а) теоремы 2.59.

(б) Пусть последовательность f̂ = (fn :n∈N)∈FN
1 сходится к

f ∈F почти всюду на X0. Тогда существует такое M ⊂X0, что
µ(X0\M) = 0 и f̂ сходится к f поточечно наM . Заметим, что при
каждом j ∈N для x∈Bj последовательность (fn(x) : n∈N) то-
гда и только тогда фундаментальна в (Y, R̃), когда x∈Mj ⊂Bj ,
где

Mj =
⋂
i>j

⋃
s>1

⋂
n>s

⋂
ν>n

{x∈Bj : (fn(x), fν(x))∈ ũi}.

Ясно, что Bj∩M ⊂Mj . Следовательно, µ(Bj\Mj) = 0. Однако

Bj\Mj =
⋃
i>j

⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

{x∈Bj : (fn(x), fν(x)) /∈ ũi}.

Отсюда вытекает, что для всех j6 i

µ(
⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

{x∈Bj : (fn(x), fν(x)) /∈ ũi}) = 0.

Для каждых натуральных i, n и ν обозначим
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Hinν = {x∈Bi : (fn(x), fν(x)) /∈ ũi}.
В частности, для всех i∈N имеем

µ(
⋂
s>1

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν) = 0.

Поэтому для всех i∈N

lim
s
µ(

⋃
n>s

⋃
ν>n

Hinν) = 0.

Следовательно, для каждого i∈N найдется такое si ∈N, что

µ(
⋃
n>si

⋃
ν>n

Hinν) < 2−i.

Для ε> 0 выберем m∈N так, чтобы 21−m<ε. Обозначим

H ′ =
⋃
i>m

⋃
n>si

⋃
ν>n

Hinν .

Тогда
µ(H ′) 6

∑
i>m

2−i = 21−m < ε.

Положим H =H ′∪(X0\M). Подмножество H ⊂X0 измеримо и
µ(H) =µ(H ′)<ε. Рассмотрим некоторые числа k∈N, j ∈N и
точку x∈Bj\H. Обозначим k0 = max {m, k, j}.Так как x /∈H ′ и
x∈Bi\H при i> k0, то (fn(x), fν(x))∈ ũi для всех ν>n, n> si,
i> k0. Отсюда получаем, что (fn(x), fν(x))∈ ũk для всех ν>n,
n> sk0 и x∈Bj\H. Однако для каждых n∈N и x∈Bj\H най-
дется такое ν>n, что (fν(x), f(x))∈ ũk. Поэтому (fn(x), f(x))∈
∈ ũ2

k⊂ ũk−1 для всех n> sk0 и x∈Bj\H при k > 1. А это означает,
что f̂ сходится к f равномерно на Bj\H. I



Г л а в а III

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА С ОПЕРАЦИЕЙ
ПРЕДЕЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

§ 1. Линейная операция предела последовательности

Пусть K — поле вещественных или комплексных чисел, а
lim — классическая операция предела последовательности в K.
В числовом пространстве (K, lim) сходимость последовательно-
сти α̂= (αn :n∈N) к α будем записывать в виде lim α̂=α или
lim
n
αn =α, а ограниченность множества будем понимать в клас-

сическом смысле.
Определение 3.1. Пространство (X, Λ) называется ли-

нейным пространством с операцией предела последовательно-
сти над числовым пространством (K, lim) (короче — линейным
пространством), а Λ называется линейной операцией предела
последовательности (короче — линейной операцией предела),
если

1) X — векторное пространство над полем K;
2) αΛ(x̂)⊂Λ(α̂x̂) для любых сходящихся последовательно-

стей α̂ в (K, lim) и x̂ в (X, Λ), где α= lim α̂;
3) Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) для любых сходящихся последова-

тельностей x̂ и ŷ в (X, Λ).
Числовое пространство (K, lim) само является линейным

пространством над (K, lim).
В определении 3.1 условие 2) означает, что отображение

(α, x) 7→αx произведения K×X на X секвенциально непрерыв-
но (т. е. операция умножения вектора изX на число из K секвен-
циально непрерывна), а условие 3) означает, что отображение
(x, y) 7→x+ y произведения X×X на X секвенциально непре-
рывно (т. е. операция сложения векторов из X секвенциально
непрерывна). Из условия 2), в частности, вытекает секвенциаль-
ная непрерывность отображения x 7→−x векторного простран-
ства X на X (т. е. секвенциальная непрерывность симметрии
аддитивной группы X).

Теорема 3.1. Пусть (X, Λ) — линейное пространство, а
R — множество таких пар (x̂, ŷ)∈XN×XN, что 0∈Λ(x̂− ŷ).
Тогда R определяет в XN отношение секвенциальной равномер-
ности, а в X операцию предела Λ и называется ассоциирован-
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ным с (X, Λ) отношением секвенциальной равномерности. Сле-
довательно, всякое линейное пространство является секвенци-
ально равномерным, а значит, и топологическим.

J В силу определения R из указанных в теореме 1.3 свойств
операций предела следует, что R обладает указанными в теоре-
ме 2.9 свойствами 1)—4). Пусть (x̂, ŷ)∈R. Тогда 0∈Λ(x̂− ŷ) и,
значит, 0∈−Λ(x̂− ŷ)⊂Λ(ŷ− x̂). Поэтому (ŷ, x̂)∈R и, следова-
тельно, отношение R симметрично. Пусть (x̂, ŷ)∈R и (ŷ, ẑ)∈R,
т. е. 0∈Λ(x̂− ŷ) и 0∈Λ(ŷ− ẑ). Тогда 0∈Λ(x̂− ŷ) + Λ(ŷ− ẑ)⊂
⊂Λ(x̂− ŷ+ ŷ− ẑ) = Λ(x̂− ẑ). Поэтому (x̂, ẑ)∈R. Значит, отно-
шение R транзитивно. Тем самым R обладает указанными в тео-
реме 2.9 свойствами 1)—6) и, следовательно, определяет в XN

отношение секвенциальной равномерности. Пусть x∈Λ(x̂). Тог-
да 0∈Λ(x̂)−x⊂Λ(x̂)−Λ(ẋ)⊂Λ(x̂) + Λ(−ẋ)⊂Λ(x̂− ẋ). Отсюда
следует, что (x̂, ẋ)∈R. А это означает, что если в (X, Λ) вектор
x является пределом последовательности x̂, то x является преде-
лом для x̂ также в пространстве с секвенциальной равномерно-
стью (X, R). Пусть, обратно, (x̂, ẋ)∈R. Тогда 0∈Λ(x̂− ẋ) и,
значит, x∈Λ(x̂− ẋ) +x⊂Λ(x̂− ẋ) + Λ(ẋ)⊂Λ(x̂− ẋ+ ẋ) = Λ(x̂).
Следовательно, если x является пределом последовательности
x̂ в (X, R), то x является пределом для x̂ также в (X, Λ). I

Отношение секвенциальной равномерности R, ассоцииро-
ванное с линейным пространством (X, Λ), вообще говоря, не
является ни сильнейшим и ни слабейшим отношением секвен-
циальной равномерности, определяющим операцию предела Λ
(см. пример в § 16, n◦ 3).

Теорема 3.2. В линейном пространстве (X, Λ)
а) Λ(0̇) является замкнутым векторным подпространст-

вом, а каждая окрестность вектора из Λ(0̇) является окрест-
ностью для Λ(0̇), причем пересечение всех окрестностей нуля
совпадает с Λ(0̇);

б) Λ(x̂) =x+ Λ(0̇) для любой сходящейся последовательно-
сти x̂ и любого x∈Λ(x̂), причем Λ(x̂) замкнуто, а для любых
сходящихся последовательностей x̂ и ŷ множества Λ(x̂) и
Λ(ŷ) либо не пересекаются, либо совпадают;

в) если x̂= (xn :n∈N) — сходящаяся последовательность,
x̂′≺ x̂, ẑ — последовательность в Λ(x̂), а ξ̂= (ξn :n∈N) —
последовательность векторов ξn ∈Λ(ẋn), то Λ(x̂) = Λ(x̂′) =
= Λ(ẑ) = Λ(ξ̂);

г) если последовательность x̂ либо сходится, либо не об-
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ладает сходящейся подпоследовательностью, то [x̂] = [x̂]+ =
= Λ(x̂)∪([x̂] + Λ(0̇)), причем в первом случае замыкание [x̂]
окрестностно компактно;

д) всякое секвенциально компактное подмножество M
в X секвенциально относительно компактно и M =M+ =
=M+ Λ(0̇), а, следовательно, каждая последовательность
x̂∈MN обладает подпоследовательностью, имеющей предел
в M , и для x̂ существует такое ŷ ∈MN, что 0∈Λ(x̂− ŷ);

е) если подмножество H ⊂X открыто или замкнуто, то
H =H + Λ(0̇).

J С учетом теорем 2.11 и 3.1 в доказательстве нуждаются
лишь утверждения о том, что Λ(0̇) является векторным подпро-
странством, а для любой сходящейся последовательности x̂ и
любого x∈Λ(x̂) имеет место равенство Λ(x̂) =x+ Λ(0̇).

Для произвольных чисел α и β имеем, что αΛ(0̇) +βΛ(0̇)⊂
⊂Λ(α0̇) + Λ(β0̇) = Λ(0̇) + Λ(0̇)⊂Λ(0̇ + 0̇) = Λ(0̇). Следовательно,
Λ(0̇) является векторным подпространством.

Рассмотрим сходящуюся последовательность x̂ и вектор
x∈Λ(x̂). Имеем x+ Λ(0̇)⊂Λ(x̂) + Λ(0̇)⊂Λ(x̂+ 0̇) = Λ(x̂). Кроме
того, Λ(x̂)−x⊂Λ(x̂)−Λ(x̂)⊂Λ(x̂) + Λ(−x̂)⊂Λ(x̂− x̂) = Λ(0̇) и,
следовательно, Λ(x̂)⊂x+ Λ(0̇). Поэтому Λ(x̂) =x+ Λ(0̇). I

Следствие 3.1. Линейная операция предела Λ тогда и то-
лько тогда является операцией однозначного предела, когда
Λ(0̇) = {0}. I

С учетом теорем 3.1 и 3.2 из проведенных в § 6 главы II
исследований вытекает

Теорема 3.3. Пусть (X, Λ) — линейное пространство;
Φ=X/Λ(0̇) — фактор-пространство векторного пространст-
ва X по векторному подпространству Λ(0̇); Φ̂⊂ΦN — подмно-
жество таких последовательностей ϕ̂= (ϕn :n∈N) элемен-
тов ϕn =xn + Λ(0̇) = Λ(ẋn) из Φ, что последовательность
x̂= (xn :n∈N) векторов xn ∈X сходится в (X, Λ); λ̃ : Φ̂→Φ—
отображение, определенное формулой λ̃(ϕ̂) = Λ(x̂) для всех
ϕ̂∈ Φ̂. Тогда отображение λ̃ определено корректно и явля-
ется операцией однозначного предела в Φ, причем (Φ, λ̃) яв-
ляется линейным пространством, называемым фактор-про-
странством пространства (X, Λ) по векторному подпрост-
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ранству Λ(0̇). Кроме того, если (X, R) и (Φ, R̃) — прост-
ранства с секвенциальной равномерностью, ассоциированные
с (X, Λ) и (Φ, λ̃) соответственно, то (Φ, R̃) является фак-
тор-пространством пространства (X, R). При этом фактор-
отображение π :X→Φ, сопоставляющее каждому x∈X эле-
мент ϕ=x+ Λ(0̇) = Λ(ẋ) из Φ, является линейным, откры-
тым, (Λ, λ̃)-секвенциально непрерывным и (R, R̃)-секвенциа-
льно равномерно непрерывным отображением. I

Теорема 3.4. Пусть (X, Λ) и (X, Λ′) — линейные про-
странства, x̂ и ŷ — последовательности векторов из X, а
α̂ — числовая последовательность. Тогда

а) если Λ(x̂)∪Λ(ŷ) 6= Ø, то Λ(x̂+ ŷ) = Λ(x̂) + Λ(ŷ);
б) если lim α̂=α 6= 0, то Λ(α̂x̂) =αΛ(x̂);
в) если lim α̂= 0 и Λ(x̂) 6= Ø, то Λ(α̂x̂) = Λ(0̇);
г) если 0∈Λ(x̂), а α̂ ограничена, то Λ(α̂x̂) = Λ(0̇);
д) если 0 /∈Λ(x̂) 6= Ø, a α̂ расходится, то Λ(α̂x̂) = Ø;
е) если сходящиеся в (X, Λ) последовательности сходятся

и в (X, Λ′), то Λ 6 Λ′.
J (a) Пусть для определенности Λ(x̂) 6= Ø. Очевидно, 0∈

∈Λ(x̂)−Λ(x̂)⊂Λ(x̂) + Λ(−x̂). Поэтому Λ(x̂+ ŷ) = Λ(x̂+ ŷ) + 0⊂
⊂ Λ(x̂+ ŷ) + Λ(−x̂) + Λ(x̂) ⊂ Λ(x̂+ ŷ− x̂) + Λ(x̂) = Λ(ŷ) + Λ(x̂).
Отсюда с учетом Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) получаем равенство
Λ(x̂+ ŷ) = Λ(x̂) + Λ(ŷ).

(б) Пусть x̂= (xn :n∈N), α̂= (αn :n∈N) и lim α̂=α 6= 0.
Выберем m∈N так, чтобы αn 6= 0 для всех n>m. Положим
x̂′ = (xn :n>m), α̂′ = (αn :n>m) и β̂= (α−1

n :n>m). Очевидно,
Λ(x̂′) = Λ(x̂), Λ(α̂′x̂′) = Λ(α̂x̂), lim α̂′ =α, lim β̂=α−1 и x̂′ = β̂α̂′x̂′.
Имеем, что α−1Λ(α̂′x̂′)⊂Λ(β̂α̂′x̂′) = Λ(x̂′). Поэтому Λ(α̂′x̂′)⊂
⊂αΛ(x̂′). Отсюда с учетом αΛ(x̂′)⊂Λ(α̂′x̂′) получаем Λ(α̂′x̂′) =
=αΛ(x̂′). Следовательно, Λ(α̂x̂) =αΛ(x̂).

(в) Так как 0∈ 0Λ(x̂)⊂Λ(α̂x̂), то Λ(α̂x̂) = Λ(0̇).
(г) Каждая подпоследовательность α̂′≺ α̂ обладает сходя-

щейся подпоследовательностью α̂′′. Если lim α̂′′ =α′′ и x̂′′≺ x̂,
то в силу 0∈Λ(x̂′′) имеем 0∈α′′Λ(x̂′′)⊂Λ(α̂′′x̂′′). Отсюда следу-
ет, что для каждого α̂′x̂′≺ α̂x̂ существует такое α̂′′x̂′′≺ α̂′x̂′, что
0∈Λ(α̂′′x̂′′). Поэтому в силу указанного в теореме 1.3 свойства
3) операций предела получаем 0∈Λ(α̂x̂) и, значит, Λ(α̂x̂) = Λ(0̇).

(д) Если последовательность α̂= (αn :n∈N) не ограничена,
то найдется такая подпоследовательность α̂′ = (αkn :n∈N), что
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αkn 6= 0 для всех n∈N, а последовательность β̂= (α−1
kn

:n∈N)
сходится к нулю. Пусть x̂= (xn :n∈N) и x̂′ = (xkn :n∈N). Име-
ем, что Λ(x̂′) = Λ(x̂) и 0 /∈Λ(x̂′). Если предположить Λ(α̂′x̂′) 6= Ø,
то в силу 0∈ 0Λ(α̂′x̂′)⊂Λ(β̂α̂′x̂′) = Λ(x̂′) получим противоречие.
Поэтому Λ(α̂x̂)⊂Λ(α̂′x̂′) = Ø.

Рассмотрим случай ограниченной последовательности α̂.
Существуют подпоследовательности α̂′≺ α̂ и α̂′′≺ α̂, имеющие
различные пределы. Пусть lim α̂′ =α′ и lim α̂′′ =α′′. Для соот-
ветствующих подпоследовательностей x̂′≺ x̂ и x̂′′≺ x̂ положим
M = Λ(α̂′x̂′)∩Λ(α̂′′x̂′′). Предположим M 6= Ø и рассмотрим неко-
торые векторы y ∈M и x∈Λ(x̂). Имеем Λ(α̂′x̂′) =α′x+ Λ(0̇) и
Λ(α̂′′x̂′′) =α′′x+ Λ(0̇). Поэтому y ∈α′x+ Λ(0̇), y ∈α′′x+ Λ(0̇) и,
следовательно, 0∈ (α′−α′′)x+ Λ(0̇), т. е. (α′−α′′)x∈Λ(0̇). От-
сюда с учетом α′ 6=α′′ вытекает, что x∈Λ(0̇) и Λ(x̂) = Λ(0̇). А
это противоречит условию 0 /∈Λ(x̂). Значит, Λ(α̂x̂)⊂M = Ø.

(е) Достаточно доказать, что любая сходящаяся к нулю в
(X, Λ) последовательность сходится к нулю и в (X, Λ′). До-
пустим это не верно. Тогда для некоторой последовательности
x̂ будем иметь 0∈Λ(x̂) и 0 /∈Λ′(x̂) 6= Ø. Рассмотрим некоторую
расходящуюся ограниченную числовую последовательность α̂.
В силу утверждений г) и д) 0∈Λ(α̂x̂) и Λ′(α̂x̂) = Ø. Однако это
противоречит условию Λ′(α̂x̂) 6= Ø. I

Линейное пространство над пространством вещественных
(комплексных) чисел называется вещественным (комплексным)
линейным пространством. Если (X, Λ) — комплексное линей-
ное пространство, а XR — ассоциированное с X вещественное
векторное пространство, то (XR, Λ) является вещественным ли-
нейным пространством и называется ассоциированным с (X, Λ)
вещественным линейным пространством. Если в векторном про-
странстве X операция предела Λ такая, что (XR, Λ) является
вещественным линейным пространством, то Λ называется ве-
щественно линейной операцией предела в X.

Если X1 — векторное (вещественное векторное) подпрост-
ранство линейного пространства (X, Λ), то подпространство
(X1, Λ1)⊂ (X, Λ) есть линейное (вещественное линейное) про-
странство, называемое линейным (вещественным линейным)
подпространством пространства (X, Λ). В (X1, Λ1) секвенци-
альная топология может отличаться от топологии, индуциро-
ванной в X1 секвенциальной топологией пространства (X, Λ).

Легко убедиться, что всякая линейная операция предела в
векторном подпространстве X1 векторного пространства X есть
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ограничение на X1 некоторой линейной операции предела в X.
Прямое произведение (X, Λ) семейства ((Xi, Λi) : i∈ I) ли-

нейных пространств над одним и тем же числовым простран-
ством (K, lim) является линейным пространством над (K, lim).
Секвенциальная топология прямого произведения (X, Λ) может
отличаться от тихоновского произведения секвенциальных то-
пологий пространств (Xi, Λi), i∈ I.

Определение 3.2. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, а G⊂X. Функция f :G→Y называется (Λ, Λ̃)-сек-
венциальнo равномерно непрерывной (короче — секвенциальнo
равномерно непрерывной) на G′⊂G, если для любых последова-
тельностей x̂= (xn :n∈N)∈GN и x̂′ = (x′n :n∈N)∈G′N, таких,
что 0∈Λ(x̂− x̂′), последовательность (f(xn)− f(x′n) :n∈N)
сходится к нулю в пространстве (Y, Λ̃). При этом если функ-
ция f секвенциальнo равномерно непрерывна на G, то она про-
сто называется секвенциальнo равномерно непрерывной.

Если (X, R) и (Y, R̃) — пространства с секвенциальнoй рав-
номерностю, ассоциированные с линейными пространствами
(X, Λ) и (Y, Λ̃) соответственно, то (Λ, Λ̃)-секвенциальнo равно-
мерная непрерывность функции f :G→Y на G′⊂G⊂X совпа-
дает с ее (R, R̃)-секвенциальнo равномерной непрерывностью
на G′.

Предложение 3.1. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, G⊂X — вещественное векторное подпространст-
во, а f :G→Y — аддитивное отображение. Тогда

а) если f секвенциальнo непрерывно в некоторой точке, то
оно секвенциальнo равномерно непрерывно;

б) если для любых x∈G и сходящейся к нулю последова-
тельности чисел rn> 0, n∈N, последовательность векторов
f(rnx), n∈N, сходится к нулю в (Y, Λ̃), то f(rx)∈ rf(x) + Λ̃(0̇)
для всех x∈G, r∈R и, следовательно, если при этом Λ̃ явля-
ется операцией однозначного предела, то отображение f веще-
ственно линейно. I

Определение 3.3. Пусть (X, Λ) и (X ′, Λ′) — линейные
пространства. Будем говорить, что (X, Λ) изоморфно (веще-
ственно изоморфно) (X ′, Λ′), если существует секвенциаль-
нo непрерывное линейное (вещественно линейное) биективное
отображение f :X→X ′, имеющее секвенциальнo непрерывное
обратное отображение f−1. При этом f называется изомор-
физмом (вещественным изоморфизмом) (X, Λ) на (X ′, Λ′).



§ 2. Ядро линейной операции предела последовательности 271

§ 2. Ядро линейной операции предела
последовательности

Отображение Λ :XN→ 2X , являющееся линейной операцией
предела последовательности в векторном пространстве X, во-
обще говоря, не есть линейное отображение в прямом смысле,
поскольку множество 2X не есть векторное пространство. Од-
нако если рассматривать сужение Λ′ отображения Λ на подмно-
жестве X̂ ⊂XN всех сходящихся последовательностей x̂∈XN, а
Λ′(x̂) принять за элемент фактор-пространства X/Λ(0̇) и поло-
жить 0Λ′(x̂) = Λ(0̇) вместо 0Λ′(x̂) = {0}, то оно как отображение
Λ′ : X̂→X/Λ(0̇) является линейным. В частности, линейная опе-
рация однозначного предела последовательности в X является
линейным отображением X̂ на X.

Предложение 3.2. Отображение Λ :XN→ 2X , являющее-
ся линейной операцией предела в векторном пространстве X,
вполне определяется заданием множества X̂0 = Λ−1(Λ(0̇)), на-
зываемого ядром линейной операции предела Λ и состоящего
из всех сходящихся к нулю последовательностей в (X, Λ).

J В векторном пространстве XN положим X̂ = X̂0 + Ẑ, где
Ẑ — множество всех стационарных последовательностей в X.
Каждое x̂∈ X̂ представим в виде x̂= ξ̂+ ż, где ξ̂ ∈ X̂0 и z ∈X
(такое представление, вообще говоря, не единственно). Тогда
независимо от указанного представления x̂ имеем Λ(x̂) = Λ(ż) =
= z+ Λ(0̇), причем Λ(0̇) состоит из таких ξ ∈X, что ξ̇ ∈ X̂0. Тем
самым заданием множества X̂0 отображение Λ однозначно опре-
деляется на множестве X̂. Остается учесть, что Λ(ŷ) = Ø для
всех ŷ ∈XN\X̂. I

Если (Sx :x∈X) — структура сходимости в векторном про-
странстве X, соответствующая линейной операции предела Λ,
то S0 является ядром для Λ, причем Sx = ẋ+S0 = {ẋ+ ξ̂ : ξ̂ ∈S0}
для любого x∈X.

Теорема 3.5. Подмножество X̂0⊂XN является ядром не-
которой линейной операции предела Λ в векторном простран-
стве X тогда и только тогда, когда выполняются условия

1) X̂0 — векторное подпространство в XN;
2) если x̂∈ X̂0 и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈ X̂0;
3) α̂ż ∈ X̂0 для любых z ∈X и сходящейся к нулю числовой

последовательности α̂;
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4) α̂ξ̂ ∈ X̂0 для любых ξ̂ ∈ X̂0 и сходящейся числовой после-
довательности α̂;

5) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует
x̂′′≺ x̂′ из X̂0, то x̂∈ X̂0;

6) если x̂= (xn :n∈N)∈XN такое, что ẋn ∈ X̂0 для всех
n∈N, то x̂∈ X̂0.

При этом X̂0 является ядром линейной операции однознач-
ного предела в X тогда и только тогда, когда оно удовлетво-
ряет условиям 1)—5) и не содержит отличной от 0̇ стацио-
нарной последовательности.

J Утверждение о том, что ядро линейной операции преде-
ла удовлетворяет указанным условиям, очевидно. Докажем об-
ратное утверждение. Пусть X̂0 удовлетворяет условиям 1)—6).
Обозначим через X0 множество таких z ∈X, что ż ∈ X̂0. В си-
лу условия 1) множество X0 является векторным подпростран-
ством пространства X. Положим X̂ = X̂0 + Ẑ, где Ẑ — множе-
ство всех стационарных последовательностей в X. Очевидно,
X̂ является векторным подпространством в XN. Отображение
Λ :XN→ 2X определим следующим образом: Λ(x̂) = Ø для
x̂∈XN\X̂, Λ(x̂) = Λ(0̇) =X0 для x̂∈ X̂0 и Λ(x̂) = z+X0 для
x̂∈ X̂\X̂0, представимого в виде x̂= ξ̂+ ż, где ξ̂ ∈ X̂0, z ∈X.
Это определение отображения Λ корректно. Действительно, ес-
ли x̂∈ X̂\X̂0 имеет также представление x̂= ξ̂′ + ż′, где ξ̂′ ∈ X̂0

и z′ ∈X, то ż− ż′ = ξ̂′− ξ̂ ∈ X̂0. Поэтому ż− ż′ ∈X0 и, следова-
тельно, z+X0 = z′ +X0. А это означает, что Λ(x̂) не зависит
от указанного представления x̂.

Докажем, что построенное отображение Λ является опера-
цией предела в X. С этой целю воспользуемся теоремой 1.3.
В силу условиий 1) и 2) Λ обладает указанными в теореме 1.3
свойствами 1) и 2). Пусть z ∈X и x̂∈XN такие, что для каж-
дого x̂′≺ x̂ существует x̂′′≺ x̂′, для которого z ∈Λ(x̂′′). Тогда,
очевидно, x̂′′ ∈ X̂ и x̂′′− ż ∈ X̂0. Отсюда следует, что для каждо-
го ξ̂′≺ x̂− ż существует ξ̂′′≺ ξ̂′ из X̂0. Поэтому в силу условия 5)
x̂− ż ∈ X̂0. Следовательно, x̂∈ X̂ и z ∈Λ(x̂). Это означает, что Λ
обладает указанным в теореме 1.3 свойством 3). Пусть теперь
z ∈X и x̂= (xn :n∈N)∈XN такие, что z ∈Λ(ẋn) для всех n∈N.
Тогда, очевидно, ẋn ∈ X̂ и ẋn− ż ∈ X̂0 для всех n∈N. Поэтому
в силу условия 6) x̂− ż ∈ X̂0, т. е. x̂∈ X̂ и z ∈Λ(x̂). Тем самым
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Λ обладает указанным в теореме 1.3 свойством 4) и, значит,
является операцией предела в X.

Докажем, что Λ является линейной операцией предела в X.
Рассмотрим произвольные x̂∈ X̂, ŷ ∈ X̂ и представим их в ви-
де x̂= ξ̂+ ż, ŷ= ξ̂′ + ż′, где ξ̂ ∈ X̂0, ξ̂′ ∈ X̂0 и z ∈X, z′ ∈X. Име-
ем, что Λ(x̂) = z+X0, Λ(ŷ) = z′ +X0 и Λ(x̂) + Λ(ŷ) = z+ z′ +X0.
Кроме того, x̂+ ŷ= ξ̂+ ξ̂′ + ż+ ż′ и Λ(x̂+ ŷ) = z+ ż′ +X0. По-
этому Λ(x̂) + Λ(ŷ) = Λ(x̂+ ŷ).

Рассмотрим теперь произвольные x̂∈ X̂ и сходящуюся чис-
ловую последовательность α̂. Из представления x̂= ξ̂+ ż, где
ξ̂ ∈ X̂0 и z ∈X, имеем α̂x̂= α̂ξ̂+ α̂ż. В силу условия 4) α̂ξ̂ ∈ X̂0.
Кроме того, α̂ż=αż+ β̂ż, где α= lim α̂ и β̂= α̂− α̇. Поскольку
lim β̂= 0, в силу условия 3) β̂ż ∈ X̂0. Тем самым α̂x̂= ξ̂′ +αż,
где ξ̂′ = α̂ξ̂+ β̂ż ∈ X̂0. Поэтому α̂x̂∈ X̂ и Λ(α̂x̂) =αz+X0. Од-
нако Λ(x̂) = z+X0 и αΛ(x̂) =αz+X0, где считается 0Λ(x̂) =
= Λ(0̇) =X0. Следовательно, αΛ(x̂) = Λ(α̂x̂) и, значит, Λ являет-
ся линейной операцией предела в X.

Непосредственно из построения отображения Λ следует, что
X̂0 = Λ−1(Λ(0̇)). Кроме того, если X̂0 не содержит отличной
от 0̇ стационарной последовательности, то X0 = {0} и, значит,
Λ является линейной операцией однозначного предела. I

Предложение 3.3. Всякая последовательность x̂ векто-
ров линейного пространства (X, Λ) либо обладает конечным
числом таких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что
для некоторых сходящихся числовых последовательностей
α̂1, α̂2, . . . , α̂m последовательность α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m
сходится к вектору из X\Λ(0̇), либо x̂ принадлежит ядру та-
кой линейной операции предела Λ′ в X, что Λ′(0̇) = Λ(0̇), Λ6Λ′.

J Пусть X̂0 — ядро линейной операции предела Λ, а Ŷ — ли-
нейная оболочка в XN множества всех последовательностей α̂x̂
и их подпоследовательностей, когда α̂ пробегает все сходящие-
ся числовые последовательноти. Обозначим через X̂ ′

0 множество
всех таких ξ̂ ∈XN, что для каждого ξ̂′≺ ξ̂ существует ξ̂′′≺ ξ̂′ из
Ŷ + X̂0. Очевидно, x̂∈ X̂ ′

0. Легко проверить, что множество X̂ ′
0

удовлетворяет условиям 1)—5) теоремы 3.5.
Пусть ẏ ∈ X̂ ′

0 для некоторого вектора y /∈Λ(0̇). Тогда, оче-
видно, ẏ ∈ Ŷ + X̂0. Поэтому ẏ= ŷ+ η̂, где ŷ ∈ Ŷ и η̂ ∈ X̂0. Из ра-
венства ŷ= ẏ− η̂ вытекает, что последовательность ŷ сходится
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к y в (X, Λ). Однако в силу определения множества Ŷ последова-
тельность ŷ представляется в виде ŷ= α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m
с некоторым m∈N, где x̂k≺ x̂, k= 1, 2, . . . , m, а α̂1, α̂2, . . . , α̂m
— сходящиеся числовые последовательности.

Если же ẏ ∈ X̂ ′
0 только при y ∈Λ(0̇), то, очевидно, множество

X̂ ′
0 удовлетворяет также условию 6) теоремы 3.5 и, следователь-

но, является ядром некоторой линейной операции предела Λ′ в
X, причем Λ′(0̇) = Λ(0̇). Так как X̂0⊂ X̂ ′

0, то Λ 6 Λ′. I

§ 3. Окрестности нуля

Теорема 3.6. Пусть u0 — окрестность нуля в линейном
пространстве (X, Λ), а x∈X. Тогда существует такое чис-
ло ε> 0, что αx∈u0 для всех чисел α с |α|<ε. Следователь-
но, u0 является поглощающим и поглощающим по сложению
множеством. Окрестность нуля u0 содержит уравновешен-
ную окрестность нуля. Множество x+u0 является окрестно-
стью вектора x. Кроме того, если ux — окрестность вектора
x, то ux−x является окрестностью нуля, а αux для любого
числа α 6= 0 является окрестностью вектора αx.

J Предположим для u0 и x не существует требуемого чис-
ла ε. Тогда существует сходящаяся к нулю последовательность
чисел αn, n∈N, таких, что αnx /∈u0 для всех n∈N. Однако по-
следовательность (αnx :n∈N) сходится к нулю и, значит, почти
вся лежит в u0. Полученное противоречие доказывает существо-
вание числа ε, указанного в теореме.

Обозначим через u множество таких y ∈u0, что αy ∈u0 для
всех чисел α с |α|6 1. Множество u уравновешено. Докажем,
что u является окрестностью нуля. Предположим противное.
Тогда существует сходящаяся к нулю последовательность век-
торов xn /∈u, n∈N. Кроме того, для каждого n∈N найдется
такое число αn, что |αn|6 1 и αnxn /∈u0. Так как последова-
тельность чисел αn, n∈N, ограничена, то последовательность
(αnxn :n∈N) сходится к нулю и, значит, почти вся лежит в u0.
Полученное противоречие доказывает, что u является окрестно-
стью нуля.

Пусть последовательность векторов xn ∈X, n∈N, сходит-
ся к x. Очевидно, последовательность (xn−x :n∈N) сходится
к нулю и, следовательно, почти вся лежит в u0. Но тогда по-
следовательность (xn :n∈N) почти вся лежит в x+u0. Отсюда
следует, что множество x+u0 является окрестностью вектора x.
Аналогично доказывается, что если ux — окрестность вектора
x, то ux−x является окрестностью нуля.
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Пусть ux — окрестность вектора x, α 6= 0 — некоторое чис-
ло, а последовательность векторов xn ∈X, n∈N сходится к αx.
Очевидно, последовательность (α−1xn :n∈N) сходится к x и,
следовательно, почти вся лежит в ux. Но тогда последователь-
ность (xn :n∈N) почти вся лежит в αux. Поэтому αux является
окрестностью вектора αx. I

Следствие 3.2. Пусть u — окрестность нуля в линей-
ном пространстве (X, Λ). Тогда для любой неограниченной
последовательности чисел αn, n∈N, справедливо равенство
X =

⋃
n∈N

αnu. I

Предложение 3.4. Пусть v — окрестность нуля в линей-
ном пространстве (X, Λ), а A — такое множество чисел, что
inf
α∈A

|α| 6= 0. Тогда множество u=
⋂
α∈A

αv является окрестно-

стью нуля.
J Предположим u не является окрестностью нуля. Тогда

существует последовательность векторов xn ∈X\u, n∈N, ко-
торая сходится к нулю. Следовательно, для каждого n∈N най-
дется такое αn ∈A, что xn /∈αnv, т. е. α−1

n xn /∈ v. Однако после-
довательность чисел α−1

n , n∈N, ограничена. Поэтому, соглас-
но утверждению г) теоремы 3.4, последовательность векторов
α−1
n xn, n∈N, сходится к нулю и, значит, почти вся лежит в v.

Полученное противоречие доказывает, что u является окрестно-
стью нуля. I

Теорема 3.7. Пусть G — замкнутое (открытое) и M —
секвенциально компактное множества в линейном простран-
стве (X, Λ), а A — компактное числовое множество, причем
0 /∈A. Тогда множества M +G,

⋂
x∈M

(x+G), AG и
⋂
α∈A

αG за-

мкнуты (открыты) в (X, Λ). В частности, для любых x∈X
и числа α 6= 0 множества x+G и αG замкнуты (открыты).

J Сначала рассмотрим случай замкнутого G. Пусть x0 ∈X
— предельная точка множества M +G. Тогда существует схо-
дящаяся к x0 последовательность векторов xn + yn, n∈N, где
xn ∈M и yn ∈G. В силу секвенциальной компактности M по-
следовательность (xn :n∈N) обладает подпоследовательностью
(xkn :n∈N), сходящейся к некоторому z ∈M . Поэтому последо-
вательность (ykn :n∈N) сходится к x0− z. Так как G замкнуто,
то x0− z ∈G. Следовательно, x0 ∈ z+G⊂M +G и, значит, мно-
жество M +G замкнуто. Замкнутость множества

⋂
x∈M

(x+G)

вытекает из доказанного утверждения, поскольку для каждого
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x∈X одноточечное множество {x} секвенциально компактно и,
следовательно, множество x+G замкнуто.

Пусть y0 ∈X — предельная точка множества AG. Тогда су-
ществует сходящаяся к y0 последовательность векторов αnyn,
n∈N, где αn ∈A и yn ∈G. В силу компактности A последова-
тельность (αn :n∈N) обладает подпоследовательностью (αkn :
n∈N), сходящейся к некоторому α∈A. Так как α 6= 0 и αkn 6= 0,
n∈N, то последовательность (ykn :n∈N) сходится к α−1y0 ∈G.
Поэтому y0 ∈αG⊂AG и, значит, AG замкнуто. С учетом этого
утверждения замкнутость множества

⋂
α∈A

αG очевидна.

В силу доказанных утверждений справедливость утверж-
дений теоремы в случае открытого G вытекает из равенств
X\(M +G) =

⋂
x∈M

(x+ (X\G)), X\
⋂
x∈M

(x+G) = M + (X\G),

X\(AG) =
⋂
α∈A

α(X\G) и X\
⋂
α∈A

αG = A(X\G), поскольку

дополнение открытого (замкнутого) подмножества замкнуто
(открыто). I

В силу теоремы 3.7 секвенциальная топология τ линейного
пространства (X, Λ) для любых x∈X и числа α 6= 0 удовлетво-
ряет равенствам τ = {αw :w∈ τ} и τ = {x+w :w∈ τ}, первое из
которых выражает инвариантность топологии τ относительно
гомотетий, а второе — инвариантность относительно сдвигов.

Следствие 3.3. Пусть G — открытое множество в ли-
нейном пространстве (X, Λ), а A — множество чисел. Тогда

а) для любого M ⊂X множество M +G открыто;
б) если 0 /∈A, то множество AG открыто;
в) если 0∈G и A 6= {0}, то множество AG открыто. I
Теорема 3.8. В линейном пространстве (X, Λ) для каж-

дых вектора x, числа α и открытой окрестности vαx вектора
αx существуют число ε> 0 и открытая окрестность vx век-
тора x, такие, что βvx⊂ vαx для всех чисел β, удовлетвор-
яющих неравенству |β−α|<ε. Следовательно, открытая ок-
рестность нуля содержит уравновешенную открытую ок-
рестность нуля.

J Пусть (X, Λ) является линейным пространством над чис-
ловым пространством (K, lim). Рассмотрим прямое произведе-
ние (X ′, Λ′) = (K, lim)×(X, Λ) и отображение f :X ′→X, опре-
деленное равенством f(α, x) =αx для всех (α, x)∈K×X =X ′.
Так как отображение f (Λ′, Λ)-секвенциально непрерывно, то в
силу теорем 1.63 и 1.61 прообраз f−1(vαx) открытого подмноже-
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ства vαx пространства (X, Λ) является открытым множеством
в (X ′, Λ′). Но тогда в силу теоремы 1.27 существуют открытая
окрестностьB= {β : |β−α|<ε} числа α и открытая окрестность
vx вектора x, такие, что B×vx⊂ f−1(vαx), т. е. Bvx⊂ vαx.

Пусть v0 — открытая окрестность нуля в (X, Λ). Согласно
уже доказанному утверждению, существуют такие число ε> 0
и открытая окрестность нуля v⊂X, что βv⊂ v0 для всех чисел
β с |β|<ε. Обозначим w=

⋃
|β|<ε

βv. Очевидно, w является урав-

новешенной открытой окрестностью нуля, причем w⊂ v0. I
Замечание 3.1. Пусть (V ′

x :x∈X) — семейство систем окре-
стностей в векторном пространстве X, определяющее линейную
операцию предела Λ. С помощью системы окрестностей нуля V ′

0
определим семейство систем окрестностей (Vx :x∈X), положив
Vx = {x+ v : v ∈V ′

0} и, в частности, V0 =V ′
0 . Ясно, что семейство

систем окрестностей (Vx :x∈X) определяет в X линейную опе-
рацию предела Λ. Учитывая это, всюду в дальнейшем, говоря,
что в векторном пространстве X система окрестностей нуля V0
определяет операцию предела Λ (не обязательно линейную), бу-
дем понимать, что операция предела Λ определена семейством
систем окрестностей (Vx :x∈X), где Vx = {x+ v : v ∈V0}.

Теорема 3.9. Система V0 подмножеств векторного про-
странства X тогда и только тогда является системой окре-
стностей нуля в X, определяющей линейную операцию предела,
когда

1) если числовая последовательность α̂ сходится к нулю,
то для любого z ∈X последовательность α̂ż почти вся лежит
в каждом v ∈V0;

2) если числовая последовательность α̂ сходится, а после-
довательность ξ̂ ∈XN почти вся лежит в каждом v ∈V0, то
последовательность α̂ξ̂ почти вся лежит в каждом v ∈V0;

3) если каждая из последовательностей x̂∈XN и ŷ ∈XN

почти вся лежит в каждом v ∈V0, то такова и последова-
тельность x̂+ ŷ.

J Очевидно, в доказательстве нуждается лишь утвержде-
ние о том, что если система V0 подмножеств в X удовлетворяет
условиям 1)—3), то она является системой окрестностей нуля в
X, определяющей линейную операцию предела.

Из условия 1) следует, что каждое v ∈V0 содержит нуль.
Следовательно, V0 является системой окрестностей нуля в X.
Обозначим через X̂0 множество всех последовательностей в X,
сходящихся к нулю по системе окрестностей нуля V0. С исполь-
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зованием условиий 1)—3) легко проверяется, что X̂0 удовлетво-
ряет условиям теоремы 3.5 и, следовательно, является ядром
некоторой линейной операции предела в X. I

Предложение 3.5. Если система V0 поглощающих под-
множеств векторного пространства X такая, что каждое
v ∈V0 содержит уравновешение некоторого w∈V0 и сумму
w+w, то V0 является системой окрестностей нуля в X,
определяющей линейную операцию предела.

J Каждое v ∈V0, будучи поглощающим множеством, содер-
жит нуль. Поэтому V0 является системой окрестностей нуля
в X. Докажем, что для каждых v ∈V0 и числа α существу-
ет u∈V0, уравновешение ũ которого удовлетворяет включению
αũ⊂ v. Число k∈N выберем так, чтобы 2k> |α|. По условию, су-
ществует такое w1 ∈V0, что w1 +w1⊂ v. Действуя по индукции,
получим последовательность множеств wn ∈V0, n∈N, удовле-
творяющих включению wn+1 +wn+1⊂wn для всех n∈N. Оче-
видно, 2nwn⊂ v для всех n∈N. В частности, 2kwk⊂ v. По усло-
вию, wk содержит уравновешение ũ некоторого u∈V0. Учиты-
вая, что множество 2kũ уравновешено, в силу 2kũ⊂ v и |α|2−k< 1
получим αũ=α2−k(2kũ)⊂ 2kũ⊂ v. С использованием доказан-
ного утверждения легко проверяется, что система окрестностей
нуля V0 удовлетворяет условиям теоремы 3.9 и, следовательно,
определяет в X линейную операцию предела. I

В теории топологических векторных пространств требуется,
чтобы топология τ в векторном пространстве X удовлетворяла
следующим условиям (аксиомам векторной топологии):

1) для каждых числа α, вектора x∈X и окрестности
vαx ∈ τ вектора αx существуют число ε> 0 и окрестность vx ∈ τ
вектора x, такие, что βvx⊂ vαx для всех чисел β, удовлетво-
ряющих неравенству |β−α|<ε;

2) для каждых векторов x и y из X и каждой окрестности
vx+y ∈ τ вектора x+ y существуют такие окрестности vx ∈ τ
и vy ∈ τ векторов x и y, что vx + vy ⊂ vx+y.

В силу теоремы 3.8 секвенциальная топология произволь-
ного линейного пространства (X, Λ) удовлетворяет указанному
условию 1), однако условию 2) может не удовлетворять. Более
того, в (X, Λ) может не существовать топологии, удовлетво-
ряющей условиям 1), 2) и определяющей линейную операцию
предела Λ (см. примеры в § 16, n◦ 1 и n◦ 2). При этом опе-
рация предела, определенная в X системой окрестностей нуля
{u+u :u∈U0}, где U0 — полная система окрестностей нуля ли-
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нейного пространства (X, Λ), может отличаться от Λ. Очевид-
но, в векторном пространстве всякая векторная топология опре-
деляет линейную операцию предела. Как показывают примеры
(см. § 16, n◦ 9), две различные векторные (даже локально вы-
пуклые и хаусдорфовые) топологии в X могут определять одну
и ту же операцию предела последовательности.

В линейном пространстве окрестность нуля может не содер-
жать открытой окрестности нуля. При этом в силу теорем 1.32,
3.6 и 3.7 линейное пространство тогда и только тогда является
пространством Фреше−Урысона, когда любая окрестность нуля
содержит открытую окрестность нуля.

Операция предела линейного пространства тогда и только
тогда является операцией однозначного предела, когда пересе-
чение всех окрестностей нуля содержит только нуль.

Линейное пространство с операцией однозначного предела
может не быть отделимым (см. пример в § 16, n◦ 2).

В силу теорем 3.6 и 3.7 из предложения 1.25 вытекает
Предложение 3.6. Линейное пространство отделимо

(хаусдорфово) тогда и только тогда, когда пересечение квази-
замыканий (замыканий) всех окрестностей (открытых окре-
стностей) нуля содержит только нуль. I

В связи с понятием локально секвенциально компактного
пространства (см. определение 1.12) заметим, что линейное про-
странство (X, Λ) тогда и только тогда локально секвенциаль-
но компактно, когда каждая открытая окрестность нуля v со-
держит такую открытую окрестность нуля w, что замыкание w
секвенциально компактно и w⊂ v.

Определение 3.4. Линейное пространство называется ло-
кально выпуклым, если в нем каждая открытая окрестность
нуля содержит выпуклую открытую окрестность нуля.

Предложение 3.7. В линейном пространстве (X, Λ) каж-
дая окрестность нуля содержит такую уравновешенную ок-
рестность нуля v, что v= v+ Λ(0̇).

J Пусть u0 — окрестность нуля в (X, Λ). Обозначим через
u множество таких x∈u0, что x+ Λ(0̇)⊂u0. Докажем, что u яв-
ляется окрестностью нуля в (X, Λ). Предположим противное.
Тогда существует сходящаяся к нулю последовательность век-
торов xn ∈X\u, n∈N. Для каждого n∈N существует также та-
кое ξn ∈Λ(0̇), что xn + ξn /∈u0. Однако в силу утверждения в)
теоремы 3.2 последовательность (ξn :n∈N) сходится к нулю. По-
этому последовательность (xn + ξn :n∈N) тоже сходится к нулю
и, следовательно, почти вся лежит в u0. Полученное противоре-
чие доказывает, что u является окрестностью нуля. Множество
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u, согласно его определению, есть максимальное подмножество
в u0, удовлетворяющее включению u+ Λ(0̇)⊂u0. Так как Λ(0̇)
является векторным подпространством, то (u+ Λ(0̇)) + Λ(0̇) =
=u+ Λ(0̇)⊂u0. Поэтому u+ Λ(0̇)⊂u. Отсюда с учетом очевид-
ного обратного включения получаем u=u+ Λ(0̇). Рассмотрим
некоторую уравновешенную окрестность нуля u′⊂u. Обозначим
v=u′ + Λ(0̇). Очевидно, v является уравновешенной окрестно-
стью нуля, причем v⊂u и v= v+ Λ(0̇). I

Теорема 3.10. Пусть (X, R) — пространство с секвен-
циальной равномерностью, ассоциированное с линейным про-
странством (X, Λ). Тогда полная система окружений U про-
странства (X, R) есть фильтр в X×X, в качестве базы ко-
торого служит система всех u⊂X×X, представимых в ви-
де u = {(ξ+x, x) : ξ ∈u0, x∈X}, где u0 — окрестность нуля в
(X, Λ). При этом окружение u, соответствующее в указан-
ном смысле открытой окрестности нуля u0, является откры-
тым окружением. Кроме того, если V0 — некоторая система
окрестностей нуля в (X, Λ), определяющая операцию предела
Λ, то соответствующая система окружений V определяет
отношение секвенциальной равномерности R.

J Пусть u∈U . Обозначим через u0 множество таких ξ ∈X,
что (ξ+x, x)∈u для всех x∈X. Докажем, что u0 является ок-
рестностью нуля в (X, Λ). Предположим противное. Тогда су-
ществует последовательность ξ̂= (ξn :n∈N) вX\u0, сходящаяся
к нулю. Для каждого n∈N существует также такое xn ∈X, что
(ξn +xn, xn) /∈u. Пусть x̂= (xn :n∈N). Так как последователь-
ность ξ̂= (ξ̂+ x̂)− x̂ сходится к нулю, то (ξ̂+ x̂, x̂)∈R. Поэто-
му последовательность пар (ξn +xn, xn), n∈N, почти вся ле-
жит в u. Полученное противоречие доказывает, что u0 является
окрестностью нуля.

Пусть, обратно, u0 является окрестностью нуля в (X, Λ).
Докажем, что множество u = {(ξ+x, x) : ξ ∈u0, x∈X} являет-
ся окружением пространства (X, R). Рассмотрим произволь-
ную последовательность пар (yn, xn)∈ (X×X)\u, n∈N. Пусть
ŷ= (yn :n∈N) и x̂= (xn :n∈N). Очевидно, yn− xn /∈u0 для всех
n∈N. Поэтому 0 /∈Λ(ŷ− x̂) и, значит, (ŷ, x̂) /∈R. Отсюда следует,
что u является окружением пространства (X, R). Тем самым си-
стема всех окружений u, определенных указанным образом при
помощи окрестностей нуля u0, является фундаментальной си-
стемой окружений пространства (X, R), т. е. базой фильтра U
всех окружений.
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Пусть u0 — открытая окрестность нуля. Докажем, что окру-
жение u = {(ξ+x, x) : ξ ∈u0, x∈X} открыто. Рассмотрим после-
довательность пар (yn, xn)∈ (X×X)\u, n∈N, сходящуюся в
(X, Λ)×(X, Λ) к некоторому (y, x)∈X×X. Пусть ŷ= (yn :n∈N)
и x̂= (xn :n∈N). Тогда y ∈Λ(ŷ), x∈Λ(x̂) и y−x∈Λ(ŷ− x̂). Оче-
видно, yn−xn ∈X\u0 для всех n∈N. Отсюда в силу замкнуто-
сти X\u0 получаем Λ(ŷ− x̂)⊂X\u0. В частности, y−x∈X\u0.
Но тогда (y, x)∈ (X×X)\u. Следовательно, (X×X)\u замкну-
то, а окружение u открыто в (X, Λ)×(X, Λ).

Утверждение относящееся к системе окружений V , соответ-
ствующей системе окрестностей нуля V0, очевидно. I

Замечание 3.2. Нетрудно убедиться, что если для подмно-
жеств u′0 и u′′0 векторного пространства X подмножества u′ и u′′
декартова произведения X×X определены равенствами

u′ = {(ξ+x, x) : ξ ∈u′0, x∈X},
u′′ = {(ξ+x, x) : ξ ∈u′′0, x∈X},

то
u′◦u′′ = u′′◦u′ = u′ + u′′ = {(ξ+x, x) : ξ ∈u′0 +u′′0, x∈X}.

Отсюда следует, что любое окружение пространства с секвен-
циальной равномерностью (X, R), ассоциированного с линей-
ным пространством (X, Λ), является поглощающим, поглощаю-
щим по сложению и поглощающим по композиции множеством в
X×X. Свойство поглощаемости или поглощаемости по сложе-
нию окружения пространства (X, R) следует также из утвер-
ждения, что окружение пространства (X, R) является окрест-
ностью нуля в линейном пространстве (X, Λ)×(X, Λ).

Замечание 3.3. Пусть u0 — подмножество в векторном
пространстве X, а u — подмножество в X×X, определенное
равенством u = {(ξ+x, x) : ξ ∈u0, x∈X}. Тогда для любого
K ⊂X имеют место равенства u[K]1 =K +u0 и u[K]2 =K −u0.

Теорема 3.11. Пусть µv — функционал Минковского ок-
рестности нуля v в линейном пространстве (X, Λ). Тогда

а) функционал µv секвенциально непрерывен в нуле;
б) если окрестность нуля v открыта, то функционал µv

секвенциально полунепрерывен сверху (см. определение 1.36);
в) если окрестность нуля v выпукла, то функционал µv

секвенциально равномерно непрерывен.
J (а) С учетом равенства µv(0) = 0 секвенциальная непре-

рывность функционала µv в нуле вытекает из очевидных нера-
венств 0 6µv(x) 6 ε для любых ε> 0 и x∈ εv.
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(б) Пусть окрестность нуля v открыта, а x∈X. Рассмотрим
сходящуюся к x последовательность x̂= (xn :n∈N) в (X, Λ),
Очевидно, что если подмножество w⊂X открыто и x∈w, то
найдется такое число ε> 0, что x∈αw для всех чисел α, удо-
влетворяющих неравенству |α− 1|<ε. Учитывая это, из опре-
деления функционала µv получим, что для произвольного чис-
ла ε> 0 найдется число δ ∈ (0; ε), для которого x∈ (µv(x) + δ)v.
Поскольку µv(x) + δ > 0, множество (µv(x) + δ)v открыто. От-
сюда в силу x∈Λ(x̂) следует существование такого m∈N, что
xn ∈ (µv(x) + δ)v при n>m. Поэтому µv(xn)<µv(x) + δ для всех
n>m и, значит, lim

n
µv(xn) 6µv(x) + δ <µv(x) + ε. Отсюда в си-

лу произвольности ε получаем lim
n
µv(xn) 6µv(x), т. е. секвенци-

альную полунепрерывность сверху функционала µv в точке x.
(в) В случае выпуклой окрестности нуля v секвенциально

равномерная непрерывность функционала µv следует из нера-
венства |µv(x)−µv(y)|6µv(x− y) для всех x и y из X. I

Предложение 3.8. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, f :X→R+ — положительно однородное отображение, а
v= {x∈X : f(x)< 1}. Тогда

а) если f секвенциально полунепрерывно сверху в нуле, то
оно секвенциально непрерывно в нуле, а v является радиаль-
но уравновешенной окрестностью нуля, причем f совпадает с
функционалом Минковского окрестности нуля v;

б) если f секвенциально полунепрерывно сверху, то v явля-
ется открытой окрестностью нуля;

в) если f секвенциально полунепрерывно сверху в нуле и удо-
влетворяет неравенству f(x+ y) 6 f(x) + f(y) для всех x и y из
X, то оно секвенциально равномерно непрерывно, а v является
выпуклой окрестностью нуля. I

Ясно, что в линейном пространстве (X, Λ) множество всех
функционалов Минковского окрестностей нуля совпадает с мно-
жеством всех секвенциально непрерывных в нуле положительно
однородных отображений X в R+.

Если V0 — некоторая система окрестностей нуля линейного
пространства (X, Λ), определяющая операцию предела Λ, то в
(X, Λ) последовательность (xn :n∈N) тогда и только тогда схо-
дится к нулю, когда для каждой окрестности нуля v ∈V0 и ее
функционала Минковского µv последовательность чисел µv(xn),
n∈N, сходится к нулю.

Замечание 3.4. Пусть µu — функционал Минковского ок-
рестности нуля u в линейном пространстве (X, Λ). Тогда функ-
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ция f :X×X→R+, определенная равенством f(x, y) =µu(x− y),
(x, y)∈X×X, равна нулю на диагонали ∆(X), секвенциально
равномерно непрерывна на ∆(X) и 0 6 f(x, y) 6 1 для всех
таких пар (x, y), что x− y ∈u. При этом если u — открытая
окрестность нуля, то функция f секвенциально полунепрерыв-
на сверху на X×X.

Теорема 3.12. В линейном пространстве (X, Λ) для про-
извольного множества M справедливы равенства

M+ =
⋂

u∈U ′
0

(M + u),M =
⋂

w∈W ′
0

(M + w),M +G = M +G,

где U ′
0 — фундаментальная система окрестностей нуля, W ′

0
— фундаментальная система открытых окрестностей нуля,
а G — открытое множество. Кроме того, если подмножество
H ⊂X открыто, выпукло и всюду плотно, то H =X.

J Обозначим M ′ =
⋂

u∈U ′
0

(M +u). Пусть x∈M+ и u∈U ′
0.

В силу теоремы 3.6 существует уравновешенная окрестность
нуля v⊂u. Так как x∈M+, а x+ v является окрестностью
вектора x, то с учетом теоремы 1.10 имеем (x+ v)∩M 6= Ø.
Следовательно, существует такое y ∈M , что y ∈x+ v. Отсю-
да получаем, что x∈ y− v= y+ v⊂M +u. Поэтому M+⊂M +u
и, значит, M+⊂M ′. Пусть теперь x∈M ′, а v — уравновешен-
ная окрестность нуля. Выберем u∈U ′

0 так, чтобы u⊂ v. Оче-
видно, x∈M +u⊂M + v. Поэтому (x− v)∩M 6= Ø и, так как
v=−v, то (x+ v)∩M 6= Ø. Отсюда следует, что x∈M+ и, зна-
чит, M ′⊂M+. Тем самым M+ =M ′. Аналогично доказывается
формула для M .

Пусть x∈G. В силу теоремы 3.7 G−x является откры-
той окрестностью нуля. Поэтому из формулы для M следует,
что M ⊂M +G−x и, значит, M +x⊂M +G. Следовательно,
M +G⊂M +G. Отсюда с учетом очевидного обратного вклю-
чения получаем равенство M +G=M +G, верное и при G= Ø.

Так как 2H =H +H =H +H =X +H =X, то H =X. I
Теорема 3.13. В линейном пространстве (X, Λ)
а) если M ⊂X и G⊂X, то

M+ +G+⊂ (M +G)+, M +G⊂M +G,

M− +G−⊂ (M +G)−, M◦ +G◦⊂ (M +G)◦,

M+ +G−⊂M +G, M +G◦⊂M +G,
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причем если M или G секвенциально квазикомпактно (секвен-
циально относительно компактно), то M+ +G+ = (M +G)+

(M +G=M +G);
б) если M ⊂X, а t 6= 0 — число, то

tM+ = (tM)+, tM = tM , tM− = (tM)−,tM◦ = (tM)◦;

в) если подмножество M ⊂X уравновешено, вещественно
уравновешено или радиально уравновешено, то соответствую-
щим свойством обладают также множества M+, M , M−

(при 0∈M− или M− = Ø) и M◦ (при 0∈M◦ или M◦ = Ø);
г) если Y ⊂X — векторное (вещественное векторное) под-

пространство, то Y + и Y — векторные (вещественные век-
торные) подпространства, а Y − =Y ◦ = Ø при Y 6=X;

д) если подмножество M ⊂X выпукло, то M+, M , M− и
M◦ выпуклы, причем M− =M◦.

J (а) Если последовательности x̂∈MN и ŷ ∈GN сходятся к
x∈M+ и y ∈G+ соответственно, то последовательность x̂+ ŷ ∈
∈ (M +G)N сходится к x+ y ∈ (M +G)+. Поэтому M+ +G+⊂
⊂ (M +G)+.

Пусть W0 — полная система открытых окрестностей ну-
ля, а w∈W0. Тогда в силу теоремы 3.12 и утверждения а)
следствия 3.3 имеют место равенства M +G+w=M +G+w,
M +G+w=M +G+w=M +G+w и, значит, M +G+w=
=M +G+w. Учитывая это, в силу теоремы 3.12 получим

M +G =
⋂

w∈W0

(M +G+w) =
⋂

w∈W0

(M +G+w) = M +G.

Следовательно, M +G⊂M +G.
Пусть x∈M−, y ∈G−, а последовательность векторов

zn ∈X, n∈N, сходится к x+ y. Тогда последовательность
(zn− y :n∈N) сходится к x. Поскольку M является окрестно-
стью вектора x, найдется такое число m∈N, что zn− y ∈M для
всех n>m. Поэтому zn ∈M + y⊂M +G для всех n>m. Это
означает, что M +G является окрестностью вектора x+ y.
Следовательно, x+ y ∈ (M +G)− и M− +G−⊂ (M +G)−.

Так как M◦ +G◦ открыто и M◦ +G◦⊂M +G, то M◦ +G◦⊂
⊂ (M +G)◦.
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Пусть x∈G−. Тогда множество u=G−x является окрест-
ностью нуля и в силу теоремы 3.12 M+⊂M +G−x. Следова-
тельно, M+ +x⊂M +G и, значит, M+ +G−⊂M +G.

Так как внутренность G◦ открыто, то в силу теоремы 3.12
M +G◦ =M +G◦. Следовательно, M +G◦⊂M +G.

Пусть M секвенциально квазикомпактно, z ∈ (M +G)+, а
последовательность векторов zn ∈M +G, n∈N, сходится к z,
причем zn =xn + yn, где xn ∈M и yn ∈G. Тогда последователь-
ность (xn :n∈N) обладает сходящейся к некоторому x∈M+

подпоследовательностью (xkn :n∈N). Из равенств yn = zn−xn,
n∈N, следует, что последовательность (ykn :n∈N) сходится к
вектору z−x= y ∈G+. Поэтому z=x+ y ∈M+ +G+ и, значит,
(M +G)+⊂M+ +G+. Так как имеет место и обратное включе-
ние, то M+ +G+ = (M +G)+.

Пусть замыкание M секвенциально компактно. Тогда имеем
M +G= (M)+ + (G)+ = (M +G)+. Отсюда следует, что M +G
замкнуто (это вытекает также из теоремы 3.7). Поэтому
M +G⊂M +G=M +G. Так как имеет место и обратное
включение, то M +G=M +G.

(б) Пусть последовательности x̂∈MN и ŷ ∈ (tM)N сходят-
ся к x∈M+ и y ∈ (tM)+ соответственно. Тогда tx̂ и t−1ŷ
сходятся к tx и t−1y соответственно. Так как tx̂∈ (tM)N и
t−1ŷ ∈MN, то tx∈ (tM)+, t−1y ∈M+ и y ∈ tM+. Следователь-
но, tM+ = (tM)+. Очевидно, tM = t(M)+ = (tM)+ и, значит, tM
замкнуто. Поэтому tM ⊂ tM = tM , т. е. tM ⊂ tM . Однако M =
= t−1tM ⊂ t−1tM . Следовательно, tM ⊂ tM . Из доказанных
включений получаем, что tM = tM .

Очевидно, для произвольного H ⊂X имеют место равен-
ства H− =X\(X\H)+ и H◦ =X\X\H. Поэтому

tM− = t(X\(X\M)+) = X\(t(X\M)+) = X\(t(X\M))+ =

= X\(X\(tM))+ = (tM)−,

tM◦ = t(X\X\M) = X\(tX\M) = X\t(X\M) =

= X\X\tM) = (tM)◦.

(в) Если M = Ø, то M+, M , M− и M◦, будучи пустыми
множествами, уравновешены. Пусть множество M 6= Ø уравно-
вешено. Тогда для любого числа α 6= 0 с |α|6 1 имеем
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αM+ = (αM)+⊂M+, αM =αM ⊂M,

αM− = (αM)−⊂M−, αM◦ = (αM)◦⊂M◦.

Так как 0∈M , то 0M+⊂M+ и 0M ⊂M . Поэтому M+ и M
уравновешены. Если 0∈M−, то 0M−⊂M− и, значит, M−

уравновешено. Если же 0∈M◦, то 0M◦⊂M◦ и, значит, M◦

уравновешено. Аналогично доказываются утверждения относи-
тельно вещественно уравновешенного или радиально уравнове-
шенного множества M 6= Ø.

(г) Пусть Y ⊂X — векторное (вещественное векторное) под-
пространство. С учетом 0Y +⊂ (0Y )+ и 0Y ⊂ 0Y для любых чи-
сел (вещественных чисел) α и β имеем

αY + + βY + ⊂ (αY )+ + (βY )+ ⊂ (αY + βY )+ ⊂ Y +,

αY + βY ⊂ αY + βY ⊂ αY + βY ⊂ Y .

Поэтому Y + и Y — векторные (вещественные векторные) под-
пространства.

Пусть Y 6=X и x∈X\Y . Для произвольного y ∈Y рассмот-
рим последовательность векторов zn = y+n−1x, n∈N, сходя-
щуюся к y. Очевидно, zn ∈X\Y для всех n∈N и поэтому
y ∈ (X\Y )+. Отсюда с учетом (X\Y )+ =X\Y − получаем y /∈Y −.
Следовательно, Y − = Ø, а значит, и Y ◦ = Ø.

(д) Пусть M ⊂X — выпуклое подмножество. Тогда при
0<t< 1 имеем

tM++(1−t)M+ = (tM)++((1−t)M)+ ⊂ (tM+(1−t)M)+ = M+,

tM + (1− t)M = tM + (1− t)M ⊂ tM + (1− t)M = M,

tM−+(1−t)M− = (tM)−+((1−t)M)− ⊂ (tM+(1−t)M)− = M−,

tM◦+(1− t)M◦ = (tM)◦+((1− t)M)◦ ⊂ (tM +(1− t)M)◦ = M◦.

Следовательно, множества M+, M , M− и M◦ тоже выпуклы.
Если M− = Ø, то равенство M− =M◦ очевидно. В случае

M− 6= Ø выберем некоторое y ∈M− и положим v=M − y. Оче-
видно, v является выпуклой окрестностью нуля, причем M− =
= y+ v− и M◦ = y+ v◦. Докажем равенство v− = v◦. Обозна-
чим u=

⋃
0<t<1

tv. Пусть 0<t< t′< 1. Так как (t′− t)v является

окрестностью нуля, то из равенства tv+ (t′− t)v= t′v следует,
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что t′v является окрестностью множества tv. Поэтому u явля-
ется своей окрестностью. Значит, множество u открыто. Оче-
видно, u⊂ v◦⊂ v−. Пусть x∈ v−. Тогда существует такое число
r∈ (0; 1), что x∈ rv. Действительно, в противном случае после-
довательность векторов (1 +n−1)x /∈ v, n∈N, сходится к x, что
противоречит условию x∈ v−. Отсюда следует, что x∈u. Поэто-
му v−⊂u и, значит, u= v◦ = v−. Но тогда M− =M◦. I

Теорема 3.14. Пусть µv — функционал Минковского вы-
пуклой окрестности нуля v в линейном пространстве (X, Λ).
Тогда

v◦ = v− =
⋃

0<t<1
tv = {x∈X : µv(x)< 1},

v = v+ =
⋂
t>1

tv = {x∈X : µv(x) 6 1}.

Кроме того, v◦ = v и (v)◦ = v◦, а множество w=
⋂

|α|=1

αv◦

есть наибольшее подмножество в v, являющееся выпуклой
уравновешенной открытой окрестностью нуля, причем w
есть множество всех таких x∈X, что µv(αx)< 1 для любого
числа α с |α|= 1.

J Равенства для v◦ доказываются при помощи рассужде-
ний, сделанных в доказательстве утверждения д) теоремы 3.13.
Докажем равенства для v. Обозначим u=

⋂
t>1

tv. При t> 1 из

равенства v+ (t− 1)v= tv следует, что v⊂ tv, поскольку (t− 1)v
содержит открытую окрестность нуля. Поэтому v⊂u. Пусть
x∈u. Тогда x∈ (1 +n−1)v и, значит, (1 + n−1)−1x∈ v для всех
n∈N. Однако последовательность векторов (1 +n−1)−1x, n∈N,
сходится к x. Отсюда получаем, что x∈ v+. Следовательно,
u⊂ v+. Поэтому v= v+ =u. Отметим, что равенства для v◦ и v
могут быть легко доказаны также с использованием секвенци-
альной непрерывности µv. Равенства v◦ = v и (v)◦ = v◦ в силу
доказанных равенств очевидны. Утверждения, относящиеся к
множеству w, вытекают из теоремы 3.7 и определения w с уче-
том 0∈ v◦. I

Для линейных пространств докажем предложения, анало-
гичные предложениям 2.13—2.16.

Предложение 3.9. Если в векторном пространстве X
линейная операция предела Λ определена конечной системой
окрестностей нуля, то Λ(0̇) =X и, значит, X является един-
ственной окрестностью нуля.
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J Пусть линейная операция предела Λ определена конечной
системой окрестностей нуля {v1, v2, ..., vn} с некоторым n∈N.
Тогда операция предела Λ может быть определена также од-

ной окрестностью нуля v=
n⋂
i=1

vi, причем v содержится в лю-

бой окрестности нуля линейного пространства (X, Λ). Поэто-
му v= Λ(0̇) и, значит, v является векторным подпространством.
Однако 0∈ v− в (X, Λ) и, значит, v− 6= Ø. Отсюда в силу утвер-
ждения г) теоремы 3.13 следует, что v=X. I

Предложение 3.10. Если U0 (W0) — полная система ок-
рестностей (открытых окрестностей) нуля линейного про-
странства, то выполнение первого (второго) из равенств⋂

u∈U0

(u+ u) = {0},
⋂

w∈W0

(w + w) = {0}

необходимо и достаточно для отделимости (хаусдорфовости)
этого пространства.

J В силу теоремы 3.12 имеют место равенства⋂
v∈U0

v+ =
⋂
v∈U0

⋂
u∈U0

(v + u) =
⋂

u∈U0

(u+ u),

⋂
v∈W0

v =
⋂

v∈W0

⋂
w∈W0

(v + w) =
⋂

w∈W0

(w + w).

Отсюда с учетом предложения 3.6 вытекает справедливость
доказываемого предложения. I

Предложение 3.11. Пусть V0 — такая системa окрест-
ностей нуля линейного пространства (X, Λ), что каждое
v ∈V0 содержит u∈V0, для которого u+u⊂ v. Тогда

а) для любого M ⊂X множество G=
⋂
v∈V0

(M + v) замкнуто

в (X, Λ), причем M ⊂G;
б) в (X, Λ) внутренность v◦ каждого v ∈V0 содержит ок-

рестность нуля из V0 и, значит, является открытой окрест-
ностью нуля;

в) если Ṽ0 — фильтр в X, имеющий предбазу V0, то для
каждого v ∈ Ṽ0 существует такая открытая в (X, Λ) окрест-
ность нуля w∈ Ṽ0, что w+w⊂ v;

г) если пересечение системы V0 содержит только нуль,
то пространство (X, Λ) хаусдорфово;

д) если фильтр в X, имеющий предбазу V0, содержит пол-
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ную систему открытых окрестностей нуля пространства
(X, Λ), а секвенциально компактное подмножество K ⊂X и
замкнутое подмножество M ⊂X не пересекаются, то суще-
ствует такая уравновешенная открытая окрестность нуля
w, что (K +w)∩(M +w) = Ø;

е) если V0 является предбазой фильтра всех окрестностей
нуля пространства (X, Λ), то (X, Λ) является пространством
Фреше−Урысона.

J (а) Для каждого v ∈V0 выберем u∈V0 так, чтобы u+u⊂
⊂ v. Очевидно, G⊂M +u. В силу теоремы 3.12 имеем также
G+⊂G+u. Поэтому G+⊂M +u+u⊂M + v. Следовательно,
G+⊂

⋂
v∈V0

(M + v) =G. Отсюда с учетом G⊂G+ вытекает равен-

ство G+ =G, означающее, что множество G замкнуто. Так как
M ⊂G, то M ⊂G=G.

(б) Пусть v ∈V0. Выберем u∈V0 так, чтобы u+u⊂ v. Обо-
значим M =X\v. Докажем, что u∩(M −u) = Ø. Предположим
противное. Тогда найдется такой вектор x, что x∈u и x∈M−u.
Из x∈M −u следует существование таких z ∈M и y ∈u, что
x= z− y. Отсюда получаем z=x+ y ∈u+u⊂ v, что невозмож-
но. Очевидно, система {−w :w∈V0} удовлетворяет такому же
условию, что и V0. Поэтому в силу а) M ⊂M −u. Но тогда
u∩M = Ø и, значит, u⊂X\M = v◦.

(в) Каждое v ∈ Ṽ0 содержит пересечение конечного числа ок-
рестностей нуля из V0. Пусть для некоторого n∈N имеет ме-

сто включение
n⋂
i=1

vi⊂ v, где vi ∈V0. Для каждого vi выберем

ui ∈V0 так, чтобы ui +ui +ui +ui⊂ vi. В силу б) внутренность
u◦i =wi содержит окрестность нуля из V0 и, следовательно,

wi ∈ Ṽ0. Положим w=
n⋂
i=1

wi. Очевидно, множество w откры-

то, причем w∈ Ṽ0 и w+w+w+w⊂ v. Однако w⊂w+w и,
значит, w+w⊂ v.

(г) Пусть W0 — полная системa открытых окрестностей нуля
пространства (X, Λ). В силу б) каждое v ∈V0 содержит w∈W0,
для которого w+w⊂ v. Поэтому для системы W0 выполняет-
ся условие предложения 3.10 и, значит, пространство (X, Λ)
хаусдорфово.

(д) Так как множествоK секвенциально компактно в (X, Λ),
то в силу утверждения д) теоремы 3.2 замыкание K тоже сек-
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венциально компактно. При этом из равенств K =K + Λ(0̇),
K∩M = Ø и замкнутости M следует, что K∩M = Ø. Кроме
того, в силу теоремы 3.7 или утверждения а) теоремы 3.13
K −M замкнуто, а множество v=X\(K −M) открыто. Оче-
видно, 0∈ v. Поэтому v является открытой окрестностью ну-
ля. С учетом в) выберем уравновешенную открытую окрест-
ность нуля w так, чтобы w+w⊂ v. Однако w+w=w−w и
v∩(K −M) = Ø. Отсюда получаем, что (w−w)∩(K −M) = Ø
и, следовательно, (K +w)∩(M +w) = Ø.

(е) Если V0 является предбазой фильтра всех окрестностей
нуля пространства (X, Λ), то в силу в) каждая окрестность нуля
содержит открытую окрестность нуля. Поэтому (X, Λ) является
пространством Фреше−Урысона. I

В силу утверждения в) предложения 3.11 линейная операция
предела, указанная в предложении 3.5, может быть определена
векторной топологией.

Предложение 3.12. Пусть в векторном пространстве X
линейная операция предела Λ определена счетной системой ок-
рестностей нуля {un :n∈N}. Тогда в линейном пространстве
(X, Λ) существует счетная фундаментальная система окрест-
ностей нуля {vn :n∈N}, состоящая из уравновешенных от-
крытых окрестностей нуля vn, удовлетворяющих включению
vn+1 + vn+1⊂ vn для всех n∈N. Если при этом каждое un со-
держит выпуклую окрестность нуля, то все vn с указанными
свойствами могут быть выбраны выпуклыми.

J В линейном пространстве (X, Λ) для каждого n∈N выбе-
рем некоторую уравновешенную окрестность нуля u′n⊂un (ес-
ли un содержит выпуклую окрестность нуля, то u′n считается
и выпуклым). Тогда система окрестностей нуля {u′n :n∈N} то-
же определяет операцию предела Λ. В силу предложения 1.13

счетная система {wn :n∈N}, где wn =
n⋂
i=1

u′i, является фунда-

ментальной системой окрестностей нуля пространства (X, Λ).
При этом окрестности нуля wn уравновешены и wn+1⊂wn. Ме-
тодом индукции докажем существование такой последователь-
ности натуральных чисел i1<i2< ..., что win+1 +win+1 ⊂win для
всех n∈N. Возьмем i1 = 1 и предположим для некоторого m∈N
числа i1, i2, ..., im выбраны. Докажем возможность выбора im+1.
Допустим (wim+k +wim+k)\wim 6= Ø для всех k∈N. Тогда для
каждого k∈N существуют такие векторы xk и yk из wim+k, что
xk + yk /∈wim . В силу wn+1⊂wn каждая из последовательнос-
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тей (xk : k∈N) и (yk : k∈N) почти вся лежит в каждом wn и,
следовательно, сходится к нулю. Поэтому последовательность
(xk + yk : k∈N) тоже сходится к нулю. Однако это невозмож-
но, поскольку xk + yk /∈wim для всех k∈N. Полученное проти-
воречие доказывает существование числа k0 ∈N, для которо-
го (wim+k0 +wim+k0)\wim = Ø. Положим im+1 = im + k0. Тогда
wim+1 +wim+1 ⊂wim . Тем самым существование требуемой по-
следовательности (in :n∈N)∈NN доказано. Очевидно, получен-
ная система {win :n∈N} является фундаментальной системой
окрестностей нуля пространства (X, Λ) и удовлетворяет усло-
вию предложения 3.11. Поэтому в (X, Λ) для каждого n∈N
внутренность w◦

in
= vn является открытой окрестностью нуля.

При этом vn+1 + vn+1⊂ vn для всех n∈N. Так как win уравно-
вешено, то в силу утверждения в) теоремы 3.13 vn тоже урав-
новешено. Если же каждое u′n выпукло, то vn выпукло. Суще-
ствование требуемой системы окрестностей нуля доказано. I

§ 4. Фундаментальные последовательности, предком-
пактные, ограниченные и вполне ограниченные
множества в линейном пространстве. Полные и

квазиполные линейные пространства

Поскольку указанным в теореме 3.1 способом с линейным
пространством ассоциируется пространство с секвенциальной
равномерностью, введенные в главе II понятия можно исполь-
зовать и для линейных пространств. Однако в случае линейных
пространств в силу теорем 3.1 и 3.10 эти понятия можно описать
непосредственно через линейные операции предела (вместо от-
ношений секвенциальной равномерности) или системы окрест-
ностей нуля (вместо систем окружений).

Определение 3.5. В линейном пространстве (X, Λ) по-
следовательность x̂ называется Λ-фундаментальной (короче
— фундаментальной), если 0∈Λ(x̂− x̂′) для любого x̂′≺ x̂.

Подпоследовательность фундаментальной последовательно-
сти и сходящаяся последовательность фундаментальны. Фунда-
ментальная последовательность, обладающая сходящейся под-
последовательностью, сходится. Для фундаментальных после-
довательностей x̂, ŷ и числа α последовательности x̂+ ŷ и αx̂
фундаментальны. Если последовательность (xn :n∈N) фунда-
ментальна, то для любых стремящихся к бесконечности после-
довательностей натуральных чисел kn и mn, n∈N, последова-
тельность (xkn − xmn :n∈N) сходится к нулю.
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Из теорем 2.16 и 3.10 вытекает
Теорема 3.15. Пусть V0 — некоторая система окрест-

ностей нуля линейного пространства (X, Λ), определяющая
операцию предела Λ. В (X, Λ) последовательность (xn :n∈N)
фундаментальна тогда и только тогда, когда для каждого
v ∈V0 найдется такое n0 ∈N, что xn−xm ∈ v для всех n>n0 и
m>n0. I

Определение 3.6. В линейном пространстве (X, Λ) мно-
жество M называется Λ-предкомпактным (короче — предком-
пактным), если любая последовательность в M обладает фун-
даментальной подпоследовательностью.

Подмножество предкомпактного множества и секвенциаль-
но квазикомпактное множество предкомпактны. Для предком-
пактных множеств M , G и конечного множества A чисел мно-
жества M∪G, M +G и AM предкомпактны.

Определение 3.7. Пусть V0 — некоторая система окре-
стностей нуля линейного пространства (X, Λ). Подмножест-
во M ⊂X называется V0-ограниченным (или V0-ограниченным
по сложению), если для каждого v ∈V0 найдется такое n∈N,
что M ⊂ vn∩(−vn), где vn = v+ v+ ...+ v, а число слагаемых
равно n.

С учетом теоремы 3.10 и замечаний 3.2, 3.3 понятие V0-огра-
ниченного множества является частным случаем понятия, дан-
ного в определении 2.12.

Подмножество V0-ограниченного множества и квазизамыка-
ние V0-ограниченного множаства V0-ограничены. Если внутрен-
ность каждого v ∈V0 содержит нуль, то замыкание V0-ограни-
ченного множества V0-ограничено. Для V0-ограниченных мно-
жеств M и G множества M∪G и M +G V0-ограничены. Если
же каждое v ∈V0 содержит уравновешение (радиальное уравно-
вешение) некоторого u∈V0, то для V0-ограниченного множества
M и ограниченного множества A чисел (вещественных чисел)
множество AM V0-ограничено.

Предложение 3.13. Пусть V0 — некоторая система окре-
стностей нуля линейного пространства (X, Λ). Тогда в (X, Λ)
предкомпактное множество V0-ограничено и, в частности,
фундаментальная последовательность V0-ограничена.

J Для v ∈V0 и n∈N обозначим vn = v+ v+ ...+ v, где чис-
ло слагаемых равно n. Предположим предкомпактное множе-
ство M не V0-ограничено. Тогда существует v ∈V0, для кото-
рого M\(vn∩(−vn)) 6= Ø при всех n∈N. Выберем некоторые
xn ∈M\(vn∩(−vn)), n∈N, и положим x̂= (xn :n∈N). В силу
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предкомпактности M последовательность x̂ обладает фунда-
ментальной подпоследовательностью ŷ= (yn :n∈N). Выберем
m∈N так, чтобы yn− ym ∈ v′ = v ∩ (−v) при n>m. Поскольку
v′ поглощающе по сложению, найдется такое k∈N, что ym ∈ v′k.
Но тогда yn ∈ v′ + v′k = v′k+1⊂ vk+1∩(−vk+1) при n>m. Это про-
тиворечит выбору x̂. Значит, множество M V0-ограничено. I

Определение 3.8. Пусть V0 — некоторая система окре-
стностей нуля пространства (X, Λ). Подмножество M ⊂X
называется V0-функционально ограниченным, если для каждо-
го v ∈V0 функционал Минковского µv ограничен на M (т. е.
числовое множество µv(M) ограничено).

В силу теоремы 3.10 и замечания 3.4 понятие V0-функциона-
льно ограниченного множества является частным случаем по-
нятия, данного в определении 2.15.

Подмножество V0-функционально ограниченного множества,
конечное объединение V0-функционально ограниченных мно-
жеств и секвенциально квазикомпактное множество V0-функ-
ционально ограничены. Для V0-функционально ограниченного
множества M и ограниченного множества A вещественных не-
отрицательных чисел множество AM V0-функционально огра-
ничено, причем если каждое v ∈V0 содержит уравновешение
некоторого u∈V0, то множество AM V0-функционально огра-
ничено при любом ограниченном числовом множестве A, а V0-
функционально ограниченное множество V0-ограничено.

Определение 3.9. Пусть V0 — некоторая система окре-
стностей нуля линейного пространства (X, Λ). Подмножест-
во M ⊂X называется V0-радиально ограниченным, если для
любого v ∈V0 существует такое число r > 0, что M ⊂ rv.

Для каждого v ∈V0 функционал Минковского µv ограничен
на любом V0-радиально ограниченном множестве. Поэтому V0-
радиально ограниченное множество V0-функционально ограни-
чено. Подмножество V0-радиально ограниченного множества и
секвенциально квазикомпактное множество V0-радиально огра-
ничены. Если каждое v ∈V0 содержит радиальное уравновеше-
ние некоторого u∈V0, то V0-функционально ограниченное мно-
жество и конечное объединение V0-радиально ограниченных
множеств V0-радиально ограничены, а для V0-радиально огра-
ниченного множества M и ограниченного множества A веще-
ственных неотрицательных чисел множество AM V0-радиально
ограничено. Если же каждое v ∈V0 содержит уравновешение
некоторого u∈V0, то V0-радиально ограниченное множество M
V0-ограничено, а множество AM V0-радиально ограничено при
любом ограниченном числовом множестве A.
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Определение 3.10. В линейном пространстве (X, Λ) мно-
жество M называется Λ-радиально ограниченным (короче —
Λ-ограниченным или просто ограниченным), если 0∈Λ(r̂x̂) для
любых x̂∈MN и сходящейся к нулю последовательности r̂ по-
ложительных чисел.

Предложение 3.14. В линейном пространстве (X, Λ) для
ограниченности множества M необходимо, чтобы 0∈Λ(α̂x̂)
для любых x̂∈MN и сходящейся к нулю числовой последова-
тельности α̂, и достаточно, чтобы 0∈Λ(r̂x̂) для любых x̂∈MN

и сходящейся к нулю строго убывающей последовательности
r̂ положительных рациональных чисел.

J Пусть множество M ограничено, x̂∈MN, а α̂= (αn :n∈N)
— сходящаяся к нулю числовая последовательность. Для каждо-
го n∈N положим rn = |αn|, а βn =αn|αn|−1 при αn 6= 0 и βn = 1
при αn = 0. Обозначим r̂= (rn :n∈N) и β̂= (βn :n∈N). После-
довательность r̂ неотрицательных чисел сходится к нулю, а чис-
ловая последовательность β̂ ограничена. Очевидно, из ограни-
ченности M следует, что 0∈Λ(r̂x̂). Но тогда в силу утвержде-
ния г) теоремы 3.4 имеем 0∈Λ(β̂r̂x̂). Однако β̂r̂x̂= α̂x̂. Поэтому
0∈Λ(α̂x̂).

Для доказательства достаточности рассмотрим произволь-
ные x̂∈MN и сходящуюся к нулю последовательность α̂=
= (αn :n∈N) положительных чисел. Очевидно, что каждая
подпоследовательность последовательности α̂ обладает строго
убывающей подпоследовательностью. Пусть β̂= (βn :n∈N)≺ α̂
— строго убывающая подпоследовательность. Выберем строго
убывающую последовательность r̂= (rn :n∈N) положительных
рациональных чисел так, чтобы числовая последовательность
γ̂= (βnr−1

n :n∈N) была ограниченной. По условию, 0∈Λ(r̂ŷ) для
любого ŷ ∈MN, так как lim r̂= 0. В силу утверждения г) теоре-
мы 3.4 имеем 0∈Λ(γ̂r̂ŷ). Однако γ̂r̂ŷ= β̂ŷ. Поэтому 0∈Λ(β̂ŷ).
Таким образом, каждая подпоследовательность последователь-
ности α̂x̂ обладает сходящейся к нулю подпоследовательностью.
Отсюда вытекает, что 0∈Λ(α̂x̂). Значит, множество M огра-
ничено. I

Подмножество ограниченного множества и секвенциально
квазикомпактное множество ограничены. Для ограниченных
множеств M , G и ограниченного множества A чисел множе-
ства M∪G, M +G и AM ограничены. Для сходящейся после-
довательности x̂ множество [x̂]+ = [x̂] ограничено.
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Пусть (X, Λ) — линейное пространство. Каждому числу α
сопоставим секвенциально равномерно непрерывное отображе-
ние Bα :X→X, определенное равенством Bα(x) =αx для всех
x∈X. Положим B= {Bα :α∈ (0; 1)}. Легко заметить, что поня-
тие ограниченного множества совпадает с понятием B-ограни-
ченного множества, данным в определении 2.17.

В линейном пространстве (X, Λ) множество M ограничено
тогда и только тогда, когда каждая последовательность в M
обладает ограниченной подпоследовательностью.

Теорема 3.16. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
M ⊂X, а V0 — некоторая система окрестностей нуля, опреде-
ляющая операцию предела Λ. Если M ограничено, то для каж-
дой окрестности нуля w существует такое число ε> 0, что
αM ⊂w для всех чисел α с |α|<ε. Обратно, если для каж-
дого v ∈V0 существует такое ε> 0, что rM ⊂ v для всех раци-
ональных r∈ (0; ε), то M ограничено. Если же каждое v ∈V0
содержит радиальное уравновешение некоторого u∈V0, то для
ограниченности M достаточно, чтобы для каждого v ∈V0 су-
ществовало такое число α 6= 0, что αM ⊂ v.

J Пусть M ограничено, а w — окрестность нуля. Предпо-
ложим для каждого n∈N существует такое число αn 6= 0, что
|αn|<n−1 и (αnM)\w 6= Ø. Для каждого n∈N выберем неко-
торое yn ∈ (αnM)\w и положим xn =α−1

n yn. Тогда xn ∈M и
αnxn /∈w для всех n∈N. Отсюда следует, что последователь-
ность (αnxn :n∈N) не сходится к нулю. А это противоречит
ограниченности M . Следовательно, найдется такое n∈N, что
αM ⊂w для всех чисел α с |α|<n−1.

Пусть, обратно, для каждого v ∈V0 существует такое ε> 0,
что rM ⊂ v для всех рациональных r∈ (0; ε). Рассмотрим по-
следовательность векторов xn ∈M , n∈N, и сходящуюся к нулю
последовательность рациональных чисел rn> 0, n∈N. Очевид-
но, что для каждого v ∈V0 и соответствующего ему числа ε> 0
найдется такое m∈N, что rn<ε и rnxn ∈ v для всех n>m. По-
этому последовательность (rnxn :n∈N) сходится к нулю. Сле-
довательно, M ограничено.

Докажем последнее утверждение теоремы. Рассмотрим по-
следовательность векторов xn ∈M , n∈N, и сходящуюся после-
довательность чисел rn> 0, n∈N. Пусть v ∈V0. Выберем u∈V0,
радиальное уравновешение ũ которого содержится в v. По усло-
вию, существует такое число α 6= 0, что αM ⊂u. Но тогда най-
дется такое m∈N, что rn< 1 и αrnxn ∈ ũ⊂ v для всех n>m.
Поэтому последовательность векторов αrnxn, n∈N, а следова-
тельно, и (rnxn :n∈N) сходятся к нулю. Это означает, что M
ограничено. I
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Следствие 3.4. Если в линейном пространстве окрест-
ность нуля v ограничена, то для любой сходящейся к нулю по-
следовательности чисел αn 6= 0, n∈N, система {αnv :n∈N}
является фундаментальной системой окрестностей нуля. I

Пусть V0 — некоторая система окрестностей нуля в линей-
ном пространстве (X, Λ). Очевидно, ограниченное множество
V0-ограничено, V0-функционально ограничено и V0-радиально
ограничено. При этом если V0 определяет операцию предела Λ, а
каждое v ∈V0 содержит радиальное уравновешение некоторого
u∈V0, то понятия ограниченного множества, V0-функционально
ограниченного множества и V0-радиально ограниченного мно-
жества попарно эквивалентны. Однако U0-ограниченное мно-
жество, где U0 — полная система окрестностей нуля линейного
пространства (X, Λ), может не быть ограниченным, а именно:
фундаментальная последовательность может не быть ограни-
ченной (см. пример в § 16, n◦ 1).

Предложение 3.15. Если в линейном пространстве фун-
даментальная последовательность x̂ ограничена, а числовая
последовательность α̂ сходится, то последовательность α̂x̂
фундаментальна.

J Пусть последовательность x̂ фундаментальна и ограни-
чена, а числовая последовательность α̂ сходится. Рассмотрим
произвольное x̂′≺ x̂, а также соответствующее α̂′≺ α̂. Очевид-
но, α̂x̂− α̂′x̂′ = α̂(x̂− x̂′) + (α̂− α̂′)x̂′. В силу фундаментальности
x̂ последовательность x̂− x̂′ сходится к нулю. Но тогда α̂(x̂− x̂′)
тоже сходится к нулю, так как α̂ сходится. Последовательность
(α̂− α̂′)x̂′ сходится к нулю, поскольку α̂− α̂′ сходится к нулю,
а последовательность x̂′ ограничена. Следовательно, α̂x̂− α̂′x̂′
сходится к нулю и, значит, последовательность α̂x̂ фундамен-
тальна. I

Предложение 3.16. Если операция предела линейного про-
странства определяется некоторой системой выпуклых окре-
стностей нуля V0, то V0-ограниченноемножество ограничено.

J Пусть множество M V0-ограничено, а v ∈V0. Для каждого
n∈N имеет место равенство nv= v+ v+ ...+ v, где число слага-
емых равно n. Поэтому M ⊂nv для некоторого n∈N. Отсюда,
поскольку окрестности нуля из V0 радиально уравновешены, в
силу теоремы 3.16 получаем ограниченность M . I

Предложение 3.17. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, имеющее полную систему окрестностей нуля U0 и пол-
ную систему открытых окрестностей нуля W0. Если систе-
ма окрестностей нуля U ′

0 = {u+ :u∈U0} определяет операцию
предела Λ, то квазизамыкание ограниченного множества огра-
ничено. Если же система окрестностей нуля W ′

0 = {w :w∈W0}
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it определяет операцию предела Λ, то замыкание ограниченного
множества ограничено.

J Пусть множество M ограничено, а u′ ∈U ′
0. Уравновешен-

ную окрестность нуля u∈U0 выберем так, чтобы u+⊂u′. В си-
лу теоремы 3.16 существует такое число ε> 0, что rM ⊂u для
любого r∈ (0; ε). Поэтому rM+⊂u+⊂u′ для всех r∈ (0; ε). От-
сюда в силу теоремы 3.16 получаем ограниченность квазизамы-
кания M+. Второе утверждение доказывается аналогично. I

Определение 3.11. Линейное пространство (X, Λ) назы-
вается полным (квазиполным), если в нем любая фундамента-
льная (фундаментальная и ограниченная) последовательность
сходится. Подмножество M ⊂X называется полным (квази-
полным), если M∩Λ(x̂) 6= Ø для любой фундаментальной (фун-
даментальной и ограниченной) последовательности x̂ в M .

В полном линейном пространстве понятия секвенциальной
квазикомпактности и предкомпактности множества совпадают.

Предложение 3.18. Если в линейном пространстве (X, Λ)
множество M полно (квазиполно), то M =M+ =M + Λ(0̇), а
множество M полно (квазиполно).

J Пусть x̂= (xn :n∈N) — фундаментальная (фундаменталь-
ная и ограниченная) последовательность в M + Λ(0̇). Тогда для
каждого n∈N имеем, что xn = yn + zn, где yn ∈M и zn ∈Λ(0̇).
Так как последовательность ẑ= (zn :n∈N) сходится к нулю, то
последовательность ŷ= (yn :n∈N) в силу равенства ŷ= x̂− ẑ
фундаментальна (фундаментальна и ограничена), а Λ(ŷ)=Λ(x̂).
По условию, M∩Λ(ŷ) 6= Ø. Поэтому Ø 6= Λ(x̂)⊂M + Λ(0̇). Отсю-
да следует, что M + Λ(0̇) полно (квазиполно) и замкнуто. I

Отметим, что рассматриваемые в теории топологических
векторных пространств понятия ограниченного подмножества
топологического векторного пространства (X, τ) и секвенциаль-
ной полноты пространства (X, τ) (или его подмножества) совпа-
дают соответственно с понятиями ограниченного подмножества
линейного пространства (X, Λ) и полноты пространства (X, Λ)
(или его подмножества), где Λ — операция предела, определен-
ная топологией τ .

Определение 3.12. Пусть V0 — некоторая система ок-
рестностей нуля линейного пространства (X, Λ). Подмноже-
ство M ⊂X называется V0-вполне ограниченным, если для
каждого v ∈V0 существует такое конечное K ⊂X, что M ⊂
⊂ (K + v)∩(K − v).
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С учетом теоремы 3.10 и замечания 3.3 понятие V0-вполне
ограниченного множества является частным случаем понятия,
данного в определении 2.13.

Очевидно, V0-вполне ограниченное множество V0-ограниче-
но. Подмножество V0-вполне ограниченного множества и конеч-
ное объединение V0-вполне ограниченных множеств V0-вполне
ограничены. Для V0-вполне ограниченного множества M и ко-
нечного множества G множество M +G V0-вполне ограниче-
но. Если для каждых v ∈V0 и n∈N существует u∈V0, уравно-
вешение (радиальное уравновешение) ũ которого удовлетворя-
ет включению nũ⊂ v, то для V0-вполне ограниченного множе-
ства M и конечного множества A чисел (вешественных чисел)
множество AM V0-вполне ограничено. Предкомпактное мно-
жество M тоже V0-вполне ограничено, поскольку для каждого
v ∈V0 всякое подмножество K ⊂M , удовлетворяющее условию
(K −K)∩(−v)∩v= {0}, конечно и среди них есть максимальное.

Предложение 3.19. Пусть V0 — система всех выпуклых
окрестностей нуля линейного пространства (X, Λ). Тогда

а) замыкание выпуклой оболочки H V0-вполне ограниченного
подмножества M ⊂X V0-вполне ограничено;

б) если система окрестностей нуля V0 определяет операцию
предела Λ, то замыкание выпуклой оболочки H ограниченного
подмножества M ⊂X ограничено.

J Пусть v ∈V0. С учетом теоремы 3.14 выберем уравнове-
шенную открытую окрестность нуля u∈V0 так, чтобы 3u⊂ v.

(а) Существует конечное K ⊂X, для которого M ⊂K +u.
Легко убедиться, что выпуклая оболочка H ′ множества K се-
квенциально компактно. Поэтому H ′⊂K ′ +u для некоторого
конечного K ′⊂H ′. Однако H ⊂H ′ +u. Отсюда в силу теоремы
3.12 получаем H ⊂H ′ + 2u⊂K ′ + 3u⊂ (K ′ + v)∩(K ′− v), т. е.
замыкание H V0-вполне ограничено.

(б) Существует число r > 0, для которого rM ⊂u. Поэтому
rH ⊂u и rH ⊂ 2u⊂ v. Отсюда с учетом теоремы 3.16 следует
ограниченность H. I

Определение 3.13. В линейном пространстве (X, Λ) мно-
жество M называется Λ-вполне ограниченным (короче —
вполне ограниченным), если каждая последовательность
x̂= (xn :n∈N) в M обладает двумя такими подпоследователь-
ностями x̂′ = (xin :n∈N) и x̂′′ = (xjn :n∈N), что 0∈Λ(x̂′− x̂′′)
и in 6= jn для всех n∈N.

Если R — отношение секвенциальной равномерности, ассо-
циированное с линейным пространством (X, Λ), то понятие Λ-
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вполне ограниченного множества совпадает с данным в опре-
делении 2.14 понятием R-вполне ограниченного множества. На
основании этого с учетом теоремы 3.10 и замечания 3.3 из тео-
ремы 2.27 получается

Теорема 3.17. В линейном пространстве множество M
вполне ограничено тогда и только тогда, когда для каждых
M1⊂M и окрестности нуля v существует такое конечное
K1⊂M1, что M1⊂K1 + v. I

Из теоремы 3.17 следует, что для любой системы V0 окрест-
ностей нуля линейного пространства вполне ограниченное мно-
жество V0-вполне ограничено.

Подмножество вполне ограниченного множества, конечное
объединение вполне ограниченных множеств и предкомпактное
множество вполне ограничены (отсюда тоже вытекают предло-
жение 3.13 и V0-вполне ограниченность предкомпактного мно-
жества при любой системы V0 окрестностей нуля). Для вполне
ограниченного множества M , предкомпактного множества G и
конечного множества A чисел множества M +G и AM вполне
ограничены.

Введенные в линейном пространстве понятия фундаменталь-
ной последовательности, предкомпактного, ограниченного и
вполне ограниченного множеств инвариантны относительно ве-
щественных линейных подпространств.

Предложение 3.20. Если в линейном пространстве (X, Λ)
вполне ограниченное (предкомпактное) множество M ограни-
чено, то для любого ограниченного числового множества A
множество AM вполне ограничено (предкомпактно).

J Пусть числовое множество A ограничено, а подмноже-
ство M ⊂X ограничено и вполне ограничено. Рассмотрим про-
извольную последовательность ẑ в AM и представим ее в виде
ẑ= β̂ŷ, где β̂ и ŷ — последовательности в A и M соответствен-
но. Ясно, что числовая последовательность β̂ обладает сходя-
щейся подпоследовательностью α̂= (αn :n∈N), а в силу вполне
ограниченности M соответствующая подпоследовательность
x̂= (xn :n∈N)≺ ŷ обладает такими подпоследовательностями
x̂′ = (xin :n∈N) и x̂′′ = (xjn :n∈N), что 0∈Λ(x̂′− x̂′′) и in 6= jn
для всех n∈N. Пусть α̂′ = (αin :n∈N) и α̂′′ = (αjn :n∈N). Име-
ем α̂′x̂′− α̂′′x̂′′ = α̂′(x̂′− x̂′′) + (α̂′− α̂′′)x̂′′. Последовательность
α̂′(x̂′− x̂′′) сходится к нулю, поскольку α̂′ сходится, а x̂′− x̂′′ схо-
дится к нулю. Последовательность (α̂′− α̂′′)x̂′′ тоже сходится к
нулю, поскольку последовательность x̂′′ ограничена, а α̂′− α̂′′
сходится к нулю. Значит, α̂′x̂′− α̂′′x̂′′ сходится к нулю. Положим
ẑ′ = α̂′x̂′ и ẑ′′ = α̂′′x̂′′. Тогда ẑ′≺ ẑ, ẑ′′≺ ẑ и 0∈Λ(ẑ′− ẑ′′). Поэто-
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му AM вполне ограничено. С учетом предложения 3.15 легко
доказывается также утверждение о предкомпактности AM . I

Предложение 3.21. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, имеющее полную систему окрестностей нуля U0. Если
для некоторой подсистемы V0⊂U0 система окрестностей ну-
ля V ′

0 = {v+ v : v ∈V0} определяет операцию предела Λ, то ква-
зизамыкание ограниченного множества, а также U0-вполне
ограниченное множество, вполне ограниченное множество и
предкомпактное множество ограничены, причем если каждое
v ∈V0 содержит радиальное уравновешение некоторого u∈V0,
то V0-вполне ограниченное множество тоже ограничено.

J Ограниченность квазизамыкания ограниченного множе-
ства вытекает из теоремы 3.12 и предложения 3.17. Пусть под-
множество M ⊂X V0-вполне ограничено, а для w∈V ′

0 окрест-
ность нуля u∈V0 выбрана так, что ее радиальное уравновеше-
ние v удовлетворяет включению v+ v⊂w. Для u выберем ко-
нечное K ⊂X так, чтобы M ⊂K +u, а для K выберем r∈ (0; 1)
так, чтобы rK ⊂u. Тогда rM ⊂ rK + ru⊂ v+ v⊂w. Поэтому в
силу теоремы 3.16 M ограничено. Отсюда вытекают и осталь-
ные утверждения. I

Теорема 3.18. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
имеющее полную систему окрестностей нуля U0 и полную си-
стему открытых окрестностей нуля W0. Если существует
такая система окрестностей нуля V0⊂U0, определяющая
операцию предела Λ, что каждое u∈V0 содержит v ∈V0, для
которого v+ v⊂u, то в этом пространстве

а) замыкание ограниченного множества ограничено;
б) W0-вполне ограниченное множество, U0-вполне ограни-

ченное множество, вполне ограниченное множество и пред-
компактное множество ограничены, а если каждое u∈V0
содержит радиальное уравновешение некоторого w∈V0, то V0-
вполне ограниченное множество тоже ограничено;

в) для вполне ограниченного (предкомпактного) множества
M и ограниченного числового множества A множество AM
вполне ограничено (предкомпактно), а для фундаментальной
последовательности x̂ и сходящейся числовой последователь-
ности α̂ последовательность α̂x̂ фундаментальна;

г) замыкание V0-ограниченного множества V0-ограничено, а
замыкание V0-вполне ограниченного множества V0-вполне огра-
ничено, причем для V0-вполне ограниченных множеств M и G
множество M +G V0-вполне ограничено (здесь систена V0 мо-
жет и не определять операцию предела Λ).

Если же каждое u∈U0 содержит v ∈U0, для которого
v+ v⊂u, то понятия вполне ограниченного множества, U0-
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вполне ограниченного множества и W0-вполне ограниченного
множества попарно эквивалентны, а понятия U0-ограничен-
ного множества и W0-ограниченного множества тоже экви-
валентны.

J В силу утверждения б) предложения 3.11 каждое v ∈V0 со-
держит некоторое w∈W0. Поэтому с учетом теоремы 3.12 каж-
дая из систем окрестностей нуля {w+w :w∈W0} и {w :w∈W0}
определяет операцию предела Λ. Значит, система W0 удовлетво-
ряет условиям предложений 3.17 и 3.21, причем система V0 тоже
удовлетворяет условиям предложения 3.21. Из этих предложе-
ний вытекают утверждения а) и б). Утверждение в) вытекает
из предложений 3.15 и 3.20 с учетом б). Остальные утвержде-
ния тоже легко доказываются с использованием теоремы 3.12 и
утверждения б) предложения 3.11 (они вытекают и из предло-
жения 2.29 с учетом теоремы 3.10 и замечаний 3.2, 3.3). I

В связи с утверждением б) теоремы 3.18 заметим, что если
в линейном пространстве (X, Λ) операция предела Λ определя-
ется системой {vn :n∈N} окрестностей нуля vn, удовлетворяю-
щих включению vn+1⊂ vn при всех n∈N, то для каждого k∈N
окрестность нуля vk содержит уравновешение некоторой окрест-
ности нуля vk+i, i∈N. Действительно, в противном случае для
каждого i∈N найдутся вектор xi ∈ vk+i и число αi с |αi|6 1, та-
кие, что αixi /∈ vk. Очевидно, последовательность (xi : i∈N) по-
чти вся лежит в каждой окрестности нуля vn и, следовательно,
сходится к нулю в (X, Λ). Так как последовательность чисел αi,
i∈N, ограничена, то последовательность векторов αixi, i∈N,
тоже сходится к нулю в (X, Λ). Однако это приводит к проти-
воречию, поскольку αixi /∈ vk для всех i∈N.

Пусть (X, Λ) — прямое произведение семейства ((Xi, Λi) :
i∈ I) линейных пространств над одним и тем же числовым про-
странством. Очевидно, в (X, Λ) последовательность x̂ фунда-
ментальна тогда и только тогда, когда для каждого i∈ I по-
следовательность x̂i = pri(x̂) фундаментальна в (Xi, Λi). Кроме
того, в (X, Λ) множество M ограничено тогда и только тогда,
когда для каждого i∈ I проекция pri(M) ограничена в (Xi, Λi).
При этом пространство (X, Λ) полно (квазиполно) тогда и толь-
ко тогда, когда полно (квазиполно) каждое пространство
(Xi, Λi), i∈ I. Если в (X, Λ) множество M предкомпактно
(вполне ограничено), то для каждого i∈ I проекция pri(M)
предкомпактна (вполне ограничена) в (Xi, Λi). Если же множе-
ство I конечно или счетно, а для каждого i∈ I проекция pri(M)
предкомпактна в (Xi, Λi), то M предкомпактно в (X, Λ).
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Пусть (X, Λ) — линейное пространство, (Φ, λ̃) — его фак-
тор-пространство по Λ(0̇), а π :X→Φ — фактор-отображение.
Тогда в (X, Λ) для фундаментальности последовательности
(xn :n∈N) необходима и достаточна фундаментальность после-
довательности (π(xn) :n∈N) в (Φ, λ̃), а подмножество M ⊂X
предкомпактно, ограничено или вполне ограничено тогда и
только тогда, когда в (Φ, λ̃) множество π(M) соответственно
предкомпактно, ограничено или вполне ограничено. Кроме
того, пространство (X, Λ) полно (квазиполно) тогда и только
тогда, когда фактор-пространство (Φ, λ̃) полно (квазиполно).

§ 5. Метризуемость и нормируемость линейных
пространств

1. Если на линейном пространстве с операцией однозначно-
го предела (X, λ) существует метрика ρ, определяющая опера-
цию предела λ, то пространство (X, λ) называется метрическим
(или метризуемым) линейным пространством с операцией пре-
дела (короче — метрическим линейным пространством).

Заметим, что отношение секвенциальной равномерности, ас-
социированное с метрическим линейным пространством (X, λ),
может отличаться от отношения секвенциальной равномерно-
сти, ассоциированного с метрикой ρ, определяющей в X опе-
рацию предела λ. При этом, как показывают примеры в § 16,
n◦ 4, n◦ 6 и n◦ 7, ρ-ограниченное множество может не быть
λ-ограниченным и λ-ограниченное множество может не быть
ρ-ограниченным, а ρ-фундаментальная последовательность мо-
жет не быть λ-фундаментальной и λ-фундаментальная после-
довательность может не быть ρ-фундаментальной. Кроме того,
относительно пространства с метрикой (X, ρ) можно говорить
о его ρ-полноте и λ-полноте (в связи с этим см. пример в § 16,
n◦ 4). Однако если метрика ρ инвариантна относительно сдви-
гов, т. е. ρ(x+ z, y+ z) = ρ(x, y) для всех x, y и z из X, то отно-
шения секвенциальной равномерности, ассоциированные с про-
странствами (X, λ) и (X, ρ), совпадают (как показывает пример
в § 16, n◦ 3, для совпадения указанных отношений секвенци-
альной равномерности инвариантность метрики ρ относительно
сдвигов не является необходимым условием). Более того, как
следует из приведенной ниже теоремы 3.19, для всякого метри-
ческого линейного пространства (X, λ) существует инвариант-
ная относительно сдвигов метрика на X, определяющая опера-
цию предела λ.
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Если ρ — инвариантная относительно сдвигов метрика на
векторном пространстве X, определяющая линейную операцию
предела, то пара (X, ρ) называется линейным пространством с
метрикой.

Известная теорема о метризуемости топологического век-
торного пространства для линейных пространств с операцией
предела формулируется следующим образом.

Теорема 3.19. В любом метрическом линейном простран-
стве (X, λ), где X 6= {0}, существует счетная фундаменталь-
ная система окрестностей нуля, состоящая из уравновешен-
ных открытых окрестностей нуля. Обратно, если линейная
операция однозначного предела λ в векторном пространстве
X может быть определена счетной системой окрестностей
нуля V ′

0, то существует такая инвариантная относительно
сдвигoв метрика на X, определяющая операцию предела λ, что
открытые шары с центром в нуле уравновешены. При этом
если каждая окрестность нуля из V ′

0 содержит выпуклую ок-
рестность нуля, то метрика с указанными свойствами мо-
жет быть выбрана так, чтобы все открытые шары были бы
выпуклыми.

J В доказательстве нуждается лишь обратное утвержде-
ние теоремы. Пусть линейная операция однозначного предела
λ в векторном пространстве X определяется счетной системой
окрестностей нуля V ′

0 . В силу предложения 3.12 линейное про-
странство (X, λ) имеет счетную фундаментальную систему ок-
рестностей нуля V0 = {vn :n∈N}, состоящую из уравновешeн-
ных открытых окрестностей нуля vn, удовлетворяющих вклю-
чению vn+1 + vn+1⊂ vn для всех n∈N. Если при этом каждое
v ∈V ′

0 содержит выпуклую окрестность нуля, то все vn с указан-
ными свойствами могут быть выбраны выпуклыми. Поскольку
система окрестностей нуля V0 определяет операцию однозначно-
го предела, пересечение этой системы содержит лишь нуль. Ис-
пользуя счетную фундаментальную систему окрестностей нуля
V0, с помощью указанной в [54], с. 26, конструкции построим
требуемую метрику (с учетом теоремы 3.10 инвариантная отно-
сительно сдвигов метрика на X, определяющая операцию пре-
дела λ, такая, что открытые шары с центром в нуле уравновеше-
ны, может быть построена также указанным в доказательстве
теоремы 2.25 способом).

Обозначим через D множество чисел 0 и
m∑
n=1

2−in , где на-

туральные числа m и i1<i2< . . .< im произвольны. Очевид-
но, каждое число r∈D удовлетворяет неравенствам 0 6 r < 1 и
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единственным образом записывается в виде

r =
∞∑
n=1

cn(r)2−n, (1)

где каждое число cn(r) равно 0 или 1, причем cn(r) = 1 лишь
для конечного числа значений n∈N.

Для r> 1 положим M(r) =X, а для r∈D с учетом (1) поло-
жим

M(r) =
∞∑
n=1

cn(r)vn. (2)

Функционал f :X→R+ определим по формуле

f(x) = inf {r∈D∪{1} : x∈M(r)}, x∈X. (3)
Докажем, что требуемая метрика ρ может быть определена по
формуле

ρ(x, y) = f(x− y), x∈X, y ∈X. (4)
С этой целью сначала докажем, что для любых чисел r и s из
D∪[1; ∞) имеет место включение

M(r) +M(s) ⊂M(r + s). (5)

В случаях rs= 0 и r+ s> 1 выполнение (5) очевидно. В случае
r+ s< 1 включение (5) докажем методом индукции.

Пусть Pk, где k∈N, обозначает следующее утверждение: ес-
ли r∈D, s∈D, r+ s< 1 и cn(r) = cn(s) = 0 для всех n>k, то
имеет место (5). Утверждение P1 соответствует случаю rs= 0
и, следовательно, верно. Предположим для некоторого k > 1
утверждение Pk−1 верно. Пусть числа r и s удовлетворяют усло-
вию утверждения Pk. Тогда числа r′ и s′, определенные равен-
ствами

r′ = r − ck(r)2−k, s′ = s− ck(s)2−k,
удовлетворяют условиям утверждения Pk−1. С учетом (2) имеем

M(r) = M(r′) + ck(r)vk, M(s) = M(s′) + ck(s)vk,
причем в силу утверждения Pk−1 выполняется также

M(r′) +M(s′) ⊂M(r′ + s′).
Следовательно,

M(r) +M(s) ⊂M(r′ + s′) + ck(r)vk + ck(s)vk. (6)

Если ck(r) = ck(s) = 0, то r= r′, s= s′ и (6) превращается в (5).
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Если ck(r) + ck(s) = 1, то (6) принимает вид

M(r) +M(s) ⊂M(r′ + s′) + vk = M(r′ + s′ + 2−k) = M(r + s),

так что (5) опять верно. Если же ck(r) = ck(s) = 1, то из (6) в
силу vk + vk⊂ vk−1 получаем

M(r) +M(s) ⊂M(r′ + s′) + vk + vk ⊂M(r′ + s′) + vk−1 =

= M(r′ + s′) +M(21−k) ⊂M(r′ + s′ + 21−k) = M(r + s),
где последнее включение основано на верности утверждения
Pk−1. Таким образом, Pk−1 влечет Pk. Следовательно, (5) верно.

Имеет место включение
M(r) ⊂M(s), r6 s, (7)

где r и s произвольные числа из D∪[1; ∞). Действительно, при
s> 1 включение (7) очевидно, а при s< 1 числа r, s, s− r при-
надлежат D и в силу (5) M(r)⊂M(r) +M(s− r)⊂M(s).

Теперь докажем, что для определенной по формуле (3) функ-
ции f выполняется неравенство

f(x+ y) 6 f(x) + f(y), x∈X, y ∈X, (8)

которое в случае f(x) + f(y) > 1 очевидно. Рассмотрим случай
f(x) + f(y)< 1 и зафиксируем некоторое число ε> 0. В D най-
дутся такие числа r и s, что

f(x) < r, f(y) < s, r + s < f(x) + f(y) + ε. (9)

В силу (3), (7) и первых двух неравенств (9) имеем x∈M(r),
y ∈M(s). Но тогда с учетом (5) получаем x+ y ∈M(r+ s) и, сле-
довательно,

f(x+ y) 6 r + s < f(x) + f(y) + ε.

Отсюда, учитывая произвольность ε, получим (8).
Так как каждое M(r) уравновешено, то f(x) = f(−x). Оче-

видно, f(0) = 0. Если x 6= 0, то x /∈ vn =M(2−n) для некоторого
n∈N и, значит, f(x) > 2−n> 0.

Из указанных свойств функционала f следует, что формула
(4) определяет инвариантную относительно сдвигов метрику ρ
на векторном пространстве X. Для любого числа δ > 0 откры-
тый шар Kδ с центром в нуле и радиусом δ, соответствующий
метрике ρ, есть множество

Kδ = {x∈X : f(x)<δ} =
⋃

r∈Dδ

M(r), (10)
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гдеDδ = (0; δ)∩(D∪{1}). Отсюда следует, чтоKδ является урав-
новешенной открытой окрестностью нуля в (X, λ), причем если
δ6 2−n для некоторого n∈N, то Kδ ⊂ vn. Поэтому метрика ρ
определяет операцию предела λ. Заметим, что если каждое vn
выпукло, то каждое M(r), r∈D∪{1}, тоже выпукло. Учитывая
это, в силу (7) из (10) получим выпуклость каждого открытого
шара Kδ, а значит, и любого его сдвига. I

Ясно, что линейное пространство с отличным от {0} носите-
лем метризуемо тогда и только тогда, когда его операция преде-
ла может быть определана при помощи счетной системы окрест-
ностей нуля, пересечение которых содержит только нуль.

Предложение 3.22. Пусть (X, λ) — метрическое линей-
ное пространство, имеющее полную систему окрестностей
нуля U0, a ρ — инвариантная относительно сдвигов метри-
ка на X, определяющая операцию предела λ. Тогда

а) каждая окрестность нуля v содержит такую уравнове-
шeнную открытую окрестность нуля w, что w+w⊂ v;

б) при каждом n∈N для любого семейства (x1, x2, . . . , xn)
в X и суммы y=x1 +x2 + . . .+xn имеет место неравенство

ρ(0, y) 6
n∑
i=1

ρ(0, xi) (11)

и, в частности, ρ(0, nx) 6nρ(0, x) для любого x∈X;
в) U0-ограниченное множество и, в частности, λ-ограни-

ченное множество ρ-ограничены;
г) понятия λ-фундаментальной последовательности и ρ-

фундаментальной последовательности эквивалентны, а, сле-
довательно, понятия λ-предкомпактного множества и ρ-
предкомпактного множества тоже эквивалентны;

д) понятия λ-вполне ограниченного множества и ρ-вполне
ограниченного множества эквивалентны;

е) понятия λ-вполне ограниченного множества и λ-пред-
компактного множества эквивалентны.

J В случаеX = {0} все указанные утверждения тривиальны.
Поэтому рассмотрим случай X 6= {0}.

Утверждение а) следует из предложений 3.11 и 3.12. Оно
легко доказывается также с использованием неравенства
ρ(0, x+y) 6 ρ(0, x)+ρ(x, x+y) = ρ(0, x)+ρ(0, y), x∈X, y ∈X.

(б) Пусть (x1, x2, . . . , xn) для n∈N — семейство в X, а
y=x1 +x2 + . . .+xn. Положим y0 = 0 и yi =x1 +x2 + . . .+xi,
i= 1, 2, . . . , n. Очевидно,
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ρ(0, yn) 6
n∑
i=1

ρ(yi−1, yi). (12)

В силу инвариантности метрики ρ относительно сдвигов имеем
ρ(yi−1, yi) = ρ(0, yi− yi−1) = ρ(0, xi), i= 1, 2, . . . , n. Учитывая
эти равенства и yn = y, из (12) получим (11).

(в) Пусть множество M U0-ограничено, а u — открытый
шар с центром в нуле и единичным радиусом. Тогда суще-
ствует такое n∈N, что M ⊂u+u+ . . .+u, где число слагае-
мых равно n. Поэтому каждый вектор y ∈M представляется
в виде y=x1 +x2 + . . .+xn, где xi ∈u, i= 1, 2, . . . , n. Однако
ρ(0, xi)< 1, i= 1, 2, . . . , n, и в силу (11) ρ(0, y)<n. Следова-
тельно, множество M ρ-ограничено.

Утверждения г) и д) в силу инвариантности метрики ρ от-
носительно сдвигов очевидны.

Утверждение е) следует из утверждений г), д) и теоремы
Хаусдорфа о том, что в пространстве с метрикой (X, ρ) понятия
ρ-вполне ограниченного множества и ρ-предкомпактного мно-
жества эквивалентны. I

По аналогии с понятиями метрического линейного простран-
ства и линейного пространства с метркой вводятся понятия по-
луметрического (или полуметризуемого) линейного простран-
ства и линейного пространства с полуметрикой.

Теорема 3.20. В полуметрическом линейном пространстве
существует конечная или счетная фундаментальная система
окрестностей нуля, состоящая из уравновешенных открытых
окрестностей нуля. Обратно, если операция предела линейного
пространства (X, Λ) может быть определена конечной систе-
мой окрестностей нуля, то Λ определяется также единствен-
ной полуметрикой d на X, заданной равенством d(x, y) = 0 для
всех x и y из X. Если же Λ определяется счетной системой
окрестностей нуля V ′

0, то существует такая инвариантная
относительно сдвигов полуметрика на X, определяющая опе-
рацию предела Λ, что все открытые шары с центром в нуле
уравновешены. При этом если каждая окрестность нуля из
V ′

0 содержит выпуклую окрестность нуля, то полуметрика с
указанными свойствами может быть выбрана так, чтобы все
открытые шары были бы выпуклыми.

J Утверждение, относящееся к полуметрическому линейно-
му пространству, очевидно. Обратное утверждение теоремы в
случае конечной системы окрестностей нуля непосредственно
следует из предложения 3.9, а в случае счетной системы до-
казывается по аналогии с теоремой 3.19. I
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Итак, линейное пространство (X, Λ) с Λ(0̇) 6=X полуметри-
зуемо тогда и только тогда, когда Λ определяется счетной си-
стемой окрестностей нуля.

В силу следствия 3.4, если в линейном пространстве (X, Λ)
существует ограниченная окрестность нуля, то (X, Λ) полумет-
ризуемо, причем если Λ есть операция однозначного предела, то
(X, Λ) метризуемо. Однако в метрическом линейном простран-
стве (X, λ) может не существовать λ-ограниченной окрестности
нуля (см. пример в § 16, n◦ 5).

Если операция предела линейного пространства (X, Λ) опре-
деляется счетной системой вещественно уравновешенных вы-
пуклых окрестностей нуля un, n∈N, то по формуле

d(x, y) =
∞∑
n=1

1
2n

µn(x− y)
1 + µn(x− y)

, x∈X, y ∈X,

где µn — функционал Минковского множества un, задается ин-
вариантная относительно сдвигов полуметрика d на X, опреде-
ляющая операцию предела Λ.

Предложение 3.23. Линейное пространство (X, Λ) полу-
метризуемо тогда и только тогда, когда его фактор-простран-
ство по векторному подпространству Λ(0̇) метризуемо. I

Предложение 3.24. Пусть (X, Λ) — полуметрическое ли-
нейное пространство, имеющее полную систему окрестностей
нуля U0, а d — инвариантная относительно сдвигов полумет-
рика на X, определяющая операцию предела Λ. Тогда

а) каждая окрестность нуля v содержит такую уравнове-
шенную открытую окрестность нуля w, что w+w⊂ v;

б) при каждом n∈N для любого семейства (x1, x2, . . . , xn)
в X и суммы y=x1 +x2 + . . .+xn имеет место неравенство

d(0, y) 6
n∑
i=1

d(0, xi) и, в частности, d(0, nx) 6nd(0, x) для лю-

бого x∈X;
в) U0-ограниченное множество и, в частности, Λ-ограни-

ченное множество d-ограничены;
г) понятия Λ-фундаментальной последовательности и d-

фундаментальной последовательности эквивалентны, а, сле-
довательно, понятия Λ-предкомпактного множества и d-
предкомпактного множества тоже эквивалентны;

д) понятия Λ-вполне ограниченного множества и d-вполне
ограниченного множества эквивалентны;

е) понятия Λ-вполне ограниченного множества и Λ-пред-
компактного множества эквивалентны. I
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2. Отображение x 7→ ‖x‖ векторного пространства X в R+
называется нормой на X, если

1) ‖αx‖= |α|‖x‖ для любых x∈X и числа α;
2) ‖x+ y‖6 ‖x‖+ ‖y‖ для всех x и y из X;
3) ‖x‖= 0 для x∈X только при x= 0.

При этом число ‖x‖ называется нормой вектора x.
Заметим, что если функционал ‖·‖ :X→R удовлетворяет

условиям 1) и 2), то ‖0‖= 0 и ‖x‖> 0 для всех x∈X.
Заданная на векторном пространстве X норма определяет

на X инвариантную относительно сдвигов метрику ρ с помощью
равенства ρ(x, y) = ‖x− y‖ для всех x и y из X. Следовательно,
норма определяет в X операцию предела, которая, как нетрудно
убедиться, является линейной операцией однозначного предела.
А именно: точка x∈X является пределом последовательности
(xn :n∈N) в X, если lim

n
‖xn−x‖= 0. Пара (X, ‖·‖) называ-

ется нормированным линейным пространством (в дальнейшем
в обозначении нормированного линейного пространства будем
указывать только носитель). Полное нормированное линейное
пространство называется банаховым пространством.

В нормированном линейном пространстве множество M на-
зывается ограниченным по норме, если существует такое число
r > 0, что ‖x‖6 r для всех x∈M .

Нормированное линейное пространство, имеющее операцию
предела λ, локально выпукло и в нем множество λ-ограничено
тогда и только тогда, когда оно ограничено по норме.

Линейное пространство с операцией однозначного предела
(X, λ) называется нормируемым, если существует норма на X,
определяющая операцию предела λ.

Известная теорема о нормируемости топологического век-
торного пространства справедлива также для линейных про-
странств.

Теорема 3.21. Линейное пространство с операцией одно-
значного предела нормируемо тогда и только тогда, когда в
нем существует ограниченная выпуклая окрестность нуля.

J Если операция предела линейного пространства (X, λ)
определяется нормой, то в этом пространстве в качестве ограни-
ченной выпуклой окрестности нуля может служить, например,
множество {x∈X : ‖x‖< 1}, т. е. открытый шар с центром в нуле
и единичным радиусом.

Пусть, обратно, в линейном пространстве с операцией од-
нозначного предела (X, λ) существует ограниченная выпуклая
окрестность нуля v. В силу теоремы 3.14 существует выпуклая
уравновешенная открытая окрестность нуля u⊂ v. Очевидно,
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окрестность нуля u тоже ограничена. Рассмотрим функционал
Минковского µu окрестности нуля u. В силу уравновешенности
u имеет место µu(αx) = |α|µu(x) для любых x∈X и числа α, а
в силу выпуклости u имеет место µu(x+ y) 6µu(x) +µu(y) для
любых x и y из X. Поскольку окрестность нуля u ограничена, в
силу следствия 3.4 система {ru : r > 0} является фундаменталь-
ной системой окрестностей нуля. Так как λ есть операция од-
нозначного предела, то для каждого вектора x 6= 0 существует
такое число r > 0, что x /∈ ru и, значит, µu(x) > r. Следовательно,
функционал µu является нормой наX, т. е. µu = ‖·‖. В силу того,
что окрестность нуля u открыта, для любого числа r > 0 име-
ет место {x∈X : ‖x‖<r}= ru. Отсюда следует, что построенная
норма определяет в X операцию предела λ. Значит, простран-
ство (X, λ) нормируемо. I

Линейное пространство нормируемо тогда и только тогда,
когда оно имеет ограниченную выпуклую окрестность нуля, не
содержащую отличное от {0} векторное подпространство.

Полунормой на векторном пространстве X называется вся-
кий функционал p :X→R+, удовлетворяющий условиям

1) p(αx) = |α|p(x) для любых x∈X и числа α;
2) p(x+ y) 6 p(x) + p(y) для всех x и y из X.

При этом число p(x) называется полунормой вектора x.
В векторном пространстве функционал Минковского погло-

щающего, уравновешенного и выпуклого множества является
полунормой.

Заданная на векторном пространстве X полунорма p опре-
деляет инвариантную относительно сдвигов полуметрику d с
помощью равенства d(x, y) = p(x− y) для всех x и y из X. Сле-
довательно, полунорма p определяет в X операцию предела,
которая, как нетрудно убедиться, является линейной операци-
ей предела. А именно: точка x∈X является пределом последо-
вательности (xn :n∈N) в X, если lim

n
p(xn−x) = 0. Пара (X, p)

называется полунормированным линейным пространством.
Если операция предела линейного пространства (X, Λ) опре-

деляется полунормой p на X, то (X, Λ) называется полунорми-
руемым и является локально выпуклым пространством, причем
Λ(0̇) = {x∈X : p(x) = 0}, а подмножество M ⊂X Λ-ограничено
тогда и только тогда, когда существует такое число r > 0, что
p(x) 6 r для всех x∈M .

Теорема 3.22. Линейное пространство полунормируемо
тогда и только тогда, когда в нем существует ограниченная
выпуклая окрестность нуля. I
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Предложение 3.25. Линейное пространство (X, Λ) полу-
нормируемо тогда и только тогда, когда его фактор-прост-
ранство по векторному подпространству Λ(0̇) нормируемо. I

Предложение 3.26. Если в векторном пространстве X
полунормы p1 и p2 определяют одну и ту же операцию предела
Λ, то эти полунормы эквивалентны, т. е. существуют такие
числа α> 0 и β > 0, что αp1(x) 6 p2(x) 6βp1(x) для всех x∈X.

J Каждое из множеств u1 = {x∈X : p1(x) 6 1} и u2 = {x∈X :
p2(x) 6 1} является ограниченной окрестностью нуля в линей-
ном пространстве (X, Λ). Поэтому существуют такие числа
c1> 0 и c2> 0, что c1u1⊂u2 и c2u2⊂u1. Пусть x∈X\Λ(0̇).
Тогда p1(x) 6= 0 и p2(x) 6= 0. Очевидно, 1

p1(x)x∈u1 и 1
p2(x)x∈u2.

Следовательно, c1
p1(x)x∈u2 и c2

p2(x)x∈u1, т. е. p2

(
c1

p1(x)x
)
6 1 и

p1

(
c2

p2(x)x
)
6 1. Отсюда получаем, что c1p2(x) 6 p1(x) и c2p1(x) 6

6 p2(x). Поэтому αp1(x) 6 p2(x) 6βp1(x), где α= c2 и β= c−1
1 .

Эти неравенства верны также для x∈Λ(0̇), так как в этом слу-
чае p1(x) = p2(x) = 0. I

Если ρ1 и ρ2 — эквивалентные метрики на множестве X
(т. е. αρ1(x, y) 6 ρ2(x, y) 6βρ1(x, y) для всех x, y из X и неко-
торых чисел α> 0, β > 0), то они определяют одну и ту же опе-
рацию предела в X. Однако в векторном пространстве X две
неэквивалентные метрики тоже могут определять одну и ту же
линейную операцию предела, даже если они инвариантны отно-
сительно сдвигов (см. пример в § 16, n◦ 4).

§ 6. Прямая сумма линейных подпространств

Линейное пространство (X, Λ) называется прямой суммой
своих линейных (вещественных линейных) подпространств
(X1, Λ1), (X2, Λ2) и записывается в виде

(X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2),

если отображение (x1, x2) 7→x1 +x2 декартова произведения
X1×X2 на X является изоморфизмом (вещественным изомор-
физмом) прямого произведвния (X1, Λ1)×(X2, Λ2) на (X, Λ).

Если (X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2), то X =X1⊕X2. Однако
обратное утверждение не верно.

Пусть носитель линейного пространства (X, Λ) является ал-
гебраической прямой суммой своих векторных подпространств
X1 и X2, т. е. X =X1⊕X2. Рассмотрим линейные подпростран-
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ства (X1, Λ1) и (X2, Λ2) в (X, Λ), а также их прямое произве-
дение (X ′, Λ′) = (X1, Λ1)×(X2, Λ2). Очевидно, что отображение
h :X ′→X, определенное равенством h(x1, x2) =x1 +x2 для всех
(x1, x2)∈X1×X2 =X ′, секвенциально непрерывно и является
изоморфизмом X ′ на X. Пусть p1 :X→X1 и p2 :X→X2 — про-
ектирующие отображения, аннулирующиеся на X2 и X1 соот-
ветственно, т. е. p1(x) + p2(x) =x, x∈X. Рассмотрим также
проектирующие отображения pr1 :X ′→X1 и pr2 :X ′→X2, т. е.
pr1(x1, x2) =x1 и pr2(x1, x2) =x2 для всех (x1, x2)∈X ′. Ясно,
что pr1 = p1h и pr2 = p2h. Согласно теореме 1.70, отображения
pr1 и pr2 открыты и секвенциально непрерывны. В силу тео-
рем 1.63 и 1.61 из секвенциальной непрерывности отображения
h следует, что обратное отображение h−1 открыто. Поэтому из
равенств p1 = pr1h

−1 и p2 = pr2h
−1 вытекает, что отображения

p1 и p2 открыты. Кроме того, в силу теорем 1.57 и 1.18 для
любой точки x из (X, Λ) и любой ее окрестности u множества
p1(u) и p2(u) являются окрестностями точек p1(x) и p2(x) в
подпространствах (X1, Λ1) и (X2, Λ2) соответственно. Из ука-
занных равенств следует также, что если отображение h−1 се-
квенциально непрерывно, то отображения p1 и p2 секвенциально
непрерывны. Обратно, в силу h−1(x) = (p1(x), p2(x)), x∈X, се-
квенциальная непрерывность обоих отображений p1 и p2 влечет
секвенциальную непрерывность h−1. Заметим, что отображе-
ние (p1 + p2) :X→X, определенное равенством (p1 + p2)(x) =
= p1(x) + p2(x) =x для всех x∈X, будучи тождественным отоб-
ражением, секвенциально непрерывно. Поэтому секвенциальная
непрерывность одного из отображений p1 и p2 влечет секвенци-
альную непрерывность другого. Отсюда следует, что если отоб-
ражение h−1 не является секвенциально непрерывным, то ни
одно из отображений p1 и p2 не является секвенциально непре-
рывным. В случае, когда отображение h−1 секвенциально непре-
рывно, h является изоморфизмом (X ′, Λ′) на (X, Λ) и, следова-
тельно, (X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2).

Пусть τ , τ1 и τ2 — секвенциальные топологии пространств
(X, Λ), (X1, Λ1) и (X2, Λ2) соответсвенно. Из секвенциальной
непрерывности отображения h−1 следует, что если v1 ∈ τ1 и
v2 ∈ τ2, то v1 + v2 ∈ τ . Так как отображения p1 и p2 открыты
и в рассматриваемом случае секвенциально непрерывны, то

τ1 = {p1(v) : v ∈ τ} = {v1⊂X1 : p−1
1 (v1)∈ τ},

τ2 = {p2(v) : v ∈ τ} = {v2⊂X2 : p−1
2 (v2)∈ τ}.
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При этом топология τ индуцирует в X1 и X2 секвенциальные
топологии τ1 и τ2 соответственно. Действительно, для v1 ∈ τ1 и
v2 ∈ τ2 в силу секвенциальной непрерывности отображений p1 и
p2 имеем p−1

1 (v1)∈ τ и p−1
2 (v2)∈ τ , причем

v1 = (v1 +X2)∩X1 = p−1
1 (v1)∩X1,

v2 = (v2 +X1)∩X2 = p−1
2 (v2)∩X2.

Пусть (Ux :x∈X), (U ′
x1

:x1 ∈X1) и (U ′′
x2

:x2 ∈X2) — полные си-
стемы окрестностей в пространствах (X, Λ), (X1, Λ1) и (X2, Λ2)
соответственно. Из секвенциальной непрерывности отображе-
ния h−1 следует, что если u1 ∈U ′

x1
и u2 ∈U ′′

x2
, то u1 +u2 ∈Ux,

где x=x1 +x2. Более того,

U ′
x1

= {p1(u) : u∈Ux} = {u1⊂X1 : p−1
1 (u1)∈Ux},

U ′′
x2

= {p2(u) : u∈Ux} = {u2⊂X2 : p−1
2 (u2)∈Ux},

где x∈X, x1 = p1(x) и x2 = p2(x), т. е. x1 ∈X1, x2 ∈X2 и x=
=x1 +x2.

Предложение 3.27. Пусть в линейном пространстве
(X, Λ) векторные подпространства X1 и X2 такие, что X =
=X1⊕X2. Если Λ(0̇)⊂X1, то подпространство (X2, Λ2)⊂
⊂ (X, Λ) имеет операцию однозначного предела Λ2. В частно-
сти, если X1 замкнуто в (X, Λ), то Λ2 является операцией
однозначного предела. I

Предложение 3.28. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, X1 = Λ(0̇), X2 =X 	X1, (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) и (X2, Λ2)⊂
⊂ (X, Λ). Тогда (X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2), причем Λ2 явля-
ется операцией однозначного предела, а (X2, Λ2) изоморфно
фактор-пространству (Φ, λ̃) пространства (X, Λ) по вектор-
ному подпространству Λ(0̇).

J Так как X =X1⊕X2, то Λ2(0̇) = Λ(0̇)∩X2 =X1∩X2 = {0}.
Поэтому Λ2 является операцией однозначного предела в X2.
Пусть (xn :n∈N) — последовательность в X. Для каждого
n∈N вектор xn единственным образом представляется в виде
xn =x′n +x′′n, где x′n ∈X1 и x′′n ∈X2. Очевидно, последователь-
ность (x′n :n∈N) сходится в подпространстве (X1, Λ1), причем
множество ее пределов совпадает с X1. Поэтому последователь-
ность (xn :n∈N) тогда и только тогда сходится в (X, Λ), когда
последовательность (x′′n :n∈N) сходится в (X2, Λ2). Отсюда сле-
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дует, что (X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2). Учитывая это, непосред-
ственно из определения фактор-пространства (Φ, λ̃) получим,
что (X2, Λ2) и (Φ, λ̃) изоморфны. I

Предложение 3.29. Пусть линейное пространство (X, Λ)
является прямой суммой своих линейных подпространств
(X1, Λ1) и (X2, Λ2). Тогда X1 =X1 + Λ2(0̇) и X2 =X2 + Λ1(0̇).
Кроме того, если последовательность векторов xn ∈X, n∈N,
такая, что существует сходящаяся к нулю последователь-
ность векторов yn ∈xn +X1, n∈N, то последовательность
однозначно определенных векторов x′′n ∈ (xn +X1)∩X2, n∈N,
тоже сходится к нулю.

J Очевидно, что Λ(0̇) = Λ1(0̇) + Λ2(0̇). Поэтому X1 + Λ2(0̇) =
=X1 + Λ(0̇)⊂X+

1 ⊂X1. Пусть x∈ (X1 + Λ2(0̇))+ и x=x′ +x′′,
где x′ ∈X1 и x′′ ∈X2. Рассмотрим некоторую последовательность
x̂= (xn :n∈N) в X1 + Λ2(0̇), сходящуюся к x, т. е. x∈Λ(x̂). Ясно,
что для каждого n∈N вектор xn единственным образом пред-
ставляется в виде xn =x′n +x′′n, где x′n ∈X1 и x′′n ∈Λ2(0̇). По-
ложим x̂′ = (x′n :n∈N) и x̂′′ = (x′′n :n∈N). Из условия (X, Λ) =
= (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2) следует, что x′ ∈Λ1(x̂′) и x′′ ∈Λ2(x̂′′). Од-
нако Λ2(x̂′′) = Λ2(0̇) и, значит, x′′ ∈Λ2(0̇). Поэтому x=x′ +x′′ ∈
∈X1 + Λ2(0̇). Отсюда следует, что (X1 + Λ2(0̇))+⊂X1 + Λ2(0̇)
и, значит, X1 + Λ2(0̇) замкнуто. Очевидно, X1⊂X1 + Λ2(0̇) =
=X1 + Λ2(0̇). Поэтому в силу обратного включения получаем
X1 =X1 + Λ2(0̇). Равенство X2 =X2 + Λ1(0̇) доказывается ана-
логично.

Пусть последовательность векторов xn ∈X, n∈N, такая,
что существует сходящаяся к нулю последовательность векто-
ров yn ∈xn +X1, n∈N. Для каждого n∈N векторы xn и yn
единственным образом представляются в виде xn =x′n +x′′n и
yn = y′n + y′′n, где x′n ∈X1, x′′n ∈X2 и y′n ∈X1, y′′n ∈X2. Посколь-
ку (X, Λ) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2), из сходимости к нулю после-
довательности (yn :n∈N) следует сходимость к нулю каждой
последовательности (y′n :n∈N) и (y′′n :n∈N). Из yn ∈xn +X1 и
X1 =X1 + Λ2(0̇) следует, что y′′n ∈x′′n + Λ2(0̇). Поэтому последо-
вательность (x′′n :n∈N) сходится к нулю. При этом, очевидно,
для каждого n∈N пересечение (xn +X1)∩X2 состоит из един-
ственного вектора x′′n. I



§ 7. Замкнутые векторные подпространства 315

§ 7. Замкнутые векторные подпространства линей-
ного пространства. Kонечномерные линейные

пространства

Теорема 3.23. Пусть X1 и X2 — векторные подпростран-
ства линейного пространства (X, Λ), причем X1 замкнуто, а
X2 имеет конечную размерность m> 1 и базис (e1, e2, . . . , em).
Тогда векторное подпространство X0 =X1 +X2 замкнуто.
Кроме того, если X1∩X2 = {0}, a x̂= (xn :n∈N) —сходящаяся
последовательность в X0, то в представлении

xn = yn +
m∑
k=1

αknek, n∈N, (1)

где yn ∈X1, а αkn—числа, последовательности ŷ= (yn : n∈N)
и α̂k = (αkn :n∈N), k= 1, 2, . . . , m, тоже сходятся, причем
если x∈Λ(x̂) и

x = y +
m∑
k=1

αkek, (2)

где y ∈X1, а αk — числа, то y ∈Λ(ŷ), lim α̂k =αk, k=
= 1, 2, . . . , m, и, значит, подпространство (X0, Λ0)⊂ (X, Λ)
является прямой суммой подпространств (X1, Λ1)⊂ (X0, Λ0)
и (X2, Λ2)⊂ (X0, Λ0), т. е. (X0, Λ0) = (X1, Λ1)⊕ (X2, Λ2).

J Докажем замкнутость X0. Заметим, что X0 можно пред-
ставить в виде X0 =X1 +X ′

2, где X ′
2 — такое векторное подпро-

странство, что X ′
2⊂X2 и X1∩X ′

2 = {0}. Поэтому не будет нару-
шением общности, если предположить X1∩X2 = {0}. Рассмот-
рим в X0 сходящуюся последовательность x̂= (xn :n∈N). Для
каждого n∈N вектор xn представим в виде (1) и докажем
ограниченность последовательности чисел

βn =
m∑
k=1

|αkn|, n∈N. (3)

Предположим противное. Тогда существует такая последова-
тельность натуральных чисел s1<s2< . . ., что βsn 6= 0 для
всех n∈N и последовательность чисел γn =β−1

sn
, n∈N, сходит-

ся к нулю, а для каждого k6m последовательность чисел
tkn = γnαksn , n∈N, сходится к некоторому tk, т. е. lim

n
γn = 0 и

lim
n
tkn = tk, k= 1, 2, . . . , m. Очевидно,
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m∑
k=1

|tk| = 1. (4)

Обозначим z=
m∑
k=1

tkek. В силу (4) z 6= 0. Кроме того, последо-

вательность векторов γnxsn , n∈N, сходится к нулю. Из

γnysn = γnxsn −
m∑
k=1

tknek, n∈N,

следует, что последовательность векторов γnysn ∈X1, n∈N, схо-
дится и множество ее пределов есть Λ(0̇)− z. В силу замкнуто-
сти X1 имеет место Λ(0̇)− z⊂X1 и, следовательно, z ∈X1. Од-
нако это противоречит условию X1∩X2 = {0}, так как z ∈X2 и
z 6= 0. Полученное противоречие доказывает ограниченность по-
следовательности чисел (3). Отсюда следует, что в (1) числовое
множество {αkn : k6m, n∈N} ограничено. Но тогда для каж-
дого k6m любая подпоследовательность последовательности
α̂k = (αkn :n∈N) обладает сходящейся подпоследовательностью.
Пусть последовательность натуральных чисел i1<i2< . . . та-
кая, что для каждого k6m последовательность чисел αkin ,
n∈N, сходится к некоторому α′k. Из

yin = xin −
m∑
k=1

αkinek, n∈N,

следует, что последовательность векторов yin ∈X1, n∈N, схо-
дится и множество ее пределов есть

Λ(x̂)−
m∑
k=1

α′kek ⊂ X1, (5)

где учтена замкнутостьX1. Поэтому Λ(x̂)⊂X1 +X2 =X0 и, зна-
чит, X0 замкнуто. Кроме того, из (5) следует, что если вектор
x∈Λ(x̂) имеет представление (2), то

y +
m∑
k=1

(αk − α′k)ek ∈ X1.

Отсюда в силу X1∩X2 = {0} получаем, что α′k =αk для всех
k= 1, 2, . . . , m. Таким образом, для каждого k6m любая схо-
дящаяся подпоследовательность ограниченной числовой после-
довательности α̂k имеет своим пределом одно и то же число αk.
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Поэтому α̂k сходится и lim α̂k =αk. Но тогда из (1) следует, что
последовательность ŷ= (yn :n∈N) сходится и

Λ(x̂) = Λ(ŷ) +
m∑
k=1

αkek. (6)

При этом если вектор x∈Λ(x̂) имеет представление (2), то в
нем y ∈Λ(ŷ). Это вытекает из равенств (6) и X1∩X2 = {0}. I

Следствие 3.5. В линейном пространстве (X, Λ) для ко-
нечномерного векторного подпространства X1 справедливы
равенства X+

1 =X1 =X1 + Λ(0̇), а, следовательно, в линейном
пространстве с операцией однозначного предела конечномерное
векторное подпространство замкнуто. I

Следствие 3.6. Линейное пространство с операцией одно-
значного предела над числовым пространством (K, lim), имею-
щее конечную размерность ν> 1, изоморфно (K, lim)ν . I

Предложение 3.30. Пусть (X, λ) — линейное простран-
ство с операцией однозначного предела. Если линейное подпро-
странство (X1, λ1)⊂ (X, λ) квазиполно, то оно замкнуто в
(X, λ).

J Пусть x∈X — предельная точка для X1, a x̂ — после-
довательность в X1, сходящаяся к x. Докажем, что x∈X1.
Последовательность x̂, будучи сходящейся, фундаментальна и
ограничена в (X, λ). Но тогда, очевидно, последовательность
x̂ фундаментальна и ограничена также в (X1, λ1). В силу ква-
зиполноты (X1, λ1) последовательность x̂ сходится в нем. Од-
нако x является единственным пределом последовательности
x̂ в (X, λ). Поэтому x∈X1, т. е. X1 замкнуто в (X, λ). I

Предложение 3.31. Если в линейном пространстве (X, Λ)
векторное подпространство Λ(0̇) имеет конечномерное алгеб-
раическое дополнение, то пространство (X, Λ) полно. В част-
ности, конечномерное линейное пространство полно.

J Фактор-пространство (Φ, λ̃) пространства (X, Λ) по век-
торному подпространству Λ(0̇) является конечномерным линей-
ным пространством с операцией однозначного предела. В силу
следствия 3.6 фактор-пространство (Φ, λ̃) полно. Поэтому про-
странство (X, Λ) тоже полно. I

Следующее утверждение обобщает предложение 3.31.
Предложение 3.32. Пусть X1 и X2 — такие векторные

подпространства линейного пространства (X, Λ), что X =
=X1⊕X2, причем X1 замкнуто, а X2 конечномерно. Если под-
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пространство (X1, Λ1)⊂ (X, Λ) полно (квазиполно), то (X, Λ)
полно (квазиполно).

J Пусть (e1, e2, . . . , em) для некоторого m∈N — базис в X2.
Рассмотрим произвольную фундаментальную последователь-
ность x̂= (xn :n∈N) в (X, Λ) и ее члены xn представим в виде
(1). Из (1) для любой последовательности натуральных чисел
i1<i2< . . . получаем

xn − xin = yn − yin +
m∑
k=1

(αkn − αkin)ek, n∈N.

Так как последовательность векторов xn−xin , n∈N, сходится
к нулю, то в силу теоремы 3.23 последовательность векторов
yn− yin , n∈N, и для каждого k6m последовательность чи-
сел αkn−αkin , n∈N, тоже сходятся к нулю. Отсюда следует,
что последовательность ŷ= (yn :n∈N) фундаментальна, а для
каждого k6m последовательность чисел αkn, n∈N, сходится.
Поэтому если (X1, Λ1) полно, то ŷ, будучи фундаментальной
последовательностью, сходится. Но тогда из (1) следует, что x̂
тоже сходится и, значит, (X, Λ) полно.

Пусть (X1, Λ1) квазиполно, а рассмотренная выше фунда-
ментальная последовательность x̂ ограничена. Из (1) для любой
сходяшейся к нулю числовой последовательности γ̂= (γn :n∈N)
получаем

γnxn = γnyn +
m∑
k=1

γnαknek, n∈N.

Отсюда в силу теоремы 3.23 следует, что γ̂ŷ сходится к нулю, так
как γ̂x̂ сходится к нулю. А это означает, что последовательность
ŷ ограничена и, будучи фундаментальной, сходится в квазипол-
ном подпространстве (X1, Λ1). Поэтому из (1) получаем, что x̂
тоже сходится и, значит, (X, Λ) квазиполно. I

Известная теорема о конечномерности локально компактно-
го хаусдорфова топологического векторного пространства (см.
[54], с. 24—25) для линейных пространств с операцией преде-
ла принимает следующую формулировку (здесь в доказатель-
стве возникает дополнительная трудность, связанная с тем, что
вполне ограниченное множество может не быть ограниченным).

Теорема 3.24. Если линейное пространство (X, Λ) облада-
ет вполне ограниченной окрестностью нуля, то фактор-про-
странство X/Λ(0̇) конечномерно, причем если и Λ(0̇) конечно-
мерно, то X тоже конечномерно.
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J Пусть v — вполне ограниченная окрестность нуля в
(X, Λ). Согласно теореме 3.17, для окрестности нуля 1

2v су-
ществует такое конечное K ⊂X, что v⊂K + 1

2v. Обозначим
через Y линейную оболочку множества K. Тогда v⊂Y + 1

2v.
Методом индукции докажем, что v⊂Y + 2−nv для всех n∈N.
Пусть v⊂Y + 2−kv для некоторого k∈N. Отсюда получаем
1
2v⊂

1
2Y + 2−k−1v. Поэтому v⊂Y + 1

2Y + 2−k−1v=Y + 2−k−1v.
Следовательно, включение v⊂Y + 2−nv верно для всех n∈N.
ПоложимH =

⋂
n∈N

(Y + 2−nv). Тогда v⊂H. Докажем, чтоH =X.

Действительно, в противном случае существует x∈X\H. Яс-
но, что x /∈Y + 2−mv при некотором m∈N. Отсюда вытекает,
что 2−nx /∈Y + 2−m−nv. Значит, 2−nx /∈ v при всех n∈N. Од-
нако последовательность векторов 2−nx, n∈N, сходится к ну-
лю и, следовательно, почти вся лежит в v. Полученное про-
тиворечие доказывает справедливость равенства H =X. Сле-
довательно, Y + v=X. Теперь докажем, что Y + Λ(0̇) =X. С
этой целью предположим противное и рассмотрим некоторое
x0 ∈X\(Y + Λ(0̇)). Обозначим через Z линейную оболочку мно-
жества x0 +Y и положим w= v∩Z. Ясно, что Z =Y +w, а w
является вполне ограниченной окрестностью нуля в конечно-
мерном линейном подпространстве (Z, Λ′)⊂ (X, Λ). Имеем, что
x0 /∈Λ′(0̇) =Z∩Λ(0̇) =Y ∩Λ(0̇). Кроме того, как нетрудно убе-
диться, в конечномерном линейном пространстве вполне огра-
ниченность множества эквивалентна его ограниченности. По-
этому существует такое r > 0, что для любого x∈w в представ-
лении x=βx0 + y, где y ∈Y , число β удовлетворяет неравенству
|β|<r. Отсюда вытекает, что и для любого z ∈Y +w в представ-
лении z= γx0 + y′, где y′ ∈Y , выполняется неравенство |γ|<r.
Однако это противоречит равенству Z =Y +w. Следовательно,
Y + Λ(0̇) =X. I

На основании доказательства теоремы 3.24 сформулируем
следующее предложение, усиливающее теорему 3.24 и аналогич-
ную теорему для топологического векторного пространства.

Предложение 3.33. Если линейное пространство (X, Λ)
обладает такой окрестностью нуля v, что v⊂Y +αv для неко-
торых конечномерного векторного подпространства Y ⊂X и
числа α с |α|< 1, а при любом x∈X для вещественно линей-
ной оболочки Z множества x+Y пересечение v∩Z ограни-
чено, то X =Y + Λ(0̇) (т. е. X =Y + {0}). I
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§ 8. Полная решетка линейных операций предела
последовательности

Рассмотрим частично упорядоченное множество L∗(X) всех
линейных операций предела в векторном пространстве X и мно-
жество L∗1(X) всех линейных операций однозначного предела в
X (см. § 7 главы I). Ясно, что L∗1(X)⊂L∗(X)⊂L∗(X)⊂L0(X)⊂
⊂L(X), где L(X) — множество всех операций предела в X,
L0(X) — множество топологических операций предела в X, а
L∗(X) — множество равномерных операций предела в X.

Теорема 3.25. Для частично упорядоченных множеств
L∗(X) и L∗1(X) справедливы следующие утверждения.

а) Множество L∗(X) является полной решеткой, наиболь-
ший элемент которой совпадает с наибольшим элементом
полной решетки L(X), а наименьший элемент λ∗ есть опера-
ция однозначного прдела в X, по которой последовательность
x̂= (xn :n∈N)∈XN сходится к нулю тогда и только тогда,
когда все ее члены xn являются линейными комбинациями не-
которой конечной системы векторов e1, e2, . . . , em из X, а в
представлениях

xn =
m∑
k=1

αknek, n∈N, (1)

последовательность чисел

rn =
m∑
k=1

|αkn|, n∈N, (2)

сходится к нулю (векторы e1, e2, . . . , em и их число m могут
быть различными для различных x̂). Кроме того, точная ниж-
няя граница Λ1 в L(X) системы E= {Λi : i∈ I}⊂L∗(X) при-
надлежит L∗(X) и определяется равенством

Λ1(x̂) =
⋂
i∈I

Λi(x̂), x̂∈XN, (3)

причем для ядра X̂1 линейной операции предела Λ1 имеет ме-
сто равенство

X̂1 =
⋂
i∈I

X̂i,

где X̂i — ядро линейной операции предела Λi. Точная верхняя
граница Λ2 в L∗(X) системы E есть сильнейшая среди линей-
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ных операций предела Λ∈L∗(X), удовлетворяющих включению⋃
i∈I

Λi(x̂) ⊂ Λ(x̂), x̂∈XN,

и определяется равенством

Λ2(x̂) =
⋂

Λ∈H
Λ(x̂), x̂∈XN,

где H — множество всех верхних границ подмножества E
в L∗(X) (H 6= Ø, поскольку в L∗(X) существует наибольший
элемент).

б) В случае конечномерного X множество L∗1(X) состоит
из одного элемента, совпадающего с наименьшим элементом
полной решетки L∗(X). В случае бесконечномерного X мно-
жество L∗1(X) не является полной решеткой. Точная нижняя
граница в L(X) непустого подмножества E⊂L∗1(X) принадле-
жит L∗1(X). Подмножество E верхней границы в L∗1(X) мо-
жет не иметь. Однако если E совершенно упорядочено, то
оно имеет точную верхнюю границу в L∗1(X) и, значит, в
L∗1(X) существуют максимальные элементы, причем они не
являются максимальными в частично упорядоченном множе-
стве L1(X) всех операций однозначного предела в X.

J (а) Пусть x̂∈XN и ŷ ∈XN, а α̂ — сходящаяся числовая по-
следовательность, причем α= lim α̂. Для операции предела Λ1,
определенной равенством (3), имеем

Λ1(x̂) + Λ1(ŷ) =
⋂
i∈I

Λi(x̂) +
⋂
i∈I

Λi(ŷ) ⊂

⊂
⋂
i∈I

(Λi(x̂) + Λi(ŷ)) ⊂
⋂
i∈I

Λi(x̂+ ŷ) = Λ1(x̂+ ŷ),

αΛ1(x̂) =
⋂
i∈I

αΛi(x̂) ⊂
⋂
i∈I

Λi(α̂x̂) = Λ1(α̂x̂).

Поэтому Λ1 ∈L∗(X). Утверждение, относящееся к точной верх-
ней границе системы {Λi : i∈ I}, очевидно. Таким образом,
L∗(X) является полной решеткой.

Докажем утверждение, относящееся к наименьшему элемен-
ту λ∗ полной решетки L∗(X). Пусть X̂0 — ядро линейной опера-
ции предела λ∗. Очевидно, что если все члены последователь-
ности x̂= (xn :n∈N)∈XN представляются в виде (1) и после-
довательность чисел (2) сходится к нулю, то x̂ тоже сходит-
ся к нулю в любом линейном пространстве с носителем X. В
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частности, x̂ сходится к нулю в (X, λ∗) и, значит, x̂∈ X̂0. Легко
проверить, что множество X̂ ′

0 всех последовательностей x̂∈XN,
члены каждой из которых представляются в виде (1) со схо-
дящейся к нулю последовательностью чисел (2), удовлетворяет
условиям теоремы 3.5 и, следовательно, является ядром неко-
торой линейной операции однозначного предела λ1 в X. Из
X̂ ′

0⊂ X̂0 следует что λ1 6λ∗. Однако λ∗ 6λ1, поскольку λ∗ есть
наименьший элемент в L∗(X). Поэтому λ1 =λ∗ и X̂ ′

0 = X̂0.
(б) Утверждение, относящееся к случаю конечномерного X,

вытекает из следствия 3.6. Рассмотрим случай бесконечномер-
ного X. Докажем, что непустое совершенно упорядоченное под-
множество E⊂L∗1(X) имеет точную верхнюю границу в L∗1(X).
В силу теоремы 1.35 E имеет точную верхнюю границу λ′ в
частично упорядоченном множестве L1(X) всех операций од-
нозначного предела в X. Из указанного в доказательстве тео-
ремы 1.35 определения операции предела λ′ следует, что для
любых сходящихся в (X, λ′) последовательностей x̂ и ŷ и любой
сходящейся числовой последовательности α̂ сходятся также
x̂+ ŷ и α̂x̂, причем λ′(x̂) +λ′(ŷ) =λ′(x̂+ ŷ) и αλ′(x̂) =λ′(α̂x̂),
где α= lim α̂. Поэтому λ′ ∈L∗1(X) и, следовательно, λ′ является
точной верхней границей множества E в L∗1(X). Отсюда в си-
лу леммы Цорна следует, что в L∗1(X) существуют максималь-
ные элементы. Заметим, что максимальный элемент λ множе-
ства L∗1(X) не является максимальным в L1(X). Действитель-
но, для произвольного вектора x 6= 0 из X последовательность
(nx :n∈N) не обладает сходящейся подпоследовательностью в
линейном пространстве (X, λ). Поэтому (X, λ) не является се-
квенциально компактным. Отсюда в силу теоремы 1.36 следует,
что λ не является максимальным элементом в L1(X). I

Теорема 3.26. Линейная операция однозначного предела λ
в векторном пространстве X является максимальным эле-
ментом частично упорядоченного множества L∗1(X) тогда и
только тогда, когда в пространстве (X, λ) каждая последо-
вательность либо сходится к нулю, либо обладает конечным
числом таких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что
для некоторых сходящихся числовых последовательностей
α̂1, α̂2, . . . , α̂m последовательность α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m
сходится к ненулевому вектору.

J Пусть λ — максимальный элемент в L∗1(X), а x̂∈XN. Со-
гласно предложению 3.3, либо x̂ обладает конечным числом та-
ких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что для некоторых
сходящихся числовых последовательностей α̂1, α̂2, . . . , α̂m по-
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следовательность α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m сходится к ненуле-
вому вектору, либо x̂ принадлежит ядру такой линейной опера-
ции однозначного предела λ′, что λ6λ′. Во втором случае λ′ =λ
и, значит, x̂ сходится к нулю.

Пусть, обратно, элемент λ∈L∗1(X) такой, что в (X, λ) каж-
дая последовательность обладает указанным в теореме свой-
ством. Рассмотрим некоторый элемент λ1 ∈L∗1(X), удовлетворя-
ющий условию λ6λ1, а также последовательность x̂∈XN, схо-
дящуюся к нулю в (X, λ1). Предположим x̂ не сходится к нулю
в (X, λ). Тогда, по условию, x̂ обладает конечным числом та-
ких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что для некоторых
сходящихся числовых последовательностей α̂1, α̂2, . . . , α̂m по-
следовательность ŷ= α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m сходится к неко-
торому вектору y 6= 0. В силу λ6λ1 последовательность ŷ схо-
дится к y также в (X, λ1). Однако ŷ сходится к нулю в (X, λ1) и,
значит, y= 0. Полученное противоречие доказывает, что x̂ схо-
дится к нулю в (X, λ). Отсюда вытекает, что λ1 =λ. Следова-
тельно, λ является максимальным элементом в L∗1(X). I

Замечание 3.5. Легко проверить, что в случае конеч-
номерного векторного пространства X наименьший элемент
λ∗ ∈L∗1(X) обладает указанным в теореме 3.26 свойством и, сле-
довательно, является максимальным элементом в L∗1(X). Поэто-
му L∗1(X) состоит из единственного элемента λ∗. Отсюда вновь
следует, что в конечномерном векторном пространстве суще-
ствует лишь одна линейная операция однозначного предела, при-
чем она является также единственной вещественно линейной
операцией однозначного предела. В конечномерном векторном
пространстве существует только одна хаусдорфова векторная
топология, хотя в R существует бесконечное множество хаус-
дорфовых топологий, определяющих операцию предела lim.

Теорема 3.27. Если λ — максимальный элемент в L∗1(X),
то линейное пространство (X, λ) квазиполно.

J Пусть x̂ — фундаментальная и ограниченная последова-
тельность в (X, λ). В силу теоремы 3.26 либо x̂ сходится к нулю,
либо x̂ обладает конечным числом таких подпоследовательно-
стей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что для некоторых сходящихся числовых
последовательностей α̂1, α̂2, . . . , α̂m последовательность

ŷ =
m∑
k=1

α̂kx̂k (4)

сходится к некоторому y 6= 0. Предположим, что имеет место
второй случай, причем lim α̂k =αk, k= 1, 2, . . . , m, и α=
=α1 +α2 + . . .+αm. С учетом (4) имеем
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αx̂1 = ŷ +
(
α̇−

m∑
k=1

α̂k

)
x̂1 +

m∑
k=2

α̂k(x̂1 − x̂k). (5)

В силу фундаментальности x̂ последовательность
m∑
k=2

α̂k(x̂1 − x̂k)

сходится к нулю, а в силу ограниченности x̂ последовательность(
α̇−

m∑
k=1

α̂k

)
x̂1

тоже сходится к нулю. Поэтому из (5) получаем, что αx̂1 схо-
дится к y 6= 0. Отсюда следует, что α 6= 0 и x̂1 сходится к α−1y.
Но тогда x̂ тоже сходится к α−1y. Таким образом, в обоих слу-
чаях последовательность x̂ сходится. Следовательно, простран-
ство (X, λ) квазиполно. I

Теорема 3.28.Еслиλ∗ —наименьший элемент в L∗(X), то
а) в линейном пространстве (X, λ∗) предкомпактное мно-

жество ограничено, а линейная оболочка ограниченного мно-
жества конечномерна;

б) пространство (X, λ∗) полно и в нем вещественное век-
торное подпространство замкнуто, а ограниченное множест-
во относительно компактно;

в) в (X, λ∗) поглощающее выпуклое множество является
окрестностью нуля и система всех таких окрестностей нуля
определяет операцию предела λ∗;

г) в (X, λ∗) для всякого поглощающего и радиально уравно-
вешенного множества v множество v+ v+ является окрест-
ностью нуля;

д) (X, λ∗) в случае бесконечномерного X не является про-
странством Фреше−Урысона, а X является в нем множест-
вом первой категории и секвенциально первой категории, при-
чем в случае, когда X имеет счетный базис Гамеля, простран-
ство (X, λ∗) локально выпукло.

J (а) Пусть x̂= (xn :n∈N) — фундаментальная последова-
тельность в (X, λ∗). Тогда последовательность (xn+1−xn :
n∈N) сходится к нулю. Отсюда вытекает, что линейная оболоч-
ка множества {xn+1−xn :n∈N} конечномерна. Но тогда линей-
ная оболочка множества {xn :n∈N} тоже конечномерна. Поэто-
му последовательность x̂ ограничена. Следовательно, предком-
пактное множество ограничено.
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Пусть M — ограниченное множество в (X, λ∗). Тогда для
любой последовательности векторов yn ∈M , n∈N, последова-
тельность векторов n−1yn, n∈N, сходится к нулю и, следова-
тельно, линейная оболочка множества {n−1yn :n∈N}, конеч-
номерна. Отсюда следует, что линейная оболочка множества M
тоже конечномерна.

Утверждение б) легко вытекает из а).
(в) Пусть u⊂X — поглощающее выпуклое подмножество.

Рассмотрим в (X, λ∗) сходящуюся к нулю последовательность
(xn :n∈N). При помощи некоторой конечной системы векто-
ров e1, e2, . . . , em каждый вектор xn представляется в виде (1),
где последовательность чисел (2) сходится к нулю. В равен-
стве (1) обозначим βkn = |αkn|r−1

n , tkn =αkn|αkn|−1 при αkn 6= 0
и βkn = 0, tkn = 1 при αkn = 0. Тогда получим

xn =
m∑
k=1

βkntknrnek, n∈N, (6)

причем |tkn|= 1, βkn > 0 и
m∑
k=1

βkn = 1 при xn 6= 0. Так как мно-

жество u поглощающе и выпукло, то существует число ε> 0,
для которого αek ∈u при всех |α|6 ε и k= 1, 2, . . . , m. Поэ-
тому найдется такое n0 ∈N, что tknrnek ∈u для всех n>n0 и
k= 1, 2, . . . , m. Отсюда в силу равенства (6) и выпуклости u
вытекает, что xn ∈u для всех n>n0. Следовательно, u является
окрестностью нуля.

Пусть x̂= (xn :n∈N) — последовательность в X, почти вся
лежащая в каждом поглощающем выпуклом подмножестве про-
странства X. Докажем, что x̂ сходится к нулю в (X, λ∗). Сна-
чала покажем, что линейная оболочка множества {xn :n∈N}
конечномерна. Действительно, в противном случае x̂ обладает
линейно независимой подпоследовательностью (xin :n∈N). Вы-
берем в X базис Гамеля H так, чтобы xin ∈H, n∈N. Обозна-
чим черезG выпуклую оболочку множества {αh :h∈H, |α|6 1

2}.
Очевидно, G поглощающе. Однако xin /∈G для всех n∈N. Это
противоречит условию, что последовательность x̂ почти вся ле-
жит в G. Тем самым конечномерность линейной оболочки Y
множества {xn :n∈N} доказана. Пусть Y имеет размерность
m> 1. Рассмотрим в Y некоторый базис (e1, e2, . . . , em). Выбе-
рем в X базис Гамеля E так, чтобы ek ∈E для k= 1, 2, . . . , m.
Выпуклую оболочку множества {αe : e∈E, |α|6 1} обозначим
через M . Множество M поглощающе. Каждый вектор xn пред-
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ставим в виде (1) и докажем, что последовательность чисел (2)
сходится к нулю. Предположим противное. Тогда существуют
такие число r > 0 и строго возрастающая последовательность
натуральных чисел in, n∈N, что rin > 2r для всех n∈N. От-
сюда вытекает, что xin /∈ rM , n∈N. Это противоречит условию,
что последовательность x̂ почти вся лежит в поглощающем вы-
пуклом множестве rM . Следовательно, в представлениях (1) по-
следовательность чисел (2) сходится к нулю. А это означает,
что последовательность x̂ сходится к нулю в (X, λ∗). Поэтому
система всех поглощающих выпуклых подмножеств векторно-
го пространства X как система окрестностей нуля определяет
операцию предела λ∗.

(г) Пусть подмножество v⊂X поглощающе и радиально
уравновешено. Рассмотрим в (X, λ∗) сходящуюся к нулю по-
следовательность x̂= (xn :n∈N). Линейная оболочка Y множе-
ства {xn :n∈N} конечномерна. Положим w=Y ∩v∩(−v). Оче-
видно, w=w+⊂Y ∩v+. Кроме того, w поглощающе и веществен-
но уравновешено в векторном подпространстве Y ⊂X. Поэтому
Y =

⋃
n∈N

nw. Однако Y является множеством второй категории в

конечномерном линейном подпространстве (Y, λ)⊂ (X, λ∗). От-
сюда вытекает, что (w)◦ 6= Ø, где внутренность взята в (Y, λ).
Так как w∩(w)◦ 6= Ø и w=−w, то множество w+w+ =w+w яв-
ляется окрестностью нуля в (Y, λ). Следовательно, последова-
тельность x̂ почти вся лежит в множестве w+w+⊂ v+ v+. Зна-
чит, v+ v+ является окрестностью нуля в пространстве (X, λ∗).

(д) Пусть векторное пространство X бесконечномерно, а
(xn :n∈N) — линейно независимая последовательность векто-
ров в X. Рассмотрим множество M = {n−1x1 + k−1xn :n∈N,
k∈N}. Очевидно, что для каждого n∈N последовательность
(n−1x1 + k−1xn : k∈N) сходится к n−1x1 в пространстве (X, λ∗),
а (n−1x1 :n∈N) сходится к нулю. Однако никакая последова-
тельность векторов из M не сходится к нулю в (X, λ∗). Следо-
вательно, (X, λ∗) не является пространством Фреше−Урысона.

Выберем в X базис Гамеля H так, чтобы xn ∈H для всех
n∈N. Для каждого i∈N обозначим через Xi линейную обо-
лочку множества H\{xn :n> i}. Очевидно, X =

⋃
i∈N

Xi, причем

векторное подпространство Xi⊂X замкнуто в пространстве
(X, λ∗) иX−

i =X◦
i = Ø. ПоэтомуX является множеством первой

категории и секвенциально первой категории в (X, λ∗).
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Предположим теперь, что X имеет счетный базис Гамеля
(e1, e2, . . .). Рассмотрим некоторую открытую окрестность ну-
ля w в (X, λ∗). Докажем существование такой последователь-
ности чисел rn> 0, n∈N, что для каждого i∈N выпуклая обо-
лочка Mi множества {ren : |r|6 rn, 1 6n6 i} содержится в w.
Применим метод индукции. Существование числа r1> 0, для
которого выпуклое множество M1 = {re1 : |r|6 r1} содержится в
w, очевидно. Пусть для некоторого ν ∈N положительные числа
r1, r2, . . . , rν выбраны так, чтоMν ⊂w. Докажем существование
числа rν+1> 0, для которого Mν+1⊂w. Предположим против-
ное. Тогда для каждого m∈N найдутся такие число αm и век-
тор xm ∈Mν , что |αm|<m−1 и αmeν+1 +xm /∈w. Так как множе-
ство Mν секвенциально компактно, то существует такая
строго возрастающая последовательность натуральных чисел
km, m∈N, что последовательность (xkm :m∈N) сходится к не-
которому x∈Mν . Последовательность векторов αkmeν+1 +xkm ,
m∈N, тоже сходится к x. Однако множество w открыто и x∈w.
Поэтому найдется такое m0 ∈N, что αkmeν+1 +xkm ∈w для всех
m>m0. Полученное противоречие доказывает существование
требуемого числа rν+1, а значит, и последовательности чисел
rn> 0, n∈N. Обозначим через v выпуклую оболочку множе-
ства {ren : |r|<rn, n∈N}. Очевидно, v поглощающе и v⊂w. Но
тогда v является окрестностью нуля. В силу теоремы 3.14 v= v◦

и, значит, v открыто, а (X, λ∗) локально выпукло. I
Теорема 3.29. Пусть X0 — векторное подпространство

векторного пространства X, Φ=X/X0 — фактор-простран-
ство, а  L0 — частично упорядоченное множество всех таких
линейных операций предела Λ в X, что Λ(0̇) =X0. Тогда  L0 со-
держит наименьший элемент, а всякое непустое подмноже-
ство в  L0 имеет точную нижнюю границу. Кроме того, в  L0
совершенно упорядоченное подмножество имеет точную верх-
нюю границу, и, следовательно,  L0 содержит максимальный
элемент. При этом

а) элемент Λ0 ∈  L0 является наименьшим тогда и толь-
ко тогда, когда в фактор-пространстве (Φ, λ0) пространства
(X, Λ0) по векторному подпространству Λ0(0̇) =X0 операция
предела λ0 является наименьшим элементом в L∗(Φ);

б) если Λ0 ∈  L0 — наименьший элемент, то в пространстве
(X, Λ0) последовательность (xn :n∈N) сходится к нулю тог-
да и только тогда, когда для некоторой конечной системы
векторов e1, e2, . . . , em, линейная оболочка которой не содер-
жит ненулевого вектора из X0, векторы xn представляются
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в виде xn = yn +
m∑
k=1

αknek с некоторыми yn ∈X0 и числами

αkn, для которых lim
n

m∑
k=1

|αkn|= 0;

в) элемент Λ∈  L0 является максимальным тогда и толь-
ко тогда, когда в фактор-пространстве (Φ, λ) пространства
(X, Λ) по векторному подпространству Λ(0̇) =X0 операция
предела λ является максимальным элементом в L∗1(Φ);

г) элемент Λ∈  L0 является максимальным тогда и толь-
ко тогда, когда в пространстве (X, Λ) каждая последова-
тельность либо сходится к нулю, либо обладает конечным
числом таких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что
для некоторых сходящихся числовых последовательностей
α̂1, α̂2, . . . , α̂m последовательность α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m
сходится к вектору из X\Λ(0̇);

д) для максимального элемента Λ∈  L0 линейное простран-
ство (X, Λ) квазиполно. I

Предложение 3.34. Всякая ограниченная последователь-
ность x̂ векторов линейного пространства (X, Λ) либо облада-
ет конечным числом таких подпоследовательностей, что неко-
торая их линейная комбинация сходится к вектору из X\Λ(0̇),
либо x̂ принадлежит ядру такой линейной операции предела Λ′

в X, что Λ′(0̇) = Λ(0̇), Λ 6 Λ′ и любое Λ′-ограниченное подмно-
жество в X Λ-ограничено.

J В силу предложения 3.3 либо x̂ обладает конечным числом
таких подпоследовательностей x̂1, x̂2, . . . , x̂m, что для некото-
рых сходящихся числовых последовательностей α̂1, α̂2, . . . , α̂m
последовательность ŷ= α̂1x̂1 + α̂2x̂2 + . . .+ α̂mx̂m сходится к не-
которому y /∈Λ(0̇), либо x̂ принадлежит ядру такой линейной
операции предела Λ′ в X, что Λ′(0̇) = Λ(0̇) и Λ 6 Λ′. В первом
случае обозначим lim α̂k =αk, k= 1, 2, . . . , m. В силу ограни-
ченности x̂ последовательности (α̂k− α̇k)x̂k, k= 1, 2, . . . , m,
сходятся к нулю в (X, Λ). Поэтому из равенства

ŷ =
m∑
k=1

αkx̂k +
m∑
k=1

(α̂k − α̇k)x̂k

получаем, что последовательность α1x̂1 +α2x̂2 + . . .+αmx̂m
сходится к y. Во втором случае обозначим через X̂0 и X̂ ′

0 ядра
линейных операций предела Λ и Λ′ соответственно. Пусть Ŷ —
линейная оболочка множества всех последовательностей α̂x̂ и
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их подпоследовательностей, когда α̂ пробегает все сходящиеся
числовые последовательности. Как показано в доказательстве
предложения 3.3, в качестве X̂ ′

0 можно взять множество всех
таких ξ̂ ∈XN, что для каждого ξ̂′≺ ξ̂ найдется ξ̂′′≺ ξ̂′ из Ŷ + X̂0.
Но тогда в силу Λ-ограниченности x̂ каждая последователь-
ность из X̂ ′

0 тоже Λ-ограничена. Отсюда легко вытекает, что
Λ′-ограниченное подмножество в X Λ-ограничено. I

Теорема 3.30. Пусть (X, Λ′) — линейное пространство,
E — система всех Λ′-ограниченных подмножеств в X, а  L —
частично упорядоченное множество всех таких линейных опе-
раций предела Λ в X, что система всех Λ-ограниченных под-
множеств совпадает с E. Тогда Λ(0̇) = Λ′(0̇) для любого Λ∈  L,
причем  L содержит наименьший элемент, а всякое непустое
подмножество в  L имеет точную нижнюю границу. Кроме
того, в  L совершенно упорядоченное подмножество имеет
точную верхнюю границу, и, следовательно,  L содержит мак-
симальный элемент. При этом

а) элемент Λ0 ∈  L является наименьшим тогда и только
тогда, когда в пространстве (X, Λ0) для каждой сходящейся к
нулю последовательности x̂ существует такая неограничен-
ная числовая последовательность r̂, что r̂x̂ сходится к нулю;

б) элемент Λ∈  L является максимальным тогда и только
тогда, когда в пространстве (X, Λ) каждая ограниченная по-
следовательность либо сходится к нулю, либо обладает конеч-
ным числом таких подпоследовательностей, что некоторая их
линейная комбинация сходится к вектору из X\Λ(0̇);

в) для максимального элемента Λ∈  L линейное простран-
ство (X, Λ) квазиполно.

J Пусть Λ∈  L. Если x∈Λ(0̇), то последовательность x̂=
= (nx :n∈N) сходится к нулю в пространстве (X, Λ) и, зна-
чит, ограничена. Поэтому она ограничена также в пространст-
ве (X, Λ′). Отсюда вытекает, что стационарная последователь-
ность ẋ сходится к нулю в (X, Λ′). Следовательно, x∈Λ′(0̇).
Аналогично доказывается, что если y ∈Λ′(0̇), то y ∈Λ(0̇). Тем
самым равенство Λ(0̇) = Λ′(0̇) доказано.

Линейную операцию предела Λ0 в X определим равенством
Λ0(x̂) =

⋂
{Λ(x̂) : Λ∈  L}, x̂∈XN. Пусть x̂ — ограниченная по-

следовательность в (X, Λ′), а α̂ — сходящаяся к нулю числовая
последовательность. Тогда 0∈Λ(α̂x̂) для каждого Λ∈  L. Поэ-
тому 0∈Λ0(α̂x̂). Отсюда вытекает, что в пространстве (X, Λ0)
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множество M ограничено тогда и только тогда, когда M ∈E.
Следовательно, Λ0 ∈  L. Очевидно, Λ0 является наименьшим эле-
ментом в  L. Аналогично доказывается, что в  L непустое подмно-
жество имеет точную нижнюю границу.

Для каждого Λ∈  L обозначим через X̂0(Λ) ядро линейной
операции предела Λ. Пусть  L′⊂  L — непустое совершенно упоря-
доченное подмножество. Положим Ŷ =

⋃
{X̂0(Λ) : Λ∈  L′}. В си-

лу совершенной упорядоченности  L′ множество Ŷ является век-
торным подпространством в XN и удовлетворяет всем условиям
теоремы 3.5, кроме, быть может, условия 5). Обозначим через
Ŷ0 множество таких x̂∈XN, что для каждого x̂′≺ x̂ найдется
x̂′′≺ x̂′ из Ŷ . Легко проверить, что множество Ŷ0 удовлетво-
ряет условиям 1)—6) теоремы 3.5 и, следовательно, является
ядром некоторой линейной операции предела Λ1 в X. Дока-
жем, что Λ1 ∈  L. Пусть x̂= (xn :n∈N) — ограниченная после-
довательность в пространстве (X, Λ1), а α̂= (αn :n∈N) — схо-
дящаяся к нулю числовая последовательность. Стремящуюся к
бесконечности последовательность r̂= (rn :n∈N) положитель-
ных чисел выберем так, чтобы последовательность r̂α̂ сходи-
лась к нулю. Тогда r̂α̂x̂ сходится к нулю, т. е. r̂α̂x̂∈ Ŷ0. Однако
каждая подпоследовательность последовательности r̂α̂x̂ обла-
дает подпоследовательностью ŷ= (rknαknxkn :n∈N) из Ŷ . Име-
ем, что ŷ ∈ X̂0(Λ) для некоторого Λ∈  L′ и, значит, [ŷ]∈E. Так
как числовая последовательность γ̂=

(
r−1
kn

:n∈N
)

сходится к ну-
лю, то последовательность γ̂ŷ= (αknxkn :n∈N) сходится к нулю
в пространстве (X, Λ′). Таким образом, каждая подпоследова-
тельность последовательности α̂x̂ обладает подпоследователь-
ностью, сходящейся к нулю в (X, Λ′). Но тогда α̂x̂ тоже сходит-
ся к нулю в (X, Λ′). Отсюда получаем, что [x̂]∈E. Следователь-
но, Λ1 ∈  L. Значит, совершенно упорядоченное подмножество  L′
имеет точную верхнюю границу в  L. В силу леммы Цорна в  L
существует максимальный элемент.

(а) Пусть X̂ ′
0⊂XN — подмножество всех последовательно-

стей α̂x̂, когда x̂ пробегает все ограниченные последовательно-
сти в (X, Λ′), а α̂ пробегает все сходящиеся к нулю числовые
последовательности. Множество X̂ ′

0 удовлетворяет всем усло-
виям теоремы 3.5, кроме, быть может, условия 5). Обозначим
через X̂0 множество всех таких ŷ ∈XN, что для каждого ŷ′≺ ŷ
найдется ŷ′′≺ ŷ′ из X̂ ′

0. Множество X̂0 удовлетворяет услови-
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ям 1)—6) теоремы 3.5 и, значит, является ядром некоторой ли-
нейной операции предела Λ0 в X. Очевидно, Λ0 6 Λ для любого
Λ∈  L. Кроме того, Λ0 ∈  L. Поэтому Λ0 является наименьшим
элементом в  L. Из построения Λ0 следует, что в (X, Λ0) каждая
сходящаяся к нулю последовательность x̂= (xn :n∈N) обладает
подпоследовательностью x̂′ = (xkn :n∈N), представимой в виде
x̂′ = α̂ŷ, где α̂= (αn :n∈N) — сходящаяся к нулю последователь-
ность чисел, а ŷ= (yn :n∈N) — ограниченная последователь-
ность векторов. Числовую последовательность r̂= (rn :n∈N)
определим следующим образом: rkn = |αn|−

1
2 при αn 6= 0, rkn =n

при αn = 0, а ri = 1 для всех i∈N\{kn :n∈N}. Последователь-
ность r̂′ = (rkn :n∈N) не ограничена, а (rknαn :n∈N) сходится
к нулю. Поэтому в силу ограниченности ŷ последовательность
r̂′x̂′ сходится к нулю. Но тогда r̂x̂ тоже сходится к нулю.

Пусть, обратно, элемент Λ0 ∈  L такой, что в пространстве
(X, Λ0) каждая сходящаяся к нулю последовательность обла-
дает указанным в утверждении а) свойством. Рассмотрим не-
которые Λ∈  L и сходящуюся к нулю последовательность x̂ в
(X, Λ0). Очевидно, каждая подпоследовательность последова-
тельности x̂ обладает подпоследовательностью ŷ, для которой
существует такая стремящаяся к бесконечности последователь-
ность r̂= (rn :n∈N) положительных чисел, что последователь-
ность r̂ŷ сходится к нулю в (X, Λ0). Так как [r̂ŷ]∈E, а числовая
последовательность γ̂= (r−1

n :n∈N) сходится к нулю, то после-
довательность ŷ= γ̂r̂ŷ сходится к нулю в (X, Λ). Таким образом,
каждая подпоследовательность последовательности x̂ обладает
подпоследовательностью, сходящейся к нулю в (X, Λ). Но тогда
x̂ тоже сходится к нулю в (X, Λ). Отсюда следует, что Λ0 6 Λ.
Значит, Λ0 является наименьшим элементом в  L.

(б) Пусть Λ∈  L — максимальный элемент, а x̂ — ограничен-
ная последовательность в (X, Λ). Согласно предложению 3.34,
либо x̂ обладает конечным числом таких подпоследовательно-
стей, что некоторая их линейная комбинация сходится к вектору
из X\Λ(0̇), либо x̂ принадлежит ядру такой линейной операции
предела Λ1 в X, что Λ1 ∈  L и Λ 6 Λ1. Во втором случае Λ = Λ1,
так как Λ — максимальный элемент в  L. Поэтому в данном слу-
чае x̂ сходится к нулю.

Пусть, обратно, элемент Λ∈  L такой, что в (X, Λ) каждая
ограниченная последовательность обладает указанным в утвер-
ждении б) свойством. Рассмотрим некоторый элемент Λ2 ∈  L,
удовлетворяющий условию Λ6Λ2, и последовательность x̂∈XN,
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сходящуюся к нулю в (X, Λ2). Очевидно, последовательность
x̂ Λ-ограничена. Предположим x̂ не сходится к нулю в (X, Λ).
Тогда x̂ обладает конечным числом таких подпоследовательно-
стей, что некоторая их линейная комбинация ŷ сходится к векто-
ру y /∈Λ(0̇) = Λ2(0̇). В силу Λ 6 Λ2 последовательность ŷ сходит-
ся к y в (X, Λ2) и, значит, y ∈Λ2(0̇). Полученное противоречие
доказывает, что x̂ сходится к нулю в (X, Λ). Отсюда вытекает,
что Λ2 = Λ, т. е. Λ является максимальным элементом в  L.

(в) С учетом б) для максимального элемента Λ∈  L, как и в
теореме 3.27, легко доказывается, что в (X, Λ) фундаменталь-
ная и ограниченная последовательность сходится. I

Замечание 3.6. Пусть X0 — векторное подпространство
векторного пространства X, а  L0 — частично упорядоченное
множество всех таких линейных операций предела Λ в X, что
Λ(0̇) =X0. Тогда из теоремы 3.29 следует, что если Λ′ ∈  L0 —
наименьший или максимальный элемент, то в пространстве
(X, Λ′) каждая ограниченная последовательность либо сходит-
ся к нулю, либо обладает конечным числом таких подпоследо-
вательностей, что некоторая их линейная комбинация сходится
к вектору из X\X0.

Следствие 3.7. Пусть (X, Λ′) — линейное пространство,
E — система всех ограниченных подмножеств в (X, Λ′), а  L
— частично упорядоченное множество всех таких линейных
операций предела Λ в X, что система всех ограниченных под-
множеств пространства (X, Λ) совпадает с E. Тогда

а) если для некоторого Λ∈  L пространство (X, Λ) полу-
метризуемо, то Λ является наименьшим элементом в  L;

б) если Λ∈  L такое, что в пространстве (X, Λ) каждое
ограниченное множество секвенциально квазикомпактно, то
Λ является максимальным элементом в  L;

в) если в фактор-пространстве (Φ, λ′) пространства
(X, Λ′) по векторному подпространству Λ′(0̇) операция предела
λ′ является сильнейшей линейной операцией предела, то мно-
жество  L состоит из единственного элемента Λ′. I

В связи с утверждением в) следствия 3.7 см. примеры в § 16,
n◦ 1, n◦ 17 и n◦ 18.

Теорема 3.31. Пусть X — комплексное векторное про-
странство, а L∗0(X) — множество всех вещественно линейных
операций предела в X. Тогда

а) для Λ0 ∈L∗0(X) отображение Λ :XN→ 2X , определенное
формулой Λ(x̂) = Λ0(x̂)∩(−iΛ0(ix̂)), x̂∈XN, является слабей-
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шей линейной операцией предела в X, удовлетворяющей усло-
вию Λ 6 Λ0;

б) точная нижняя граница Λ1 и точная верхняя граница Λ2

в L∗0(X) непустого подмножества E⊂L∗(X) принадлежат
L∗(X).

J (а) Легко проверяется, что Λ обладает указанными в тео-
реме 1.3 свойствами и, следовательно, является операцией пре-
дела в X. Очевидно, Λ(ix̂) = iΛ(x̂) для всех x̂∈XN. Кроме то-
го, из определения Λ и вещественной линейности операции пре-
дела Λ0 следует, что для любых x̂∈XN и сходящейся после-
довательности r̂ вещественных чисел имеет место равенство
Λ(r̂x̂) = rΛ(x̂), где r= lim r̂. Для любых x̂ и ŷ из XN имеем

Λ(x̂) + Λ(ŷ) = Λ0(x̂)∩(−iΛ0(ix̂)) + Λ0(ŷ)∩(−iΛ0(iŷ)) ⊂
⊂ (Λ0(x̂) + Λ0(ŷ))∩(−iΛ0(ix̂)− iΛ0(iŷ)) ⊂
⊂ Λ0(x̂+ ŷ)∩(−iΛ0(ix̂+ iŷ)) = Λ(x̂+ ŷ).

Пусть α̂ — последовательность комплексных чисел, причем
α= lim α̂. Число α и последовательность α̂ представим в виде
α=β+ iγ и α̂= β̂+ iγ̂, где β ∈R, γ ∈R и β̂ ∈RN, γ̂ ∈RN. Тогда
αΛ(x̂) = (β + iγ)Λ(x̂) ⊂ βΛ(x̂) + iγΛ(x̂) = βΛ(x̂) + γΛ(ix̂) =

= Λ(β̂x̂) + Λ(iγ̂x̂) ⊂ Λ(β̂x̂+ iγ̂x̂) = Λ(α̂x̂), x̂∈XN.

Следовательно, Λ∈L∗(X). Из определения Λ следует, что Λ яв-
ляется слабейшей линейной операцией предела в X, удовлетво-
ряющей условию Λ 6 Λ0.

(б) Принадлежность Λ1 ∈L∗(X) следует из утверждения а)
теоремы 3.25. Докажем, что Λ2 ∈L∗(X). С учетом а) обозначим
через Λ′ линейную операцию предела в X, определенную ра-
венством Λ′(x̂) = Λ2(x̂)∩(−iΛ2(ix̂)), x̂∈XN. По условию, имеет
место включение Λ(x̂)⊂Λ2(x̂) для всех Λ∈E и x̂∈XN. Однако
Λ(x̂) =−iΛ(ix̂)⊂−iΛ2(ix̂). Поэтому Λ(x̂)⊂Λ′(x̂) для всех Λ∈E
и x̂∈XN. Отсюда вытекает, что Λ′ является верхней границей
множества E в L∗0(X) и, значит, Λ2 6 Λ′. Так как Λ′ 6 Λ2, то
Λ2 = Λ′. Следовательно, Λ2 ∈L∗(X). I

Замечание 3.7. Пусть X — векторное пространство, а
Ψ∗(X) — множество всех отображений ψ :XN→ 2X , каждое из
которых определяется равенством ψ(x̂) =

⋃
Λ∈E

Λ(x̂), x̂∈XN, с

некоторым непустым E⊂L∗(X). Отображение ψ может не быть
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операцией предела в принятом здесь смысле. Оно обладает ука-
занными в теореме 1.3 свойствами 1), 2) и удовлетворяет усло-
вию 2) определения 3.1. Отображение ψ ∈Ψ∗(X), обладающее
всеми указанными в теореме 1.3 свойствами, кроме, быть мо-
жет, свойства 3), и удовлетворяющее условиям определения 3.1,
называется линейной операцией псевдопредела в X и является
равномерной операцией псевдопредела в X (см. замечание 2.1).
Примером может служить отображение, соответствующее схо-
димости почти всюду (см. главу I, § 10, n◦ 1). Частично упоря-
доченное множество Ψ∗(X) является полной решеткой, причем
точной нижней и точной верхней границами всякого непустого
подмножества H ⊂Ψ∗(X) являются соответственно элементы
ψ′ и ψ′′ из Ψ∗(X), определенные для всех x̂∈XN равенствами
ψ′(x̂) =

⋂
ψ∈H

ψ(x̂) и ψ′′(x̂) =
⋃
ψ∈H

ψ(x̂).

Предложение 3.35. Пусть (Y, Λ̃) — линейное простран-
ство, f — линейное отображение векторного пространства
X в Y , а Λ — слабейшая операция предела в X, при которой
f секвенциально непрерывно. Тогда Λ является линейной опе-
рацией предела.

J Согласно теореме 1.71, операция предела Λ определяет-
ся равенством Λ(x̂) = f−1(Λ̃(ŷ)), где x̂= (xn :n∈N)∈XN и ŷ=
= (f(xn) :n∈N). Пусть α̂ — сходящаяся числовая последова-
тельность, причем lim α̂=α. Тогда в силу линейности f и Λ̃

αΛ(x̂) = αf−1(Λ̃(ŷ)) ⊂ f−1(αΛ̃(ŷ)) ⊂ f−1(Λ̃(α̂ŷ)) = Λ(α̂x̂).

Пусть x̂′ = (x′n :n∈N) и x̂′′ = (x′′n :n∈N) — последовательности
в X, a ŷ′ = (f(x′n) :n∈N) и ŷ′′ = (f(x′′n) :n∈N). Тогда

Λ(x̂′) + Λ(x̂′′) = f−1(Λ̃(ŷ′)) + f−1(Λ̃(ŷ′′)) = f−1(Λ̃(ŷ′)) + Λ̃(ŷ′′)) ⊂

⊂ f−1(Λ̃(ŷ′ + ŷ′′)) = Λ(x̂′ + x̂′′).
Тем самым линейность операции предела Λ доказана. I

С учетом теоремы 3.25 по аналогии с предложением 1.48 лег-
ко доказывается, что если (X, Λ) — пространство с операцией
предела, а f :X→Y — отображениеX в векторное пространство
Y , то существует сильнейшая линейная операция предела Λ̃ в
Y , при которой f секвенциально непрерывно. Если же (X, Λ)
— линейное пространство, то существует сильнейшая линейная
операция предела Λ̃′ в Y , при которой f секвенциально рав-
номерно непрерывно.
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Предложение 3.36. Пусть (X, Λ) — комплексное линей-
ное пространство, а f — линейное отображение X в комплекс-
ное векторное пространство Y . Тогда сильнейшая веществен-
но линейная операция предела Λ̃ в Y , при которой f секвенци-
ально непрерывно, является линейной операцией предела.

J С учетом утверждения а) теоремы 3.31 обозначим через
Λ̃′ линейную операцию предела в Y , определенную равенст-
вом Λ̃′(ŷ) = Λ̃(ŷ)∩(−iΛ̃(iŷ)), ŷ ∈Y N. Докажем, что отображе-
ние f (Λ, Λ̃′)-секвенциально непрерывно. Пусть x∈Λ(x̂) для
некоторой последовательности x̂= (xn :n∈N) в X. Очевидно,
ix∈Λ(ix̂). Обозначим y= f(x) и yn = f(xn), n∈N. Имеем, что
iy= f(ix) и iyn = f(ixn), n∈N. Рассмотрим последовательность
ŷ= (yn :n∈N) в Y . По условию, y ∈ Λ̃(ŷ) и iy ∈ Λ̃(iŷ). Поэтому
y ∈ Λ̃′(ŷ) и, значит, отображение f (Λ, Λ̃′)-секвенциально непре-
рывно. Отсюда вытекает, что Λ̃ 6 Λ̃′. Так как Λ̃′ 6 Λ̃, то Λ̃ = Λ̃′.
Следовательно, Λ̃ является линейной операцией предела. I

Предложение 3.37. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, имеющее полную систему окрестностей нуля U0 и се-
квенциальную топологию τ ; f — линейное отображение X на
векторное пространство Y ; X0 = f−1(0); Λ̃1 — сильнейшая опе-
рация предела в Y , при которой f секвенциально непрерывно;
Λ̃′

1 — сильнейшая топологическая операция предела в Y , при
которой f секвенциально непрерывно. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения.

а) В (Y, Λ̃1) полная система окрестностей произвольного
вектора y есть система Ũy = {y+ f(u) :u∈U0}. В частно-
сти, полная система окрестностей нуля есть система Ũ0 =
= {f(u) :u∈U0} и, значит, Ũy = {y+ ũ : ũ∈ Ũ0}.

б) Секвенциальная топология пространства (Y, Λ̃1), а зна-
чит, и пространства (Y, Λ̃′

1) есть система τ̃ = {f(v) : v ∈ τ},
причем топология τ̃ инвариантна относительно сдвигов,
т. е. τ̃ = {y+ ṽ : ṽ ∈ τ̃} для любого y ∈Y . Следовательно, f яв-
ляется открытым отображением.

в) Имеют место равенства Λ̃1(0̇) = f(X+
0 ) и Λ̃′

1(0̇) = f(X0),
где X+

0 и X0 — квазизамыкание и замыкание в (X, Λ) ядра
X0 = f−1(0). Следовательно, в случае X+

0 6=X0 пространство
(Y, Λ̃1) не является топологическим.
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J (а) В силу утверждения а) теоремы 1.72 Ũy есть система
всех множеств f(G), где G — произвольная окрестность множе-
ства f−1(y) в (X, Λ). Очевидно, для любого x∈ f−1(y) имеют
место f−1(y) =x+X0 и f(x) = y. Если G — окрестность множе-
ства x+X0, то множество u=G−x является окрестностью ну-
ля, причем f(G) = f(x+u) = f(x) + f(u) = y+ f(u). Обратно, ес-
ли u — окрестность нуля, то множество G=x+u+X0 является
окрестностью множества x+X0, причем f(G) = f(x+u+X0) =
= f(x) + f(u) = y+ f(u). Поэтому Ũy = {y+ f(u) :u∈U0}.

(б) В силу утверждения в) теоремы 1.72 имеем τ̃ = {ṽ⊂Y :
f−1(ṽ)∈ τ}. Однако если v ∈ τ , то f−1(f(v)) = v+X0 ∈ τ и, зна-
чит, f(v)∈ τ̃ . Поэтому τ̃ = {f(v) : v ∈ τ}. Инвариантность топо-
логии τ̃ относительно сдвигов следует из линейности f и инва-
риантности топологии τ относительно сдвигов.

(в) В силу утверждения е) теоремы 1.72 f(X+
0 )⊂ Λ̃1(0̇).

Пусть y ∈ Λ̃1(0̇), x∈ f−1(y) и u∈U0. Множество x+u являет-
ся окрестностью вектора x в (X, Λ), а множество f(x+u) =
= f(x) + f(u) = y+ f(u) является окрестностью вектора y в
(Y, Λ̃1). Поэтому 0∈ f(x+u) и, значит, (x+u)∩X0 6= Ø. Отсюдa
следует, что x∈X+

0 и y= f(x)∈ f(X+
0 ). Но тогда Λ̃1(0̇)⊂ f(X+

0 )
и, значит, Λ̃1(0̇) = f(X+

0 ).
Пусть теперь y ∈ Λ̃′

1(0̇) и x∈ f−1(y), а v — открытая окрест-
ность нуля в (X, Λ). Множество x+ v является открытой окре-
стностью вектора x в (X, Λ), а множество f(x+ v) = y+ f(v)
— открытой окрестностью вектора y в каждом из пространств
(Y, Λ̃1) и (Y, Λ̃′

1). Поэтому 0∈ y+ f(v) = f(x+ v) и, значит,
(x+ v)∩X0 6= Ø. Отсюда вытекает, что x∈X0 и y= f(x)∈ f(X0).
Следовательно, Λ̃′

1(0̇)⊂ f(X0). Пусть, обратно, x∈X0 и y= f(x),
а ṽ — открытая окрестность нуля в (Y, Λ̃′

1). Множество y+ ṽ

является открытой окрестностью вектора y в (Y, Λ̃′
1), а мно-

жество f−1(y+ ṽ) =x+ f−1(ṽ) — открытой окрестностью векто-
ра x в (X, Λ). Поэтому X0∩(x+ f−1(ṽ)) 6= Ø и, значит, 0∈ y+ ṽ.
Отсюда, поскольку Λ̃′

1 является топологической операцией пре-
дела, получаем y ∈ Λ̃′

1(0̇), т. е. f(x)∈ Λ̃′
1(0̇). Следовательно,

f(X0)⊂ Λ̃′
1(0̇) и, значит, Λ̃′

1(0̇) = f(X0). I
Теорема 3.32. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,

имеющее полную систему окрестностей нуля U0 и секвенци-
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альную топологию τ ; f — линейное отображение X на вектор-
ное пространство Y ; X0 = f−1(0); Λ̃ — сильнейшая линейная
операция предела в Y , при которой f секвенциально непрерыв-
но. Тогда справедливы следующие утверждения.

а) Λ̃(0̇) = f(X0), а, значит, Λ̃ тогда и только тогда яв-
ляется операцией однозначного предела, когда X0 =X0. В ли-
нейном пространстве (Y, Λ̃) последовательность ŷ сходится
к y ∈Y тогда и только тогда, когда каждая ее подпосле-
довательность обладает такой подпоследовательностью
η̂= (ηn :n∈N), что существует последовательность векто-
ров ξn ∈ f−1(ηn), n∈N, сходящаяся в (X, Λ) к некоторому
ξ ∈ f−1(y) (или, что эквивалентно, ξ ∈ f−1(y)).

б) Система {f(u) + f(X0) :u∈U0} является фундаменталь-
ной системой окрестностей нуля пространства (Y, Λ̃).

в) Секвенциальная топология пространства (Y, Λ̃) есть
система {f(v) : v ∈ τ} и, значит, Λ̃ совпадает с сильнейшей
топологической операцией предела в Y , при которой f секвен-
циально непрерывно.

г) В случае X0 =X0 полная система окрестностей нуля
пространства (Y, Λ̃) есть система {f(u) :u∈U0} и, значит,
Λ̃ совпадает с сильнейшей операцией предела в Y , при которой
отображение f секвенциально непрерывно.

J (а) Обозначим через Ŷ0 множество всех последовательно-
стей ŷ в Y , любая подпоследовательность каждой из которых
обладает такой подпоследовательностью η̂= (ηn :n∈N), что су-
ществует последовательность векторов ξn ∈ f−1(ηn), n∈N, схо-
дящаяся к нулю в (X, Λ). Заметим, что если y ∈ f(X0), то
f−1(y) =X0, а если y /∈ f(X0), то f−1(y)∩X0 = Ø. Поэтому ẏ ∈ Ŷ0

для y ∈Y тогда и только тогда, когда y ∈ f(X0). Легко прове-
рить, что подмножество Ŷ0⊂Y N удовлетворяет условиям теоре-
мы 3.5 и, следовательно, является ядром некоторой линейной
операции предела Λ̃′ в Y , причем Λ̃′(0̇) = f(X0). Очевидно, в
линейном пространстве (Y, Λ̃′) последовательность ŷ сходится к
y ∈Y тогда и только тогда, когда каждая ее подпоследователь-
ность обладает такой подпоследовательностью η̂= (ηn :n∈N),
что найдется последовательность векторов ξn ∈ f−1(ηn), n∈N,
сходящаяся в (X, Λ) к некоторому ξ ∈ f−1(y). Кроме того, ото-
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бражение f (Λ, Λ̃′)-секвенциально непрерывно. Значит, Λ̃ 6 Λ̃′.
Пусть Λ̃′

1 — сильнейшая топологическая операция предела
в Y , при которой отображение f (Λ, Λ̃′

1)-секвенциально непре-
рывно. В силу предложения 3.37 Λ̃′

1(0̇) = f(X0). Так как Λ̃ яв-
ляется топологической операцией предела, то Λ̃′

1 6 Λ̃ и, следо-
вательно, Λ̃′

1(0̇)⊂ Λ̃(0̇), т. е. f(X0)⊂ Λ̃(0̇).
Пусть для последовательности η̂= (ηn :n∈N)∈Y N существу-

ет последовательность векторов ξn ∈ f−1(ηn), n∈N, сходящаяся
к нулю в (X, Λ). В силу (Λ, Λ̃)-секвенциальной непрерывности
f последовательность векторов f(ξn), n∈N, сходится к нулю в
(Y, Λ̃). Однако ηn ∈ f(ξn) + f(X0)⊂ f(ξn) + Λ̃(0̇) для всех n∈N.
Поэтому в силу утверждения в) теоремы 3.2 η̂ сходится к ну-
лю в (Y, Λ̃). Отсюда и из определения Ŷ0 следует, что каждая
подпоследовательность произвольной последовательности ŷ∈Ŷ0

обладает подпоследовательностью, сходящейся к нулю в (Y, Λ̃).
Но тогда ŷ тоже сходится к нулю в (Y, Λ̃). А это означает, что
ядро Ŷ0 линейной операции предела Λ̃′ содержится в ядре ли-
нейной операции предела Λ̃. Следовательно, Λ̃′ 6 Λ̃. Тем самым
Λ̃′ = Λ̃ и утверждение а) доказано.

(б) Для любых y ∈Y , x∈ f−1(y) и M ⊂X имеют место ра-
венства f−1(y) =x+X0, f−1(y) =x+X0 и f−1(f(M)+f(X0)) =
= f−1(f(M +X0)) =M +X0 +X0 =M +X0. Отсюда с учетом
равенств x+X0 +X0 =x+X0 и M +X0 +X0 =M +X0 следу-
ет, что принадлежность y ∈ f(M) + f(X0) равносильна вклю-
чению f−1(y)⊂M +X0, которое, в свою очередь, равносильно
M∩f−1(y) 6= Ø.

Пусть u — окрестность нуля в (X, Λ). Докажем, что мно-
жество ṽ= f(u) + f(X0) является окрестностью нуля в (Y, Λ̃).
Рассмотрим произвольную последовательность ŷ= (yn :n∈N) в
Y \ṽ. Имеем, что u∩f−1(yn) = Ø для всех n∈N. Поэтому ника-
кая последовательность векторов из множества

⋃
n∈N

f−1(yn) не

сходится к нулю в (X, Λ). Но тогда в силу а) ŷ не сходится к
нулю в (Y, Λ̃). Отсюда следует, что ṽ является окрестностью
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нуля в (Y, Λ̃). При этом, очевидно, ṽ= ṽ+ f(X0).
Пусть, обратно, ũ — окрестность нуля в (Y, Λ̃). Тогда в си-

лу предложения 3.7 и Λ̃(0̇) = f(X0) окрестность ũ содержит
такую окрестность нуля ṽ, что ṽ= ṽ+ f(X0). В силу теоремы
1.57 из (Λ, Λ̃)-секвенциальной непрерывности отображения f
следует, что множество u= f−1(ṽ) является окрестностью ну-
ля в (X, Λ). При этом f(u) = ṽ= f(u) + f(X0). Поэтому систе-
ма {f(u) + f(X0) :u∈U0} является фундаментальной системой
окрестностей нуля пространства (Y, Λ̃).

(в) Из б) следует, что если подмножество M ⊂X являет-
ся окрестностью вектора x в (X, Λ), то f(M) + f(X0) являет-
ся окрестностью вектора y= f(x) в (Y, Λ̃). В силу теоремы 3.12
для любого открытого множества v в (X, Λ) имеет место ра-
венство v+X0 = v+X0. Поэтому f(v) = f(v+X0) = f(v+X0) =
= f(v) + f(X0). Поскольку v является своей окрестностью в
(X, Λ), из f(v) = f(v) + f(X0) следует, что f(v) является своей
окрестностью в (Y, Λ̃). Тем самым, если множество v открыто
в (X, Λ), то f(v) открыто в (Y, Λ̃). В силу теорем 1.61 и 1.63 из
(Λ, Λ̃)-секвенциальной непрерывности f следует, что для любо-
го открытого подмножества ṽ пространства (Y, Λ̃) множество
f−1(ṽ) открыто в (X, Λ). Поэтому система {f(v) : v ∈ τ} являет-
ся секвенциальной топологией пространства (Y, Λ̃).

(г) В силу б) при X0 =X0 система {f(u) :u∈U0} является
полной системой окрестностей нуля пространства (Y, Λ̃). I

Предложение 3.38. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, имеющее полную систему окрестностей нуля U0; f —
линейное отображение X на векторное пространство Y ; Λ̃
— сильнейшая линейная операция предела в Y , при которой f
секвенциально непрерывно. Тогда

а) если (X, Λ) является пространством Фреше−Урысона,
то (Y, Λ̃) тоже является пространством Фреше−Урысона,
причем система {f(u) :u∈U0} является фундаментальной
системой окрестностей нуля пространства (Y, Λ̃);

б) если (X, Λ) имеет конечную фундаментальную систему
окрестностей нуля, то (Y, Λ̃) тоже имеет конечную фунда-
ментальную систему окрестностей нуля;
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в) если (X, Λ) имеет счетную фундаментальную систе-
му окрестностей нуля {vn :n∈N}, то (Y, Λ̃) имеет конечную
или счетную фундаментальную систему окрестностей нуля
{f(vn) :n∈N};

г) если (X, Λ) имеет ограниченную выпуклую окрестность
нуля w, то (Y, Λ̃) имеет ограниченную выпуклую окрестность
нуля f(w);

д) если операция предела Λ определяется инвариантной от-
носительно сдвигов полуметрикой d (полунормой p) на X, а
X0 = f−1(0), то операция предела Λ̃ определяется инвариант-
ной относительно сдвигов полуметрикой d̃ (полунормой p̃)
на Y , заданной равенством

d̃(f(x), f(x′)) = inf {d(x− x′, z) : z ∈X0}, x∈X, x′ ∈X, (7)

(соответственно p̃(f(x)) = inf {p(x− z) : z ∈X0}, x∈X), при-
чем если пространство (X, Λ) полно, то (Y, Λ̃) тоже полно;

е) если пространство (X, Λ) полуметризуемо, то в (Y, Λ̃)
последовательность (yn :n∈N) сходится к y ∈Y тогда и то-
лько тогда, когда последовательность некоторых векторов
xn ∈ f−1(yn), n∈N, сходится в (X, Λ) к некоторому x∈f−1(y).

J (a) Пусть ũ — окрестность нуля в (Y, Λ̃). В силу утвержде-
ния б) теоремы 3.32 существует такая окрестность нуля ṽ⊂ ũ,
что ṽ= f(u) + f(X0), где u — некоторая окрестность нуля в
(X, Λ). Так как (X, Λ) является пространством Фреше−Урысо-
на, то u содержит открытую окрестность нуля v. Однако в силу
утверждения в) теоремы 3.32 f(v) является открытой окрест-
ностью нуля в (Y, Λ̃), причем f(v)⊂ f(u)⊂ ṽ⊂ ũ. Следователь-
но, (Y, Λ̃) является пространством Фреше−Урысона. Кроме то-
го, если V0 — система всех открытых окрестностей нуля про-
странства (X, Λ), то в силу утверждения в) теоремы 3.32 систе-
ма Ṽ0 = {f(v) : v ∈V0} является системой всех открытых окрест-
ностей нуля пространства (Y, Λ̃). Поскольку (Y, Λ̃) есть про-
странство Фреше−Урысона, Ṽ0 является фундаментальной си-
стемой окрестностей нуля пространства (Y, Λ̃). Поэтому систе-
ма {f(u) :u∈U0} является полной системой окрестностей нуля
пространства (Y, Λ̃).
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(б) Если (X, Λ) имеет конечную фундаментальную систе-
му окрестностей нуля, то в силу предложения 3.9 множество
X является единственной окрестностью нуля. Поэтому в (Y, Λ̃)
множество Y является единственной окрестностью нуля.

(в) Если (X, Λ) имеет счетную фундаментальную систему
окрестностей нуля {vn :n∈N}, то в силу предложений 3.11 и
3.12 оно является пространством Фреше−Урысона. Поэтому в
силу а) система {f(vn) :n∈N} является конечной или счетной
фундаментальной системой окрестностей нуля в (Y, Λ̃).

(г) Так как (X, Λ) имеет ограниченную выпуклую окрест-
ность нуля w, то оно является пространством Фреше—Урысона.
В силу секвенциальной непрерывности и линейности f множе-
ство f(w) ограничено и выпукло в (Y, Λ̃), а в силу а) f(w) яв-
ляется также окрестностью нуля пространства (Y, Λ̃).

(д) Проверить, что по формуле (7) определяется инвариант-
ная относительно сдвигов полуметрика d̃ на Y , нетрудно. С уче-
том б) и в) из равенств

f({x∈X : d(x, 0)<n−1}) = {y ∈Y : d̃(y, 0)<n−1}, n∈N,

вытекает, что d̃ определяет в Y операцию предела Λ̃.
Пусть пространство (X, Λ) полно. Рассмотрим в (Y, Λ̃) фун-

даментальную последовательность ŷ= (yn :n∈N). Подпоследо-
вательность (yin :n∈N) выберем так, чтобы d̃(yin , yin+1)< 2−n.
Тогда, действуя по индукции, можно так выбрать последова-
тельность векторов xn ∈ f−1(yin), n∈N, что d(xn, xn+1)< 2−n.
Так как последовательность (xn :n∈N) фундаментальна, то
она сходится к некоторому x∈X. Отсюда в силу секвенци-
альной непрерывности f следует, что последовательность векто-
ров f(xn) = yin , n∈N, сходится к f(x). Поэтому ŷ тоже сходится
к f(x). Следовательно, пространство (Y, Λ̃) полно.

Утверждение е) легко доказывается с учетом д). I

§ 9. Фактор-пространство линейного пространства по
произвольному векторному подпространству

В теореме 3.3 было определено понятие фактор-пространства
линейного пространства (X, Λ) по векторному подпространству
Λ(0̇). Теперь введем понятие фактор-пространства линейного
пространства по произвольному векторному подпространству.
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Определение 3.14. Пусть X0 — векторное (вещественное
векторное) подпространство линейного пространства (X, Λ),
Φ=X/X0, а Λ̃ — сильнейшая линейная (вещественно линей-
ная) операция предела в Φ, при которой фактор-отображение
π :X→Φ секвенциально непрерывно. Тогда линейное простран-
ство (Φ, Λ̃) называется фактор-пространством линейного про-
странства (X, Λ) по векторному (вещественному векторно-
му) подпространству X0.

Отметим, что это определение фактор-пространства согла-
суется с определением, указанным в теореме 3.3 для частного
случая X0 = Λ(0̇).

Замечание 3.8. Пусть X0 — векторное подпространство
комплексного линейного пространства (X, Λ), (Φ, Λ̃) — фактор-
пространство пространства (X, Λ) по X0, a (XR, Λ) и (ΦR, Λ̃)
— вещественные линейные пространства, ассоциированные с
(X, Λ) и (Φ, Λ̃) соответственно. Тогда из предложения 3.36 сле-
дует, что (ΦR, Λ̃) является фактор-пространством пространства
(XR, Λ) по X0.

Очевидно, предложения 3.37, 3.38 и теорема 3.32 справед-
ливы, в частности, для пространств (X, Λ), (Φ, Λ̃) и фактор-
отображения π.

Теорема 3.33. Пусть (Φ, Λ̃) — фактор-пространство ли-
нейного пространства (X, Λ) по векторному подпространст-
ву X0, а Φ0 =X0/X0. Тогда фактор-пространство (Φ/Φ0, λ̃)
пространства (Φ, Λ̃) по векторному подпространству Φ0 изо-
морфно фактор-пространству (X/X0, λ) пространства (X, Λ)
по векторному подпространству X0.

J Обозначим Y =X/X0 и Ψ =Φ/Φ0. В силу утверждения а)
теоремы 3.32 (Y, λ) имеет операцию однозначного предела. Кро-
ме того, в (Φ, Λ̃) имеет место Φ0 = Λ̃(0̇) и, следовтельно, (Ψ, λ̃)
тоже имеет операцию однозначного предела. Каждое y ∈Y есть
подмножество y=x+X0 векторного пространства X, где x∈X,
а каждое ψ ∈Ψ есть подмножество ψ=ϕ+Φ0 фактор-про-
странства Φ=X/X0, где ϕ∈Φ, причем ϕ есть подмножество
ϕ=x+X0 пространства X, где x∈X. Рассмотрим отображение
g :Y →Ψ, сопоставляющее каждому элементу y=x+X0 век-
торного пространства Y элемент ψ=ϕ+Φ0 векторного про-
странства Ψ, где ϕ=x+X0, т. е. y и ϕ как подмножества линей-
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ного пространства (X, Λ) связаны равенством ϕ= y. Отображе-
ние g является изоморфизмом векторного пространства Y на
Ψ. Докажем, что оно является изоморфизмом линейного про-
странства (Y, λ) на (Ψ, λ̃), т. е. отображения g и g−1 секвен-
циально непрерывны. В силу утверждения а) теоремы 3.32 в
(Φ, Λ̃) последовательность (ϕn :n∈N) сходится к элементу ϕ то-
гда и только тогда, когда в (Y, λ) последовательность элементов
yn =ϕn, n∈N, сходится к элементу y=ϕ, где ϕn и ϕ — замы-
кания множеств ϕn и ϕ в (X, Λ). Кроме того, в (Φ, Λ̃) последо-
вательность (ϕn :n∈N), сходится к ϕ тогда и только тогда, ко-
гда в (Ψ, λ̃) последовательность элементов ψn =ϕn +Φ0 = g(yn),
n∈N, сходится к элементу ψ=ϕ+Φ0 = g(y). Тем самым в (Y, λ)
последовательность (yn :n∈N) сходится к y тогда и только то-
гда, когда в (Ψ, λ̃) последовательность элементов ψn = g(yn),
n∈N, сходится к элементу ψ= g(y). А это означает, что g явля-
ется изоморфизмом (Y, λ) на (Ψ, λ̃). I

Предложение 3.39. Пусть X0 — векторное подпростран-
ство линейного пространства (X, Λ), а x̂= (xn :n∈N)∈XN.
Если в (X, Λ) для каждой открытой окрестности нуля v име-
ет место v∩(xn +X0) 6= Ø для всех n∈N, кроме конечного чис-
ла значений, то существует такая последовательность на-
туральных чисел i1< i2< . . ., что последовательность неко-
торых yn ∈xin +X0, n∈N, сходится к нулю. При этом ес-
ли (X, Λ) является прямой суммой своих линейных подпро-
странств (X0, Λ0) и (X1, Λ1), а (xn +X0)∩X1 = {x′n}, n∈N, то
последовательность (x′in :n∈N) тоже сходится к нулю.

J Пусть (Φ, Λ̃) — фактор-пространство линейного простран-
ства (X, Λ) по векторному подпространству X0, а π :X→Φ —
фактор-отображение. Обозначим ϕn =π(xn), n∈N. Имеем, что
π−1(ϕn) =xn +X0, n∈N. Если V ′

0 — полная система открытых
окрестностей нуля пространства (X, Λ), то в силу утверждения
в) теоремы 3.32 система Ṽ ′

0 = {π(v) : v ∈V ′
0} является полной

системой открытых окрестностей нуля фактор-пространства
(Φ, Λ̃). При этом π(v) =π(v) +π(X0) для v ∈V ′

0 . Поэтому для
v ∈V ′

0 принадлежность ϕn ∈π(v) равносильна v∩(xn +X0) 6= Ø.
Отсюда в силу условия предложения следует, что последова-
тельность ϕ̂= (ϕn :n∈N) почти вся лежит в каждом ṽ ∈ Ṽ ′

0 . Так
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как пространство (Φ, Λ̃) топологическое, то ϕ̂ сходится к нулю
в нем. Но тогда в силу утверждения а) теоремы 3.32 найдется
такая последовательность натуральных чисел i1<i2< . . ., что
последовательность некоторых yn ∈π−1(ϕin) =xin +X0, n∈N,
сходится к нулю в (X, Λ). Отсюда в силу предложения 3.29 сле-
дует, что если (X, Λ) = (X0, Λ0)⊕ (X1, Λ1), то последователь-
ность однозначно определенных векторов x′in ∈ (xin +X0)∩X1,
n∈N, сходится к нулю в (X, Λ). I

Теорема 3.34. Пусть X0 и X1 — такие векторные подпро-
странства линейного пространства (X, Λ), что X =X0⊕X1,
а (Φ, Λ̃) — фактор-пространство пространства (X, Λ) по X0.
Пространство (X, Λ) тогда и только тогда является прямой
суммой своих линейных подпространств (X0, Λ0) и (X1, Λ1),
когда сужение на X1 фактор-отображения π :X→Φ является
изоморфизмом (X1, Λ1) на (Φ, Λ̃).

J Пусть отображение f :X1→Φ есть сужение на X1 фактор-
отображения π, а p1 :X→X1 — проектирующее отображение,
аннулирующееся на X0. Ясно, что f является изоморфизмом
X1 на Φ. Поскольку фактор-отображение π секвенциально не-
прерывно, его сужение f секвенциально непрерывно. Очевидно,
π= fp1 и p1 = f−1π. Пусть τ , τ1 и τ̃ — секвенциальные тополо-
гии пространств (X, Λ), (X1, Λ1) и (Φ, Λ̃) соответственно. До-
пустим (X, Λ) = (X0, Λ0)⊕ (X1, Λ1). Тогда отображение p1 се-
квенциально непрерывно. Поэтому если v1∈τ1, то v= p−1

1 (v1)∈τ .
Так как фактор-отображение π открыто, то π(v)∈ τ̃ . Однако
из π= fp1 следует, что f(v1) =π(v) и, значит, f(v1)∈ τ̃ . Тем са-
мым отображение f открыто. Поэтому обратное отображение
f−1 (τ̃ , τ1)-непрерывно и в силу теоремы 1.67 секвенциально
непрерывно. Следовательно, f является изоморфизмом (X1, Λ1)
на (Φ, Λ̃).

Пусть, обратно, f является изоморфизмом (X1, Λ1) на (Φ, Λ̃).
Тогда обратное отображение f−1 секвенциально непрерывно.
Поскольку фактор-отображение π секвенциально непрерывно,
из p1 = f−1π следует, что отображение p1 секвенциально непре-
рывно. Поэтому (X, Λ) = (X0, Λ0)⊕ (X1, Λ1). I

Отметим, что различные линейные пространства с одним и
тем же носителем могут иметь одно и то же фактор-простран-
ство по одному и тому же замкнутому векторному подпростран-
ству (см. пример в § 16, n◦ 8).
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§ 10. Пополнение и квазипополнение линейных
пространств

Определение 3.15. Пополнением (квазипополнением) ли-
нейного пространства (X, Λ) называется всякое такое полное
(квазиполное) линейное пространство (X̃, Λ̃), что

1) (X̃, Λ̃) содержит секвенциально всюду плотное линей-
ное подпространство (X̃0, Λ̃0), изоморфное (X, Λ), причем
Λ̃(0̇)⊂ X̃0;

2) ограничение Λ̃1 операции предела Λ̃ на некотором X̃1 =
= X̃ 	 X̃0 является сильнейшей линейной операцией предела;

3) в (X̃, Λ̃) для каждой сходящейся к нулю последовате-
льности (yn :n∈N) в представлениях yn = y0

n + y′n, n∈N, где
y0
n ∈ X̃0 и y′n ∈ X̃1, последовательность (y′n :n∈N) ограничена.

Линейное пространство, содержащее неограниченную фун-
даментальную последовательность, не допускает пополнения.

Предложение 3.40. Пусть (X̃, Λ̃) — квазипополнение ли-
нейного пространства (X, Λ); (X̃0, Λ̃0) и (X̃1, Λ̃1) — линейные
подпространства в (X̃, Λ̃), удовлетворяющие условиям опре-
деления 3.15; E — базис Гамеля в X̃1 6= {0}; ŷ= (yn :n∈N)∈
∈ X̃N. Тогда справедливы следующие утверждения.

а) В (X̃, Λ̃) последовательность ŷ сходится к нулю тогда
и только тогда, когда

yn = y0
n +

m∑
k=1

αknek, n∈N, (1)

где y0
n ∈ X̃0, ek ∈E, m — независящее от n натуральное чис-

ло (оно может быть различным для различных ŷ), а αkn —
числа, множество которых ограничено, причем если последо-
вательность натуральных чисел i1< i2< . . . такая, что для
каждого k6m последовательность чисел αkin, n∈N, сходится
к некоторому αk, то последовательность векторов y0

in
, n∈N,

сходится к −
m∑
k=1

αkek. Следовательно, если ŷ сходится к ну-

лю, то в (1) любая подпоследовательность последовательно-
сти (y0

n :n∈N) обладает сходяшейся подпоследовательностью.
б) Последовательность ŷ ограничена тогда и только тог-
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да, когда имеет место (1), где множество чисел αkn и после-
довательность (y0

n :n∈N) ограничены.
в) Если последовательность ŷ фундаментальна, то имеет

место (1), где множество чисел αkn ограничено, а любая под-
последовательность последовательности (y0

n :n∈N) обладает
фундаментальной подпоследовательностью.

г) Ограничение Λ̃′ операции предела Λ̃ на произвольном
X̃ ′ = X̃ 	 X̃0 является сильнейшей линейной операцией преде-
ла. При этом если ŷ сходится к нулю, то в yn = ξ0n + ξ′n,
n∈N, где ξ0n ∈ X̃0 и ξ′n ∈ X̃ ′, последовательность (ξ′n :n∈N)
ограничена.

J (а) Пусть ŷ сходится к нулю. Тогда, согласно условию 3)
определения 3.15, в yn = y0

n + y′n, n∈N, где y0
n ∈ X̃0 и y′n ∈ X̃1,

последовательность (y′n :n∈N) ограничена. Следовательно, для
произвольной сходящейся к нулю последовательности чисел
γn 6= 0, n∈N, последовательность (γny′n :n∈N) сходится к ну-
лю. Однако, согласно условию 2) определения 3.15, Λ̃1 является
сильнейшей операцией предела в X̃1. Поэтому в силу утвержде-
ния а) теоремы 3.25

γny
′
n =

m∑
k=1

γnαknek, n∈N,

где ek ∈E, m — независящее от n натуральное число, а чис-
ла αkn такие, что для каждого k6m последовательность чисел
γnαkn, n∈N, сходится к нулю. Отсюда в силу произвольности
сходящейся к нулю последовательности чисел γn 6= 0, n∈N, по-
лучаем ограниченность множества чисел αkn. Тем самым

y′n =
m∑
k=1

αknek, n∈N, (2)

и, следовательно, имеет место (1). Если последовательность на-
туральных чисел i1<i2< . . . такая, что для каждого k6m по-
следовательность чисел αkin , n∈N, сходится к некоторому αk,

то в (1) (y0
in

:n∈N) сходится к −
m∑
k=1

αkek, так как ŷ схо-

дится к нулю. Из ограниченности множества чисел αkn следует,
что для каждого k6m любая подпоследовательность последо-
вательности чисел αkn, n∈N, обладает сходящейся подпосле-
довательностью. Поэтому в (1) любая подпоследовательность



§ 10. Пополнение и квазипополнение линейных пространств 347

последовательности (y0
n :n∈N) обладает сходящейся подпосле-

довательностью.
Пусть, обратно, для ŷ имеет место (1), где множество чи-

сел αkn ограничено, причем если последовательность натураль-
ных чисел i1<i2< . . . такая, что для каждого k6m последо-
вательность чисел αkin , n∈N, сходится к некоторому αk, то

(y0
in

:n∈N) сходится к −
m∑
k=1

αkek. Отсюда в силу ограничен-
ности множества чисел αkn следует, что каждая подпоследова-
тельность последовательности ŷ обладает сходящейся к нулю
подпоследовательностью. Поэтому ŷ сходится к нулю.

(б) Пусть последовательность ŷ ограничена. Тогда для про-
извольной сходящейся к нулю последовательности чисел γn 6= 0,
n∈N, последовательность (γnyn :n∈N) сходится к нулю. Одна-
ко если yn = y0

n + y′n, где y0
n ∈ X̃0 и y′n ∈ X̃1, то γnyn = γny

0
n + γny

′
n.

Отсюда с учетом γny
0
n ∈ X̃0 и γny′n ∈ X̃1 в силу а) получаем

γnyn = γny
0
n +

m∑
k=1

γnαknek, n∈N,

где множество чисел γnαkn ограничено. В силу произвольно-
сти сходящейся к нулю последовательности чисел γn 6= 0, n∈N,
множество чисел αkn тоже ограничено. Из этих представлений
получается (1). Так как в (1) множество чисел αkn и последова-
тельность ŷ ограничены, то последовательность (y0

n :n∈N) тоже
ограничена.

Пусть, обратно, для ŷ имеет место (1), где множество чисел
αkn и последовательность (y0

n :n∈N) ограничены. Тогда, оче-
видно, последовательность ŷ тоже ограничена.

(в) Пусть последовательность ŷ фундаментальна. Обозна-
чим z1 = y1 и zn = yn− yn−1, n> 1. Тогда

yn =
n∑
ν=1

zν , n∈N. (3)

Однако (zν : ν ∈N) сходится к нулю. Поэтому

zν = z0
ν +

m∑
k=1

βkνek, ν ∈N, (4)

где z0
ν ∈ X̃0, ek ∈E, а βkν — некоторые числа. Если обозначить

y0
n =

n∑
ν=1

z0
ν , αkn =

n∑
ν=1

βkν , n∈N, k= 1, 2, . . . , m,
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то из (3) и (4) получим (1). Докажем, что в (1) множество чи-
сел αkn ограничено. Предположим противное. Тогда для некото-
рого k0 6m существует такая последовательность натуральных
чисел i1<i2< . . ., что последовательность чисел |αk0n−αk0in |,
n∈N, стремится к бесконечности. Отсюда в силу

yn − yin = (y0
n − y0

in
) +

m∑
k=1

(αkn − αkin)ek, n∈N,

следует, что последовательность векторов yn− yin , n∈N, не
сходится к нулю. А это противоречит условию фундаменталь-
ности ŷ. Поэтому в (1) множество чисел αkn ограничено. Ра-
венства (1) напишем в виде yn = y0

n + y′n, n∈N, где векторы
y′n ∈ X̃1 определяются равенствами (2). В силу ограниченности
множества чисел αkn из (2) следует, что каждая подпоследова-
тельность последовательности (y′n :n∈N) обладает сходящейся
подпоследовательностью. Но тогда из y0

n = yn− y′n, n∈N, в силу
фундаментальности ŷ следует, что каждая подпоследователь-
ность последовательности (y0

n :n∈N) обладает фундаменталь-
ной подпоследовательностью.

(г) Пусть X̃ ′ = X̃ 	 X̃0, E′ — базис Гамеля в X̃ ′, Λ̃′ — огра-
ничение операции предела Λ̃ на X̃ ′, а ŷ сходится к нулю в (X̃, Λ̃).
В силу а) имеет место (1), где множество чисел αkn ограничено.
Очевидно, в (1) каждое ek представляется в виде

ek = e0k +
s∑

ν=1
βνke

′
ν , k= 1, 2, . . . , m, (5)

где e0k ∈ X̃0, e′ν ∈E′, а βνk — некоторые числа. Если обозначить

ξ0n = y0
n +

m∑
k=1

αkne
0
k, α

′
νn =

m∑
k=1

αknβνk, n∈N, ν= 1, 2, . . . , s,

то из (1) и (5) получим

yn = ξ0n +
s∑

ν=1
α′νne

′
ν , n∈N, (6)

где ξ0n ∈ X̃0, а множество чисел α′νn ограничено. Положим

ξ′n =
s∑

ν=1
α′νne

′
ν , n∈N. (7)
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Тогда (6) принимает вид yn = ξ0n + ξ′n, n∈N, где ξ′n ∈ X̃ ′. При
этом в силу ограниченности множества чисел α′νn последова-
тельность (ξ′n :n∈N) ограничена. В частности, если yn ∈ X̃ ′ для
всех n∈N, то yn = ξ′n, n∈N. Докажем, что в этом частном слу-
чае последовательность чисел

β′n =
s∑

ν=1
|α′νn|, n∈N, (8)

сходится к нулю. Предположим противное. Тогда существует та-
кая последовательность натуральных чисел i1<i2< . . ., что для
каждого ν6 s последовательность чисел α′νin , n∈N, сходится к
некоторому числу α′ν , причем |α′1|+ |α′2|+ . . .+ |α′s| 6= 0. Поэто-
му в (7) последовательность векторов yin = ξ′in , n∈N, сходится
к вектору

ξ′ =
s∑

ν=1
α′νe

′
ν 6= 0.

Отсюда следует, что сходящаяся к нулю последовательность ŷ
сходится также к ξ′. Тем самым 0∈ Λ̃(ŷ) и ξ′ ∈ Λ̃(ŷ). Следова-
тельно, ξ′ ∈ Λ̃(0̇). Однако в силу условия 1) определения 3.15
Λ̃(0̇)⊂ X̃0 и, значит, ξ′ ∈ X̃0. А это противоречит тому, что
ξ′ 6= 0, ξ′ ∈ X̃ ′ и X̃ = X̃0⊕ X̃ ′. Полученное противоречие доказы-
вает сходимость последовательности чисел (8) к нулю. Отсюда
следует, что Λ̃′ является сильнейшей линейной операцией пре-
дела в X̃ ′. I

Теорема 3.35. Пусть линейное пространство (X, Λ) не
квазиполно. Тогда

а) оно допускает квазипополнение;
б) любые два его квазипополнения изоморфны;
в) если в нем каждая фундаментальная последователь-

ность ограничена, то любое квазипополнение этого простран-
ства является его пополнением.

J (а) Пусть Φ=X/Λ(0̇). С учетом теоремы 3.3 рассмотрим
фактор-пространство (Φ, λ) линейного пространства (X, Λ) по
векторному подпространству Λ(0̇). Поскольку (X, Λ) не квази-
полно, (Φ, λ) тоже не квазиполно. Сначала докажем, что (Φ, λ)
допускает квазипополнение.

В множестве всех фундаментальных и ограниченных после-
довательностей элементов пространства (Φ, λ) определим от-
ношение эквивалентности, считая две последовательности экви-
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валентными, если их разность сходится к нулю в (Φ, λ). Мно-
жество Ψ полученных классов эквивалентности наделим струк-
турой векторного пространства следующим образом. Сумма
ψ1 +ψ2 =ψ′ классов ψ1 ∈Ψ и ψ2 ∈Ψ есть класс ψ′ ∈Ψ, содер-
жащий последовательность ϕ̂′ = ϕ̂1 + ϕ̂2, где ϕ̂1 ∈ψ1 и ϕ̂2 ∈ψ2,
а произведение αψ=ψ′′ класса ψ ∈Ψ на число α есть класс
ψ′′ ∈Ψ, содержащий последовательность ϕ̂′′ =αϕ̂, где ϕ̂∈ψ. Ука-
занные операции сложения классов и умножения класса на чис-
ло определены корректно, т. е. не зависят от выбора последо-
вательностей ϕ̂1, ϕ̂2 и ϕ̂. Введением этих операций множество
Ψ превращается в векторное пространство, причем его нулевой
элемент есть класс, содержащий стационарную последователь-
ность, членами которой является нулевой элемент Λ(0̇) про-
странства Φ, а противоположный к ψ ∈Ψ элемент есть класс
−ψ ∈Ψ, содержащий последовательность −ϕ̂, где ϕ̂∈ψ. Обозна-
чим через Ψ0 множество тех классов, каждый из которых содер-
жит стационарную последовательность. Очевидно, Ψ0 является
векторным подпространством пространства Ψ и каждый класс
ψ ∈Ψ0 содержит лишь одну стационарную последовательность.
Пусть Ψ1 = Ψ	Ψ0, а E — базис Гамеля в Ψ1. Рассмотрим под-
множество Ψ̂0⊂ΨN тех последовательностей ψ̂= (ψ1, ψ2, . . .) в
Ψ, для которых

ψn = ξn +
m∑
k=1

αknek, n∈N, (9)

где ξn ∈Ψ0, ek ∈E, m — независящее от n натуральное чис-
ло (оно может быть различным для различных ψ̂), а αkn —
числа, множество которых ограничено, причем если последова-
тельность натуральных чисел i1<i2< . . . такая, что для каж-
дого k6m последовательность чисел αkin , n∈N, сходится к
некоторому αk, а для каждого n∈N элемент ϕn ∈Φ такой, что
ϕ̇n ∈ ξn, то последовательность ϕ̂′ = (ϕin :n∈N) фундаменталь-

на и ограничена в (Φ, λ) и принадлежит классу ξ′ =−
m∑
k=1

αkek.

С учетом предложения 3.15 легко проверить, что Ψ̂0 удовле-
творяет условиям теоремы 3.5 и, следовательно, является ядром
некоторой линейной операции однозначного предела λ̃ в Ψ. До-
кажем, что линейное пространство (Ψ, λ̃) квазиполно. Сначала
докажем сходимость в (Ψ, λ̃) фундаментальной и ограниченной
последовательности ψ̂= (ψn :n∈N) классов ψn ∈Ψ0. Пусть для
каждого n∈N элемент ϕn ∈Φ такой, что ϕ̇n ∈ψn. Положим
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ϕ̂= (ϕn :n∈N). Рассмотрим некоторое ψ̂′≺ ψ̂ и соответствующее
ϕ̂′≺ ϕ̂. В силу фундаментальности ψ̂ последовательность ψ̂− ψ̂′
сходится к нулю в (Ψ, λ̃). Значит, последовательность ϕ̂− ϕ̂′
фундаментальна и ограничена в (Φ, λ) и принадлежит классу,
являющемуся нулевым элементом векторного пространства Ψ.
Поэтому ϕ̂− ϕ̂′ сходится к нулю в (Φ, λ). Следовательно, после-
довательность ϕ̂ фундаментальна в (Φ, λ). Если α̂ — сходяща-
яся к нулю числовая последовательность, то в силу ограничен-
ности ψ̂ последовательность α̂ψ̂ сходится к нулю в (Ψ, λ̃). Это
означает, что последовательность α̂ϕ̂ фундаментальна и огра-
ничена в (Φ, λ) и принадлежит классу, являющемуся нулевым
элементом векторного пространства Ψ. Поэтому α̂ϕ̂ сходится к
нулю в (Φ, λ). Следовательно, последовательность ϕ̂ ограниче-
на в (Φ, λ). Тем самым из фундаментальности и ограниченности
в (Ψ, λ̃) последовательности ψ̂ классов из Ψ0 следует фунда-
ментальность и ограниченность последовательности ϕ̂ в (Φ, λ).
Класс ψ ∈Ψ, содержащий ϕ̂, представим в виде

ψ = ξ +
m∑
k=1

αkek,

где ξ ∈Ψ0, ek ∈E, а αk — некоторые числа. Очевидно, что ес-

ли ϕ∈Φ — элемент, для которого ϕ̇∈ ξ, то ϕ̂− ϕ̇∈ ξ′ =
m∑
k=1

αkek.

Отсюда в силу

ψn − ψ = (ψn − ξ)−
m∑
k=1

αkek, n∈N,

следует, что ψ̂− ψ̇ ∈ Ψ̂0 и, значит, ψ̂ сходится к ψ в (Ψ, λ̃).
Заметим, что если для каждого k6m последовательность

чисел αkn, n∈N, сходится к некоторому αk, то последователь-
ность классов

ξ′n =
m∑
k=1

αknek, n∈N, (10)

где ek ∈E, сходится в (Ψ, λ̃) к ξ′ =
m∑
k=1

αkek.

Рассмотрим теперь в (Ψ, λ̃) произвольную фундаментальную
и ограниченную последовательность ψ̂= (ψn :n∈N). Обозна-
чим η1 =ψ1 и ηn =ψn−ψn−1, n> 1. Тогда
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ψn =
n∑
ν=1

ην , n∈N. (11)

Из фундаментальности ψ̂ следует, что последовательность
η̂= (ηn :n∈N) сходится к нулю в (Ψ, λ̃), т. е. η̂ ∈ Ψ̂0. Поэтому

ην = ξ0ν +
m∑
k=1

βkνek, n∈N, (12)

где ξ0ν ∈Ψ0, ek ∈E, а βkν — некоторые числа. Если обозначить

ξn =
n∑
ν=1

ξ0ν , αkn =
n∑
ν=1

βkν , n∈N, k= 1, 2, . . . , m,

то из (11) и (12) получим (9). Докажем, что в (9) множество чи-
сел αkn ограничено. Предположим противное. Тогда для неко-
торого натурального k0 6m найдется такая последовательность
натуральных чисел i1<i2< . . ., что последовательность чисел
|αk0n−αk0in |, n∈N, стремится к бесконечности. Отсюда в силу

ψn − ψin = (ξn − ξin) +
m∑
k=1

(αkn − αkin)ek, n∈N,

следует, что последовательность классов ψn−ψin , n∈N, не при-
надлежит Ψ̂0 и, значит, не сходится к нулю в (Ψ, λ̃). А это про-
тиворечит условию фундаментальности ψ̂. Поэтому в (9) мно-
жество чисел αkn ограничено. Равенства (9) напишем в виде
ψn = ξn + ξ′n, n∈N, где классы ξ′n ∈Ψ1 определяются равенства-
ми (10). В силу ограниченности множества чисел αkn из (10) сле-
дует, что (ξ′n :n∈N) обладает сходящейся подпоследовательно-
стью в (Ψ, λ̃). Но тогда из ξn =ψn− ξ′n, n∈N, в силу фундамен-
тальности и ограниченности ψ̂ следует, что (ξn :n∈N) облада-
ет фундаментальной и ограниченной подпоследовательностью.
Однако, как уже было доказано, такая подпоследовательность
классов из Ψ0 сходится в (Ψ, λ̃). Учитывая это, из ψn = ξn + ξ′n,
n∈N, получим, что фундаментальная последовательность ψ̂ об-
ладает сходящейся подпоследовательностью в (Ψ, λ̃) и, следова-
тельно, сама сходится в этом пространстве. Тем самым квази-
полнота (Ψ, λ̃) доказана.
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Докажем, что (Ψ, λ̃) является квазипополнением простран-
ства (Φ, λ). Проверим секвенциальную всюду плотность век-
торного подпространства Ψ0⊂Ψ. Пусть ψ ∈Ψ и ϕ̂∈ψ, причем
ϕ̂= (ϕ1, ϕ2, . . .). Для каждого n∈N обозначим через ξn класс,
содержащий стационарную последовательность ϕ̇n. Имеем, что
ξn ∈Ψ0 для всех n∈N. Класс ψ представим в виде

ψ = ξ +
m∑
k=1

αkek,

где ξ ∈Ψ0, ek ∈E, а αk — некоторые числа. Очевидно,

ψ − ξn = (ξ − ξn) +
m∑
k=1

αkek, n∈N. (13)

Пусть элемент ϕ∈Φ такой, что ϕ̇∈ ξ. Тогда ϕ̇− ϕ̇n ∈ ξ− ξn для

всех n∈N и, кроме того, ϕ̇− ϕ̂∈ ξ−ψ=−
m∑
k=1

αkek. Отсюда с

учетом (13) вытекает, что последовательность классов ψ− ξn,
n∈N, принадлежит множеству Ψ̂0 и, значит, сходится к нулю
в (Ψ, λ̃). Следовательно, последовательность классов ξn ∈Ψ0,
n∈N, сходится к ψ в (Ψ, λ̃). А это означает, что Ψ0 секвенци-
ально всюду плотно в (Ψ, λ̃). Каждому ϕ∈Φ сопоставим класс
ψ ∈Ψ0, содержащий стационарную последовательность ϕ̇. То-
гда получим линейное биективное отображение f пространства
(Φ, λ) на подпространство (Ψ0, λ̃0)⊂ (Ψ, λ̃). Непосредственно из
определения λ̃ вытекает, что f и f−1 секвенциально непрерывны
в нуле и, следовательно, секвенциально непрерывны. Это озна-
чает, что (Ψ0, λ̃0) изоморфно (Φ, λ). Очевидно также то, что
ограничение λ̃1 на Ψ1 операции предела λ̃ является сильнейшей
линейной операцией предела. Kроме того, если в (Ψ, λ̃) последо-
вательность ψ̂= (ψ1, ψ2, . . .) сходится к нулю, то в представле-
ниях (9) последовательность классов (10) ограничена. Следова-
тельно, (Ψ, λ̃) является квазипополнением пространства (Φ, λ).

Перейдем теперь к построению квазипополнения простран-
ства (X, Λ). Пусть (X∗, Λ∗)⊂ (X, Λ) — линейное подпростран-
ство с носителем X∗ = Λ(0̇). Ясно, что Λ∗(x̂) =X∗ для любого
x̂∈XN

∗ . Рассмотрим (X̃, Λ̃) = (X∗, Λ∗)×(Ψ, λ̃). Очевидно, (X̃, Λ̃)
квазиполно, а прямое произведение (X̃0, Λ̃0)=(X∗, Λ∗)×(Ψ0, λ̃0)
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является его секвенциально всюду плотным линейным подпро-
странством. Для любого Ψ1 = Ψ	Ψ0 декартово произведение
X̃1 = {0}×Ψ1 является алгебраическим дополнением векторно-
го подпространства X̃0 в X̃, т. е. X̃1 = X̃ 	 X̃0. Очевидно так-
же то, что Λ̃(0̇)⊂ X̃0 (здесь символ 0 обозначает нулевой век-
тор пространства X̃). Легко убедиться, что операция предела
Λ̃1 линейного подпространства (X̃1, Λ̃1)⊂ (X̃, Λ̃) является силь-
нейшей линейной операцией предела в X̃1. При этом если в
(X̃, Λ̃) последовательность векторов yn ∈ X̃, n∈N, сходится к
нулю, то в представлениях yn = y0

n + y′n, n∈N, где y0
n ∈ X̃0 и

y′n ∈ X̃1, последовательность (y′n :n∈N) ограничена. Убедимся в
том, что линейное подпространство (X̃0, Λ̃0)⊂ (X̃, Λ̃) изоморф-
но пространству (X, Λ). Рассмотрим некоторое X1 =X 	X∗. В
силу предложения 3.28 (X, Λ) является прямой суммой линей-
ных подпространств (X∗, Λ∗) и (X1, Λ1)⊂ (X, Λ), т. е. (X, Λ) =
= (X∗, Λ∗)⊕ (X1, Λ1), причем (X1, Λ1) изоморфно фактор-про-
странству (Φ, λ) пространства (X, Λ) по векторному подпро-
странству X∗. Однако подпространство (Ψ0, λ̃0)⊂ (Ψ, λ̃) тоже
изоморфно (Φ, λ). Поэтому (X̃0, Λ̃0) изоморфно (X, Λ). Значит,
(X̃, Λ̃) является квазипополнением пространства (X, Λ).

(б) Докажем, что любые два квазипополнения (X̃, Λ̃) и
(X ′, Λ′) линейного пространства (X, Λ) изоморфны. Пусть
(X̃0, Λ̃0)⊂ (X̃, Λ̃) и (X ′

0, Λ′
0)⊂ (X ′, Λ′) — линейные подпростран-

ства, удовлетворяющие условиям определения 3.15. Эти под-
пространства изоморфны, поскольку каждое из них изоморф-
но (X, Λ). Пусть f0 : X̃0→X ′

0 — изоморфизм подпространства
(X̃0, Λ̃0) на (X ′

0, Λ′
0). Если в (X̃, Λ̃) последовательность ŷ=

= (yn :n∈N) векторов yn ∈ X̃0 сходится, то в (X ′, Λ′) последо-
вательность ẑ= (zn :n∈N) векторов zn ∈X ′

0, где zn = f0(yn), то-
же сходится. Действительно, рассмотрим произвольное ŷ′≺ ŷ
и соответствующее ẑ′≺ ẑ. Разность ŷ− ŷ′ сходится к нулю в
(X̃0, Λ̃0). Поскольку f0 является изоморфизмом, разность ẑ− ẑ′
тоже сходится к нулю в (X ′

0, Λ′
0). Поэтому последовательность ẑ

фундаментальна. Если числовая последовательность α̂ сходится
к нулю, то α̂ŷ сходится к нулю в (X̃0, Λ̃0). Но тогда α̂ẑ сходится
к нулю в (X ′

0, Λ′
0) и, значит, последовательность ẑ ограничена.
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Однако фундаментальная и ограниченная последовательность
ẑ сходится в квазиполном пространстве (X ′, Λ′). Ясно, что
если Λ̃(ŷ)∩X̃0 = Ø, то Λ′(ẑ)∩X ′

0 = Ø, а если Λ̃(ŷ)∩X̃0 6= Ø, то
Λ′(ẑ)∩X ′

0 6= Ø, причем Λ̃(ŷ)⊂ X̃0 и Λ′(ẑ)⊂X ′
0. Вместе со сходя-

щимися последовательностями ŷ и ẑ рассмотрим последователь-
ности ξ̂= (ξn :n∈N) в X̃0 и η̂= (ηn :n∈N) в X ′

0, где ηn = f0(ξn).
Если Λ̃(ŷ) = Λ̃(ξ̂), то Λ′(z) = Λ′(η̂). Действительно, так как ŷ− ξ̂
сходится к нулю в (X̃0, Λ̃0), то ẑ− η̂ сходится к нулю в (X ′

0, Λ′
0).

Поэтому Λ′(ẑ) = Λ′(η̂).
Пусть X̃1 = X̃ 	 X̃0, а E — базис Гамеля в X̃1. Так как X̃0

секвенциально всюду плотно в (X̃, Λ̃), то для каждого e∈E
существует сходящаяся к e последовательность ŷ= (yn :n∈N)
в X̃0. Тогда последовательность ẑ= (zn :n∈N) векторов zn =
= f0(yn) сходится в (X ′, Λ′). Выберем некоторое h∈Λ′(z). Из
e /∈ X̃0 следует, что Λ̃(ŷ)∩X̃0 = Ø и, значит, Λ′(ẑ)∩X ′

0 = Ø. Поэ-
тому h /∈X ′

0. Каждому e∈E сопоставим выбранное h, множе-
ство которых обозначим через H. Пусть X ′

1 — линейная обо-
лочка множества H. Указанное соответствие e 7→h продолжим
по линейности на X̃1. Тогда получим некоторое линейное ото-
бражение f1 : X̃1→X ′

1 векторного подпространства X̃1 на X ′
1.

Очевидно, что если последовательность ξ̂= (ξn :n∈N) векторов
ξn ∈ X̃0 сходится к ξ ∈ X̃1, то последовательность η̂= (ηn :n ∈N)
векторов ηn = f0(ξ)∈X ′

0 сходится к η= f1(ξ)∈X ′
1. Если ξ 6= 0 и,

значит, ξ /∈ X̃0, то Λ̃(ξ̂)∩X̃0 = Ø. Тогда Λ′(η̂)∩X ′
0 = Ø и, значит,

f1(ξ) /∈X ′
0. Отсюда в силу X̃0∩X̃1 = {0} имеем X ′

0∩X ′
1 = {0},

причем для вектора ξ ∈ X̃1 равенство f1(ξ) = 0 имеет место толь-
ко при ξ= 0. Поэтому линейное отображение f1 биективно. До-
кажем, что X ′ =X ′

0⊕X ′
1. Поскольку X ′

0 секвенциально всюду
плотно в (X ′, Λ′), для произвольного z ∈X ′ существует после-
довательность векторов zn ∈X ′

0, n∈N, сходящаяся к z. Тогда
последовательность векторов yn = f−1

0 (zn)∈ X̃0, n∈N, сходится
к некоторому y ∈ X̃. Вектор y представим в виде y= y0 + y′, где
y0 ∈ X̃0 и y′ ∈ X̃1. Обозначим z0 = f0(y0)∈X ′

0 и z′ = f1(y′)∈X ′
1.

Очевидно, последовательность векторов yn− y0 ∈ X̃0, n∈N, схо-
дится к y′. Поэтому последовательность векторов zn− z0 ∈X ′

0,
n∈N, сходится к z′. Следовательно, z0 + z′ является пределом
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последовательности (zn :n∈N) и, значит, z0 + z′− z ∈Λ′(0̇)⊂X ′
0.

Обозначим η= z0 + z′− z и η0 = z0− η. В силу z0 ∈X ′
0 и η ∈X ′

0

имеем η0 ∈X ′
0. Таким образом, z= η0 + z′, где η0 ∈X ′

0 и z′ ∈X ′
1,

причем в силу X ′
0∩X ′

1 = {0} это представление единственно.
Следовательно, X ′ =X ′

0⊕X ′
1 и, значит, X ′

1 =X ′	X ′
0. Однако

операции предела линейных подпространств (X̃1, Λ̃1)⊂ (X̃, Λ̃) и
(X ′

1, Λ′
1)⊂ (X ′, Λ′) являются сильнейшими операциями предела

в X̃1 и X ′
1 соответственно. Отсюда легко заключить, что линей-

ные биективные отображения f1 и f−1
1 секвенциально непрерыв-

ны и, значит, f1 является изоморфизмом (X̃1, Λ̃1) на (X ′
1, Λ′

1).
Произвольное y ∈ X̃ представим в виде y= y0 + y′, где y0 ∈ X̃0

и y′ ∈ X̃1. Отображение f : X̃→X ′ определим по формуле f(y) =
= f0(y0) + f1(y′). Очевидно, f является линейным биективным
отображением X̃ на X ′. Докажем, что f и f−1 секвенциально
непрерывны. Рассмотрим в (X̃, Λ̃) произвольную сходящуюся к
нулю последовательность ŷ= (yn :n∈N) и ее члены представим
в виде yn = y0

n + y′n, n∈N, где y0
n ∈ X̃0 и y′n ∈ X̃1. В силу утвер-

ждения а) предложения 3.40

y′n =
m∑
k=1

αknek, n∈N,

где ek ∈E, m — независящее от n натуральное число, а αkn
— числа, множество которых ограничено. Ясно, что каждая
подпоследовательность последовательности ŷ′ = (y′n :n∈N) об-
ладает сходящейся в (X̃1, Λ̃1) подпоследовательностью. Пусть
последовательность натуральных чисел i1<i2< . . . такая, что
(y′in :n∈N) сходится к некоторому y′ ∈ X̃1. Тогда из yn = y0

n + y′n,
n∈N, следует, что (y0

in
:n∈N) сходится к −y′ в (X̃, Λ̃), так как

ŷ сходится к нулю. В силу доказанных выше свойств отобра-
жений f0 и f1 в f(yn) = f0(y0

n) + f1(y′n), n∈N, последовательно-
сти векторов f0(y0

in
) и f1(y′in), n∈N, сходятся соответственно

к f1(−y′) =−f1(y′) и f1(y′) в (X ′, Λ′). Поэтому (f(yin) :n∈N)
сходится к нулю в (X ′, Λ′). Таким образом, каждая подпосле-
довательность последовательности векторов f(yn), n∈N, обла-
дает сходяшейся к нулю подпоследовательностью. Следователь-
но, указанная последовательность самa сходится к нулю. А это
означает, что линейное биективное отображение f секвенциаль-
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но непрерывно в нуле. Аналогично доказывается секвенциаль-
ная непрерывность в нуле отображения f−1. В силу линейности
f и f−1 они секвенциально непрерывны. Поэтому f является
изоморфизмом (X̃, Λ̃) на (X ′,Λ′).

(в) Пусть в (X, Λ) любая фундаментальная последователь-
ность ограничена, а (X̃, Λ̃) — некоторое квазипополнение про-
странства (X, Λ). Докажем, что в (X̃, Λ̃) любая фундаменталь-
ная последовательность тоже ограничена. Пусть (X̃0, Λ̃0)⊂
⊂ (X̃, Λ̃) — линейное подпространство, удовлетворяющее усло-
виям определения 3.15. Поскольку (X̃0, Λ̃0) изоморфно прост-
ранству (X, Λ), в (X̃0, Λ̃0) любая фундаментальная последова-
тельность ограничена. Рассмотрим в (X̃, Λ̃) произвольную фун-
даментальную последовательность ŷ= (yn :n∈N). В силу утвер-
ждения в) предложения 3.40 в yn = y0

n + y′n, n∈N, где y0
n ∈ X̃0 и

y′n ∈ X̃1 = X̃ 	 X̃0, последовательность (y′n :n∈N) ограничена, а
любая подпоследовательность последовательности (y0

n :n∈N)
обладает фундаментальной подпоследовательностью, которая в
рассматриваемом случае ограничена. Отсюда следует, что по-
следовательность (y0

n :n∈N) тоже ограничена. Поэтому после-
довательность ŷ ограничена. Значит, в квазиполном простран-
стве (X̃, Λ̃) любая фундаментальная последовательность схо-
дится. Следовательно, (X̃, Λ̃) полно и является пополнением
пространства (X, Λ). I

Легко заметить, что если (Y, Λ̃) — квазипополнение ком-
плексного линейного пространства (X, Λ), a (YR, Λ̃) и (XR, Λ) —
вещественные линейные пространства, ассоциированные с (Y, Λ̃)
и (X, Λ) соответственно, то (YR, Λ̃) является квазипополнением
пространства (XR, Λ).

Замечание 3.9. Пусть (X̃, Λ̃) — квазипополнение линей-
ного пространства (X, Λ), (X̃0, Λ̃0)⊂ (X̃, Λ̃) — линейное под-
пространство, удовлетворяющее условиям определения 3.15, а
X̃1 = X̃ 	 X̃0. Тогда если X̃1 бесконечномерно, то в силу теоре-
мы 3.28 (X̃, Λ̃) не является пространством Фреше−Урысона.

Замечание 3.10. Из предложения 3.21 и теоремы 3.35 сле-
дует, что если в линейном пространстве (X, Λ), имеющем пол-
ную систему окрестностей нуля U0, система окрестностей нуля
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{u+u :u∈U0} определяет операцию предела Λ, то любое ква-
зипополнение пространства (X, Λ) является его пополнением.

Пополнение нормируемого линейного пространства может
не быть метризуемым (см. пример в § 16, n◦ 10). Поэтому мет-
ризуемое линейное пространство (X, λ) нельзя отождествить с
линейным пространством с метрикой (X, ρ), где ρ — инвари-
антная относительно сдвигов метрика, определяющая операцию
предела λ, причем их нельзя отождествить даже в случае, когда
метрика ρ определяется нормой.

Если (X, λ) — полное метрическое линейное пространство, а
ρ — неинвариантная относительно сдвигов метрика на X, опре-
деляющая операцию предела λ, то пространство с метрикой
(X, ρ) может не быть полным (см. пример в § 16, n◦ 4). Бо-
лее того, если (X̃, ρ̃) — пополнение неполного пространства с
метрикой (X, ρ), а λ̃ — операция предела пространства (X̃, ρ̃),
то пространство (X̃, λ̃) может не быть линейным.

Пусть (X, Λ) — неполное линейное пространство, а (X, R) —
пространство с секвенциальной равномерностью, ассоциирован-
ное с (X, Λ). Пространство (X, R) допускает пополнение (X̃, R̃),
хотя (X, Λ) может не допускать пополнения. Более того, если
Λ̃ — операция предела пространства (X̃, R̃), то пространство
(X̃, Λ̃) может не быть линейным. Поэтому понятия пополнений
пространств (X, Λ) и (X, R) являются совершенно различными
понятиями и, следовательно, пространство (X, Λ) нельзя отож-
дествить с пространством (X, R).

Пусть (X, λ) — полное линейное пространство с операци-
ей однозначного предела, (X1, λ1)⊂ (X, λ) — неполное линей-
ное подпространство, а X+

1 — квазизамыкание векторного под-
пространства X1 в (X, λ). Очевидно, (X1, λ1) допускает попол-
нение, причем в качестве носителя его пополнения может слу-
жить X+

1 , а в пополнении (X+
1 , λ

′
1) в качестве подпространства,

удовлетворяющего условиям определения 3.15, может служить
(X1, λ1). Пополнение (X+

1 , λ
′
1) может не совпадать с подпро-

странством (X+
1 , λ2)⊂ (X, λ), т. е. λ′1 6=λ2 (см. пример в § 16,

n◦ 9). При этом, очевидно, λ′1<λ2. Кроме того, квазизамыкание
X+

1 может не быть замкнутым в (X, λ) и, значит, подпростран-
ство (X+

1 , λ2) может не быть полным.
Всюду в дальнейшем, говоря о пополнении (квазипополне-

нии) (X̃, Λ̃) линейного пространства (X, Λ)⊂ (X̃, Λ̃), будем
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считать, что (X, Λ) служит для (X̃, Λ̃) в качестве подпростран-
ства, удовлетворяющего условиям определения 3.15.

Предложение 3.41. Пусть (X, Λ) — неполное линейное
пространство, имеющее такую систему окрестностей нуля
V0, определяющую операцию предела Λ, что для каждого
v ∈V0 существует u∈V0, уравновешение w которого удовле-
творяет включению w+w⊂ v, а (X̃, Λ̃) — пополнение прост-
ранства (X, Λ)⊂ (X̃, Λ̃). Тогда в системе V ′

0 = {v+ : v ∈V0}, где
квазизамыкание взято в (X̃, Λ̃), для каждого ṽ ∈V ′

0 сущест-
вует ũ∈V ′

0, уравновешение w̃ которого удовлетворяет вклю-
чению w̃+ w̃⊂ ṽ. При этом V ′

0, рассматриваемая как система
окрестностей нуля в X̃, определяет линейную операцию пре-
дела Λ′, для которой справедливы утверждения

а) (X, Λ)⊂ (X̃, Λ′) и Λ̃ 6 Λ′;
б) Λ′(x̂) = Λ̃(x̂) для любого x̂∈XN и, в частности, Λ′(0̇) =

= Λ̃(0̇) = Λ(0̇);
в) если Λ — операция однозначного предела, то простран-

ства (X̃, Λ′) и (X̃, Λ̃) хаусдорфовы.
J Пусть u — окрестность нуля в (X, Λ). Докажем, что в

(X̃, Λ̃) квазизамыкание u+ поглощающе. Рассмотрим произволь-
ное y ∈ X̃. Так как X секвенциально всюду плотно в (X̃, Λ̃),
то существует последовательность x̂= (x1, x2, . . .) в X, сходя-
щаяся к y, т. е. y ∈ Λ̃(x̂). В силу того, что (X, Λ) является ли-
нейным подпространством для (X̃, Λ̃), существует окрестность
нуля ũ в (X̃, Λ̃), для которой u= ũ∩X. Последовательность x̂,
будучи сходящейся, ограничена в (X̃, Λ̃). Поэтому существует
такое число r > 0, что rxn ∈ ũ для всех n∈N. Однако rxn ∈X и,
значит, rxn ∈u для всех n∈N. Отсюда следует, что ry ∈u+, т. е.
u+ поглощающе.

Очевидно, в (X̃, Λ̃) для любого множества H имеет место
включение ⋃

|α|61

αH+ ⊂ (
⋃

|α|61

αH)+,

т. е. уравновешение квазизамыкания H+ содержится в квазиза-
мыкании уравновешения множества H. Кроме того, H+ +H+⊂
⊂ (H +H)+.



360 Глава III. Линейные пространства с операцией предела

В силу условия, наложенного на систему V0, из доказанных
утверждений следует, что каждое ṽ ∈V ′

0 поглощающе в X̃ и для
нее существует ũ∈V ′

0 , уравновешение w̃ которого удовлетворя-
ет включению w̃+ w̃⊂ ṽ. Поэтому V ′

0 удовлетворяет условиям
предложения 3.5 и, следовательно, является системой окрестно-
стей нуля в X̃, определяющей некоторую линейную операцию
предела Λ′.

(а) Докажем, что (X, Λ)⊂ (X̃, Λ′). Квазизамыкание множе-
ства v ∈V0 в пространстве (X, Λ) обозначим через (v)+0 . Оче-
видно, (v)+0 =X∩v+. Следовательно, система V ′

0 окрестностей
нуля пространства (X̃, Λ′) индуцирует в X систему окрестно-
стей нуля V ′′

0 = {(v)+0 : v ∈V0}. С другой стороны, для каждого
v ∈V0 существует такое u∈V0, что u+u⊂ v. Однако в силу тео-
ремы 3.12 (u)+0 ⊂u+u и, значит, (u)+0 ⊂ v. Поэтому в X системы
окрестностей нуля V0 и V ′′

0 определяют одну и ту же линейную
операцию предела Λ. Отсюда следует, что (X, Λ) является ли-
нейным подпространством для (X̃, Λ′).

Теперь докажем, что Λ̃ 6 Λ′. Для этого достаточно доказать,
что каждое ṽ ∈V ′

0 является окрестностью нуля в (X̃, Λ̃). Пусть
ṽ= v+, где v ∈V0, а множество u∈V0 выбрано так, чтобы u+u⊂
⊂ v. Рассмотрим в (X̃, Λ̃) произвольную сходящуюся к нулю по-
следовательность ŷ= (y1, y2, . . .) и докажем, что она почти вся
лежит в v+. Пусть X̃1 = X̃ 	X, а E — базис Гамеля в X̃1. Члены
последовательности ŷ представим в виде yn =xn +x′n, n∈N, где
xn ∈X и x′n ∈ X̃1. В силу предложения 3.40

x′n =
m∑
k=1

αknek, n∈N, (14)

где ek ∈E, m — независящее от n натуральное число, а αkn
— числа, множество которых ограничено. Если последователь-
ность натуральных чисел i1<i2< . . . такая, что для каждого
k6m последовательность чисел αkin , n∈N, сходится к неко-

торому αk, то (x′in :n∈N) сходится к x′ =
m∑
k=1

αkek в каждом из

(X̃, Λ̃) и (X̃, Λ′), а (xin :n∈N) сходится к −x′ в (X̃, Λ̃). По-
скольку последовательность (x′in −x

′ :n∈N) сходится к нулю в
(X̃, Λ′), найдется такое n′ ∈N, что x′in −x

′ ∈u+ для всех n>n′.
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Из сходимости последовательности (xin :n∈N) в (X̃, Λ̃) следу-
ет, что она фундаментальна в этом пространстве, а значит, и в
(X, Λ). Поэтому найдется такое n′′ ∈N, что xin −xin+ν ∈u для
всех n>n′′ и ν ∈N. Однако для каждого n>n′′ последователь-
ность векторов xin −xin+ν , ν ∈N, сходится к xin +x′ в (X̃, Λ̃).
Поэтому xin +x′ ∈u+ для всех n>n′′. Пусть n0 = max {n′, n′′}.
Тогда yin = (xin +x′) + (x′in −x

′)∈u+ +u+⊂ v+ для всех n>n0,
т. е. последовательность (yin :n∈N) почти вся лежит в v+. Из
(14) в силу ограниченности множества чисел αkn следует, что
любая подпоследовательность последовательности (x′n :n∈N)
обладает подпоследовательностью, сходящейся в каждом из
пространств (X̃, Λ̃) и (X̃, Λ′) к одному и тому же вектору. По-
этому в силу сделанных выше рассуждений каждая подпоследо-
вательность последовательности ŷ обладает подпоследователь-
ностью, которая почти вся лежит в v+. Но тогда ŷ почти вся
лежит в v+. Отсюда следует, что v+ является окрестностью ну-
ля в (X̃, Λ̃). А это влечет Λ̃ 6 Λ′.

(б) Пусть x̂ — последовательность в X, сходящаяся в про-
странстве (X̃, Λ′) к некоторому x∈ X̃, т. е. x∈Λ′(x̂). Выберем
последовательность ŷ в X так, чтобы x∈ Λ̃(ŷ). Тогда x∈Λ′(ŷ) и,
значит, 0∈Λ′(x̂− ŷ). Однако x̂− ŷ ∈XN и (X, Λ)⊂ (X̃, Λ′). По-
этому 0∈Λ(x̂− ŷ). Отсюда в силу Λ̃ 6 Λ′ получаем Λ′(x̂) = Λ̃(x̂)
для любого x̂∈XN.

(в) Если Λ — операция однозначного предела, то из б) сле-
дует, что Λ′ и Λ̃ тоже являются операциями однозначного пре-
дела. Но тогда в силу предложения 3.10 (X̃, Λ′) хаусдорфово.
Поскольку Λ̃ 6 Λ′, пространство (X̃, Λ̃) тоже хаусдорфово. I

В предложении 3.41 пространство (X̃, Λ′) может не быть
полным (см. пример в § 16, n◦ 9).

Теорема 3.36. Пусть (X, Λ) — неполное линейное прост-
ранство, имеющее фундаментальную систему окрестностей
нуля V0 = {vn :n∈N}, а (X̃, Λ̃) — пополнение пространства
(X, Λ)⊂ (X̃, Λ̃). Тогда система V ′

0 = {v+
n :n∈N}, где квазиза-

мыкание взято в (X̃, Λ̃), рассматриваемая как система окре-
стностей нуля в X̃, определяет такую линейную операцию
предела Λ′, что пространство (X̃, Λ′) полно и в нем V ′

0 яв-
ляется фундаментальной системой окрестностей нуля. При



362 Глава III. Линейные пространства с операцией предела

этом для пространств (X̃, Λ′) и (X̃, Λ̃) справедливы все утвер-
ждения предложения 3.41. Кроме того, если в (X, Λ) суще-
ствует ограниченная выпуклая окрестность нуля w, то квази-
замыкание w+ множества w в (X̃, Λ̃) является ограниченной
выпуклой окрестностью нуля пространства (X̃, Λ′).

J В силу пределожения 3.12 можно считать, что фундамен-
тальная система окрестностей нуля V0 = {vn :n∈N} простран-
ства (X, Λ) состоит из уравновешeнных открытых окрестностей
нуля, удовлетворяющих включению vn+1 + vn+1⊂ vn для всех
n∈N. В силу предложения 3.41 система V ′

0 = {v+
n :n∈N}, где

квазизамыкание берется в (X̃, Λ̃), рассматриваемая как система
окрестностей нуля в X̃, определяет некоторую линейную опе-
рацию предела Λ′. С учетом включений vn+1⊂ vn, n∈N, лег-
ко доказывается, что V ′

0 является фундаментальной системой
окрестностей нуля пространства (X̃, Λ′). Ясно, что для (X̃, Λ′)
и (X̃, Λ̃) справедливы все утверждения предложения 3.41. Дока-
жем полноту пространства (X̃, Λ′). Рассмотрим в пространстве
(X̃, Λ′) произвольную фундаментальную последовательность
ŷ= (y(n) :n∈N). В силу Λ̃ 6 Λ′ множество X секвенциально всю-
ду плотно в (X̃, Λ′). Поэтому для каждого n∈N существует по-
следовательность векторов x(n)

i ∈X, i∈N, сходящаяся к y(n) в
(X̃, Λ′). Но тогда для каждого n∈N последовательность векто-
ров x

(n)
i − y(n), i∈N, почти вся лежит в каждой окрестности

нуля из системы V ′
0 . Следовательно, для каждого n∈N суще-

ствует такое in ∈N, что x(n)
in
− y(n) ∈ v+

n . В силу v+
k+1⊂ v

+
k , k∈N,

последовательность x̂= (x(n)
in

:n∈N) фундаментальна в (X̃, Λ′),
так как последовательность ŷ фундаментальна в этом простран-
стве. В силу (X, Λ)⊂ (X̃, Λ′) последовательность x̂ фундамен-
тальна в (X, Λ), а значит, и в (X̃, Λ̃). Поскольку (X̃, Λ̃) полно,
x̂ сходится в нем, а значит, и в (X̃, Λ′). Из 0∈Λ′(x̂− ŷ) следует,
что ŷ тоже сходится в (X̃, Λ′). Значит, (X̃, Λ′) полно.

Пусть в (X, Λ) существует ограниченная выпуклая окрест-
ность нуля w. Рассмотрим квазизамыкание w+ множества w в
(X̃, Λ̃). В силу утверждения б) предложения 3.41 w+ является
также квазизамыканием множества w в (X̃, Λ′). При этом w+
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является окрестностью нуля в (X̃, Λ′). Согласно утверждению
д) теоремы 3.13, w+ выпукло. Поскольку (X̃, Λ′) удовлетворяет
условиям теоремы 3.18, w+ ограничено. Тем самым w+ является
ограниченной выпуклой окрестностью нуля в (X̃, Λ′). I

Теорема 3.37. Пусть (X̃, Λ̃) и (X̃ ′, Λ̃′) — квазипополнения
линейных пространств (X, Λ)⊂ (X̃, Λ̃) и (X ′, Λ′)⊂ (X̃ ′, Λ̃′) со-
ответственно, а f :X→X ′ — секвенциально непрерывное ли-
нейное отображение. Тогда существует секвенциально непре-
рывное линейное отображение f̃ : X̃→ X̃ ′, удовлетворяющее
равенству f̃(x) = f(x) для всех x∈X, причем если Λ′ являет-
ся операцией однозначного предела, то такое отображение f̃
единственно. Кроме того, если f является изоморфизмом
(X, Λ) на (X ′, Λ′), то всякое его секвенциально непрерывное
линейное продолжение f̃ на X̃ является изоморфизмом (X̃, Λ̃)
на (X̃ ′, Λ̃′).

J Пусть X̃1 = X̃ 	X, а E — базис Гамеля в X̃1. Для каждого
e∈E существует последовательность ξ̂= (ξn :n∈N) в X, сходя-
щаяся к e в (X̃, Λ̃). Очевидно, последовательность ξ̂ фундамен-
тальна и ограничена в (X, Λ). Поэтому в силу секвенциальной
непрерывности f последовательность η̂= (f(ξn) :n∈N) фунда-
ментальна и ограничена в (X ′, Λ′). Значит, η̂ сходится в (X̃ ′, Λ̃′).
Обозначим Me = Λ̃′(η̂). Множество Me не зависит от выбора по-
следовательности ξ̂ в X, сходящейся к e. Выберем некоторое
ye ∈Me и определим линейное отображение f̃ : X̃→ X̃ ′ следую-
щим образом: произвольное x∈ X̃ представим в виде

x = ξ +
m∑
k=1

αkek,

где ξ ∈X, ek ∈E, а αk — некоторые числа, и положим

f̃(x) = f(ξ) +
m∑
k=1

αkyek
.

Очевидно, f̃(x) = f(x) для всех x∈X. Докажем, что f̃ секвен-
циально непрерывно. С учетом предложения 3.1 достаточно до-
казать секвенциальную непрерывность f̃ в нуле. Рассмотрим в
(X̃, Λ̃) произвольную сходящуюся к нулю последовательность
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x̂= (xn :n∈N). Обозначим zn = f̃(xn), n∈N, и рассмотрим так-
же последовательность ẑ= (zn :n∈N) в X̃ ′. В силу предложения
3.40 имеем

xn = ξn +
m∑
k=1

αknek, n∈N, (15)

где ξn ∈X, ek ∈E, m — независящее от n натуральное число, а
αkn — числа, множество которых ограничено. Очевидно,

zn = f(ξn) +
m∑
k=1

αknyek
, n∈N. (16)

Если последовательность натуральных чисел i1<i2< . . . та-
кая, что для каждого k6m последовательность чисел αkin ,
n∈N, сходится к некоторому αk, то в (15) последовательность

(ξin :n∈N) сходится в (X̃, Λ̃) к −
m∑
k=1

αkek. Но тогда в (16)

в силу выбора ye, e∈E, и линейности f последовательность

(f(ξin) :n∈N) сходится в (X̃ ′, Λ̃′) к −
m∑
k=1

αkyek
. Следователь-

но, (zin :n∈N) сходится к нулю в (X̃ ′, Λ̃′). Отсюда в силу огра-
ниченности множества чисел αkn следует, что любая подпосле-
довательность последовательности ẑ обладает подпоследователь-
ностью, сходящейся к нулю в (X̃ ′, Λ̃′). Поэтому ẑ сходится к ну-
лю в (X̃ ′, Λ̃′). А это означает, что отображение f̃ секвенциально
непрерывно в нуле.

В случае, когда Λ′, а значит, и Λ̃′ являются операциями одно-
значного предела, при построении отображения f̃ для каждого
e∈E вектор ye определяется однозначно. Более того, построен-
ное отображение f̃ не зависит от выбора X̃1 и E. Следовательно,
в указанном случае требуемое отображение f̃ единственно.

Докажем, что если отображение f является изоморфизмом
(X, Λ) на (X ′, Λ′), то всякое его секвенциально непрерывное ли-
нейное продолжение f̃ на X̃ является изоморфизмом (X̃, Λ̃) на
(X̃ ′, Λ̃′).

Пусть f̃(x) = 0 для некоторого x∈ X̃. Выберем сходящуюся
к x последовательность x̂= (xn :n∈N) в X. В силу секвенциаль-
ной непрерывности f̃ последовательность (f(xn) :n∈N) сходит-
ся к нулю. Так как f является изоморфизмом, то x̂ сходится к
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нулю и, значит, x∈X. Поэтому x= f−1(0) = 0. Отсюда вытекает,
что линейное отображение f̃ взаимно однозначное.

Пусть y ∈ X̃ ′\X ′. Выберем сходящуюся к y последователь-
ность ŷ= (yn :n∈N) в X ′. Положим xn = f−1(yn), n∈N. После-
довательность (xn :n∈N) сходится к некоторому x∈ X̃\X. По-
этому y ∈ f̃(x) + Λ′(0̇). Обозначим η= y− f̃(x) и z= f−1(η). Оче-
видно, что f̃(x+ z) = f̃(x) + f̃(z) = f̃(x) + η= y. Значит, f̃ отоб-
ражает X̃ на X̃ ′. Тем самым отображение f̃ биективное.

Остается доказать, что обратное отображение f̃−1 секвенци-
ально непрерывно. Рассмотрим сходящуюся к нулю последова-
тельность (yn :n∈N) в X̃ ′. Положим xn = f̃−1(yn), n∈N. Нужно
доказать, что последовательность x̂= (xn :n∈N) сходится к ну-
лю. С этой целью рассмотрим некоторые X̃ ′

1 = X̃ ′	X ′ и базис
Гамеля E′ в X̃ ′

1. Векторы yn представим в виде

yn = y′n +
m∑
k=1

αkne
′
k, n∈N,

где y′n ∈X ′, e′k ∈E′, m∈N, а αkn — некоторые числа. В силу
утверждения а) предложения 3.40 число m не зависит от n, а
множество чисел αkn ограничено, причем если последователь-
ность натуральных чисел i1<i2< . . . такая, что для каждого
k6m последовательность чисел αkin , n∈N, сходится к некото-
рому αk, то последовательность векторов y′in , n∈N, сходится к

−
m∑
k=1

αke
′
k. Очевидно,

xin = f−1(y′in) +
m∑
k=1

αkin f̃
−1(e′k), n∈N.

Последовательность векторов
m∑
k=1

αkin f̃
−1(e′k), n∈N, сходится к

m∑
k=1

αkf̃
−1(e′k), а последовательность векторов f−1(y′in), n∈N,

будучи фундаментальной, сходится к некоторому ξ ∈ X̃. Но тог-

да (xin :n∈N) сходится к x= ξ+
m∑
k=1

αkf̃
−1(e′k). Из секвенциаль-

ной непрерывности f̃ следует, что f̃(x)∈Λ′(0̇). Поэтому x∈X



366 Глава III. Линейные пространства с операцией предела

и, значит, f(x)∈Λ′(0̇). Так как f является изоморфизмом, то
x∈Λ(0̇). А это означает, что (xin :n∈N) сходится к нулю. Таким
образом, каждая подпоследовательность последовательности x̂
обладает сходящейся к нулю подпоследовательностью. Но тогда
x̂ сходится к нулю и, следовательно, линейное отображение f̃−1

секвенциально непрерывно. Тем самым f̃ является изоморфиз-
мом (X̃, Λ̃) на (X̃ ′, Λ̃′). I

В связи с теоремой 3.37 отметим, что секвенциально непре-
рывный линейный функционал, определенный на незамкнутом
векторном подпространстве Y линейного пространства с опера-
цией однозначного предела (X, λ), может не допускать секвен-
циально непрерывного продолжения на квазизамыкание Y +

(см. пример в § 16, n◦ 9). Однако справедлива
Теорема 3.38. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные прост-

ранства, имеющие полные системы окрестностей нуля U0 и
Ũ0 соответственно, причем (Y, Λ̃) полно и система окрест-
ностей нуля Ṽ0 = {ũ0 + ũ0 : ũ0 ∈ Ũ0} определяет операцию пре-
дела Λ̃, а для каждого u0 ∈U0 существует такое v0 ∈U0, что
v0 + v0⊂u0. Пусть, кроме того, G⊂X, а f :G→Y — секвен-
циально равномерно непрерывное отображение. Тогда сущест-
вует секвенциально равномерно непрерывное отображение
ϕ :G→Y , удовлетворяющее равенству ϕ(x) = f(x) для всех
x∈G, и если Λ̃ является операцией однозначного предела, то
такое отображение ϕ единственно. При этом

а) если отображение f линейно (вещественно линейно), то
отображение ϕ может быть выбрано линейным (вещественно
линейным);

б) если отображение f положительно однородно, вещест-
венно однородно или однородно, то отображение ϕ может
быть выбрано соответственно положительно однородным,
вещественно однородным или однородным;

в) если отображение f аддитивно, а αG⊂G для любого
рационального числа α, то отображение ϕ может быть вы-
брано аддитивным;

г) если отображение f аддитивно, а Λ̃ является операцией
однозначного предела, то отображение ϕ аддитивно.

J Пусть x∈G\G. В силу утверждения е) предложения 3.11
(X, Λ) является пространством Фреше−Урысона. Следователь-
но, G=G+ и сушествует сходящаяся к x последовательность
x̂= (xn :n∈N) в G. Из фундаментальности x̂ и секвенциально



§ 10. Пополнение и квазипополнение линейных пространств 367

равномерной непрерывности f следует, что последовательность
ŷ= (f(xn) :n∈N) фундаментальнa в (Y, Λ̃). Так как (Y, Λ̃) пол-
но, то ŷ сходится. Обозначим Mx = Λ̃(ŷ). Легко убедиться, что
Mx не зависит от выбора сходящейся к x последовательности
x̂∈GN. Выберем некоторое yx ∈Mx и определим отображение
ϕ :G→Y следующим образом: ϕ(x) = f(x) при x∈G и ϕ(x) = yx
при x∈G\G. Докажем, что отображение ϕ секвенциально рав-
номерно непрерывно. Рассмотрим произвольную пару последо-
вательностей ξ̂= (ξn :n∈N) и ξ̂′ = (ξ′n :n∈N) в G, удовлетвор-
яющую условию 0∈Λ(ξ̂− ξ̂′). Обозначим ηn =ϕ(ξn), η′n =ϕ(ξ′n)
и рассмотрим также последовательности η̂= (ηn :n∈N), η̂′ =
= (η′n :n∈N) в Y . Покажем, что 0∈ Λ̃(η̂− η̂′). С этой целью для
каждого n∈N выберем последовательности x̂n = (xni : i∈N),
x̂′n = (x′ni : i∈N) в G так, чтобы 0∈Λ(x̂n− ξ̇n) и 0∈Λ(x̂′n− ξ̇′n).
Положим yni = f(xni), y′ni = f(x′ni) и рассмотрим последователь-
ности ŷn = (yni : i∈N), ŷ′n = (y′ni : i∈N) в Y . Согласно построе-
нию отображения ϕ, для каждого n∈N имеем 0∈ Λ̃(ŷn− η̇n) и
0∈ Λ̃(ŷ′n− η̇′n). Пусть ṽ0 ∈ Ṽ0. Выберем уравновешенную окрест-
ность нуля ũ0 ∈ Ũ0 так, чтобы ũ0 + ũ0⊂ ṽ0. В силу секвенци-
ально равномерной непрерывности f для ũ0 существует такая
окрестность нуля u0 ∈U0, что f(x)− f(x′)∈ ũ0 для всех x и x′

из G, удовлетворяющих условию x−x′ ∈u0. Выберем уравнове-
шенную окрестность нуля v0 ∈U0 так, чтобы v0 + v0⊂u0. Оче-
видно, существует такое m∈N, что ξn− ξ′n ∈ v0 для всех n>m.
Кроме того, для каждого n∈N существует такое in ∈N, что
(xni−x′ni)− (ξn− ξ′n)∈ v0 и (yni− y′ni)− (ηn− η′n)∈ ũ0 для всех
i> in. Отсюда следует, что xni−x′ni ∈ v0 + v0⊂u0 при n>m и
i> in. Поэтому yni− y′ni ∈ ũ0 при n>m и i> in. Но тогда
ηn− η′n ∈ ũ0 + ũ0⊂ ṽ0 для всех n>m и, значит, 0∈ Λ̃(η̂− η̂′).
Утверждение о единственности ϕ очевидно.

(а) Пусть отображение f линейно (вещественно линейно).
Тогда G является векторным (вещественным векторным) под-
пространством в X. В силу утверждения г) теоремы 3.13 за-
мыкание G тоже является векторным (вещественным вектор-
ным) подпространством. Выберем некоторые G1 =G	G и ба-
зис (вещественный базис) Гамеля H в G1. Для каждого x∈G\G
рассмотрим указанные выше подмножество Mx⊂Y и вектор
yx ∈Mx. Вектор x единственным образом представляется в ви-
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де x= ξ+
m∑
i=1

αiei, где ξ ∈G, m∈N, ei ∈H, а αi — число (ве-

щественнoe число). Отображение ϕ :G→Y определим следую-

щим образом: ϕ(ξ) = f(ξ) при ξ ∈G и ϕ(x) = f(ξ) +
m∑
i=1

αiyei при

x∈G\G. Очевидно, отображение ϕ линейно (вещественно ли-
нейно). Однако ϕ(x)∈Mx для каждого x∈G\G. Поэтому ϕ се-
квенциально равномерно непрерывно.

(б) Пусть отображение f положительно однородно. Тогда
rG=G для всех чисел r > 0. В силу утверждения б) теоремы
3.13 rG=G для всех r > 0. Ясно, что 0∈G, причем если 0∈G,
то f(0) = 0. Подмножество E⊂G\(G∪{0}) выберем так, что-
бы G\(G∪{0}) =

⋃
r>0

rE и E∩(rE) = Ø для всех r > 0, r 6= 1. Для

каждого x∈G\G рассмотрим опять подмножествоMx⊂Y и век-
тор yx ∈Mx. Отображение ϕ :G→Y определим следующим об-
разом: ϕ(0) = 0, ϕ(x) = f(x) при x∈G, ϕ(rx) = ryx при x∈E для
всех r > 0. Очевидно, отображение ϕ положительно однородно.
Однако ryx ∈Mrx для всех x∈E и r > 0. Поэтому ϕ секвенци-
ально равномерно непрерывно.

В случае, когда f однородно (вещественно однородно), до-
казательство проводится аналогично.

(в) Пусть отображение f аддитивно, а αG⊂G для любого
рационального α. Так как в рассматриваемом случае G+G⊂G,
то αG+βG⊂G для любых рациональных α и β. В силу утвер-
ждений а) и б) теоремы 3.13 G является вещественным век-
торным подпространством в X. Ясно, что G и G могут быть
рассмотрены как векторные пространства над полем рациональ-
ных чисел (для таких пространств тоже можно ввести понятия
векторного подпространства, прямой суммы векторных подпро-
странств, алгебраического дополнения векторного подпростран-
ства, линейной зависимости и линейной независимости системы
векторов, линейной оболочки системы векторов, базиса Гамеля
и др.). Учитывая это, а также однородность аддитивного отоб-
ражения f относительно умножения на рациональное число, до-
казательство можно завершить повторением рассуждений, сде-
ланных в доказательстве утверждения а).

(г) В рассматриваемом случае отображение ϕ определяется
однозначно, а G+G⊂G и, значит, G+G⊂G. Поэтому аддити-
ность ϕ непосредственно следует из его построения. I
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§ 11. Группы, кольца и алгебры с операцией предела
последовательности

1. Некоторые обозначения и определения, принятые для век-
торных пространств, будем использовать также для групп.

Определение 3.16. Пространство (X, Λ) называется
группой с операцией предела последвательности (короче —
группой с операцией предела), а Λ называется групповой опе-
рацией предела последовательности (короче — групповой опе-
рацией предела), если

1) X — группа (для удобства аддитивная, но не обязатель-
но коммутативная);

2) −Λ(x̂)⊂Λ(−x̂) для любой сходящейся последовательно-
сти x̂ в (X, Λ);

3) Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) для любых сходящихся последова-
тельностей x̂ и ŷ в (X, Λ).

С группой с операцией предела (X, Λ) связываются отноше-
ния секвенциальной равномерности R, R1 и R2 в XN, где R1 и
R2 — множества таких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что 0∈Λ(x̂− ŷ) и
0∈Λ(−x̂+ ŷ) соответственно, а R=R1∩R2. Каждое из отноше-
ний R, R1 и R2 определяет в X операцию предела Λ, причем
R1 называется правым, а R2 — левым отношением секвенциаль-
ной равномерности, ассоциированным с (X, Λ). Если группа X
коммутативна, то R=R1 =R2. Таким образом, всякая группа
с операцией предела является секвенциально равномерным, а
значит, и топологическим пространством.

Теорема 3.39. В группе с операцией предела (X, Λ)
a) Λ(0̇) является замкнутой нормальной подгруппой, а каж-

дая окрестность элемента из Λ(0̇) является окрестностью
для Λ(0̇), причем пересечение всех окрестностей нуля совпа-
дает с Λ(0̇);

б) для любой сходящейся последовательности x̂ в (X, Λ)
и любого x∈Λ(x̂) имеют место равенства Λ(x̂) =x+ Λ(0̇) =
= Λ(0̇) +x, причем Λ(x̂) замкнуто, а для любых сходящихся
последовательностей x̂ и ŷ множества Λ(x̂) и Λ(ŷ) либо не
пересекаются, либо совпадают;

в) если x̂= (xn :n∈N) — сходящаяся последовательность,
x̂′≺ x̂, ẑ — последовательность в Λ(x̂), а ξ̂= (ξn :n∈N) —
последовательность элементов ξn ∈Λ(ẋn), то Λ(x̂) = Λ(x̂′) =
= Λ(ẑ) = Λ(ξ̂);
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г) если последовательность x̂ либо сходится, либо не об-
ладает сходящейся подпоследовательностью, то [x̂] = [x̂]+ =
= Λ(x̂)∪([x̂] + Λ(0̇)), причем в первом случае замыкание [x̂]
окрестностно компактно;

д) всякое секвенциально компактное подмножество M
в X секвенциально относительно компактно и M =M+ =
=M + Λ(0̇), а, следовательно, каждая последовательность
x̂∈MN обладает подпоследовательностью, имеющей предел
в M , и для x̂ существует такое ŷ ∈MN, что Λ(x̂− ŷ) =
= Λ(−x̂+ ŷ) = Λ(0̇);

е) если подмножество H ⊂X открыто или замкнуто, то
H =H + Λ(0̇);

ж) Λ(−x̂) =−Λ(x̂) для любого x̂∈XN;
з) Λ(x̂+ ŷ) = Λ(x̂) + Λ(ŷ) для любых x̂∈XN и ŷ ∈XN, таких,

что Λ(x̂)∪Λ(ŷ) 6= Ø. I
Пусть (X, Λ) — группа с операцией предела; Φ=X/Λ(0̇)

— фактор-группа группы X по нормальной подгруппе Λ(0̇);
Φ̂⊂ΦN — подмножество всех таких последовательностей ϕ̂=
= (ϕn :n∈N) элементов ϕn =xn + Λ(0̇) = Λ(ẋn)∈Φ, что последо-
вательность x̂= (xn :n∈N) элементов xn ∈X сходится в (X, Λ);
λ̃ : Φ̂→Φ — отображение, определенное равенством λ̃(ϕ̂) = Λ(x̂)
для всех ϕ̂∈ Φ̂. Тогда λ̃ определено корректно и является опе-
рацией однозначного предела в Φ, причем пространство (Φ, λ̃)
является группой с операцией предела и называется фактор-
группой группы с операцией предела (X, Λ) по нормальной под-
группе Λ(0̇). Если (X, R) и (Φ, R̃) — пространства с секвен-
циальной равномерностью, ассоциированные с (X, Λ) и (Φ, λ̃)
соответственно, то (Φ, R̃) является фактор-пространством про-
странства (X, R), а фактор-отображение π :X→Φ, сопоставля-
ющее каждому x∈X элемент ϕ=x+ Λ(0̇) = Λ(ẋ) из Φ, открыто,
(Λ, λ̃)-секвенциально непрерывно, (R, R̃)-секвенциально рав-
номерно непрерывно и удовлетворяет равенству π(x+ y) =
=π(x) +π(y) для всех x и y из X.

Отображение Λ :XN→ 2X , являющееся групповой операцией
предела в группе X, вполне определяется заданием множества
X̂0 = Λ−1(Λ(0̇)), называемого ядром групповой операции преде-
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ла Λ и состоящего из всех сходящихся к нулю последовательно-
стей в (X, Λ).

Если (Sx :x∈X) — структура сходимости в группе X, со-
ответствующая групповой операции предела Λ, то S0 является
ядром для Λ, причем Sx = ẋ+S0 =S0 + ẋ для всех x∈X.

Теорема 3.40. Подмножество X̂0⊂XN является ядром
групповой операции предела в группе X тогда и только тогда,
когда выполняются условия

1) X̂0 — подгруппа группы XN;
2) если x̂∈ X̂0 и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈ X̂0;
3) ẋ+ ξ̂− ẋ∈ X̂0 для любых x∈X и ξ̂ ∈ X̂0;
4) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из X̂0, то x̂∈ X̂0;
5) если x̂= (xn :n∈N)∈XN такое, что ẋn ∈ X̂0 для всех

n∈N, то x̂∈ X̂0.
При этом X̂0 является ядром групповой операции однознач-

ного предела в группе X тогда и только тогда, когда оно удо-
влетворяет условиям 1)—4) и не содержит отличной от 0̇
стационарной последовательности. I

Если U0 — полная система окрестностей нуля группы с опе-
рацией предела (X, Λ), то для каждого x∈X система Ux =
= {x+u :u∈U0} является полной системой окрестностей точки
x, причем Ux = {u+x :u∈U0}= {(x+u)∩(u+x) :u∈U0}. Кро-
ме того, секвенциальная топология группы с операцией предела
инвариантна относительно сдвигов.

Будем говорить, что группа с операцией предела (X, Λ) изо-
морфна группе с операцией предела (X ′, Λ′), если найдется се-
квенциально непрерывное биективное отображение f :X→X ′,
удовлетворяющее равенству f(x+ y) = f(x) + f(y) для всех x и
y из X и имеющее секвенциально непрерывное обратное отоб-
ражение f−1. При этом f называется изоморфизмом (X, Λ) на
(X ′, Λ′).

В группе (X, Λ) последовательность x̂ называется фундамен-
тальной, если Λ(x̂− x̂′) = Λ(−x̂+ x̂′) = Λ(0̇) для любого x̂′≺ x̂.

Группа с операцией предела называется полной, если в ней
любая фундаментальная последовательность сходится.

Очевидно, что если в некоммутативной группе с операцией
предела (X, Λ) существуют фундаментальная последователь-
ность x̂ и сходящаяся к нулю последовательность ξ̂, такие, что
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0 /∈Λ(x̂+ ξ̂− x̂), то (X, Λ) не может служить подгруппой с опе-
рацией предела для полной группы с операцией предела.

Пусть X — коммутативная группа, а X0 — ее подгруппа. То-
гда существует подмножество X1⊂X (вообще говоря, неедин-
ственное), содержащее нуль и такое, что каждое x∈X един-
ственным образом представляется в виде x=x0 +x′, где x0 ∈X0
и x′ ∈X1. При этом с целью сохранения аналогии с векторны-
ми пространствами для X1 удобно использовать обозначение
X1 =X 	X0.

Определение 3.17. Пополнением коммутативной группы
с операцией однозначного предела (X, λ) называется всякая пол-
ная коммутативная группа с операцией однозначного предела
(X̃, λ̃), удовлетворяющая условиям

1) (X̃, λ̃) содержит секвенциально всюду плотную подгруп-
пу с операцией предела (X̃0, λ̃0), изоморфную (X, λ);

2) ограничение λ̃1 операции предела λ̃ на некотором X̃1 =
= X̃ 	 X̃0 является сильнейшей операцией предела;

3) в (X̃, λ̃) для каждой сходящейся к нулю последователь-
ности (yn :n∈N) в представлениях yn = y0

n + y′n, n∈N, где
y0
n ∈ X̃0 и y′n ∈ X̃1, множество {y′n :n∈N} конечно.

Теорема 3.41. Всякая неполная коммутативная группа с
операцией однозначного предела допускает пополнение, причем
любые два ее пополнения изоморфны. I

2. Пусть X — кольцо (ассоциативное). Для подмножеств M
и G кольца X обозначим через MG множество всех произведе-
ний xy, где x∈M и y ∈G. Произведение x̂ŷ последовательно-
стей x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) в кольце X определим ра-
венством x̂ŷ= (xnyn :n∈N). Очевидно, множество XN всех по-
следовательностей в кольце X тоже является кольцом.

Определение 3.18. Пространство (X, Λ) называет-
ся кольцом с операцией предела последовательности (короче —
кольцом с операцией предела), а Λ называется кольцевой опе-
рацией предела последовательности (короче — кольцевой опе-
рацией предела), если

1) X — кольцо;
2) −Λ(x̂)⊂Λ(−x̂) для любой сходящейся последовательно-

сти x̂ в (X, Λ);
3) Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) и Λ(x̂)Λ(ŷ)⊂Λ(x̂ŷ) для любых схо-

дящихся последовательностей x̂ и ŷ в (X, Λ).
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Кольцо с операцией предела является коммутативной адди-
тивной группой с операцией предела.

В кольце с операцией предела (X, Λ) множество Λ(0̇) являет-
ся замкнутым двусторонним идеалом, а для любых сходящихся
последовательностей x̂, ŷ и любых x∈Λ(x̂), y ∈Λ(ŷ) имеют ме-
сто равенства Λ(x̂ŷ) = Λ(x̂)Λ(ŷ) =xy+ Λ(0̇).

Фактор-пространство (Φ, λ̃) кольца с операцией предела
(X, Λ) по идеалу Λ(0̇) является кольцом с операцией однознач-
ного предела.

Отображение Λ :XN→ 2X , являющееся кольцевой операцией
предела в кольце X, вполне определяется заданием множества
X̂0 = Λ−1(Λ(0̇)), называемого ядром кольцевой операции пре-
дела Λ и состоящего из всех сходящихся к нулю последователь-
ностей в (X, Λ).

Теорема 3.42. Подмножество X̂0⊂XN является ядром
кольцевой операции предела в кольце X тогда и только тогда,
когда выполняются условия

1) X̂0 — подкольцо кольца XN;
2) если x̂∈ X̂0 и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈ X̂0;
3) ẋξ̂ ∈ X̂0 и ξ̂ẋ∈ X̂0 для любых x∈X и ξ̂ ∈ X̂0;
4) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из X̂0, то x̂∈ X̂0;
5) если x̂= (xn :n∈N)∈XN такое, что ẋn ∈ X̂0 для всех

n∈N, то x̂∈ X̂0.
При этом X̂0 является ядром кольцевой операции однознач-

ного предела в кольце X тогда и только тогда, когда оно удо-
влетворяет условиям 1)—4) и не содержит отличной от 0̇
стационарной последовательности. I

Определение 3.19. В кольце с операцией предела (X, Λ)
множество M называется мультипликативно ограниченным,
если 0∈Λ(x̂ξ̂) и 0∈Λ(ξ̂x̂) для любой последовательности x̂ в
M и любой сходящейся к нулю последовательности ξ̂ в (X, Λ).

С кольцом (X, Λ) связывается отношение секвенциальной
равномерности R в XN, состоящее из таких (x̂, ŷ)∈XN×XN, что
0∈Λ(x̂− ŷ). Оно определяет в X операцию предела Λ.

При помощи каждого элемента ξ кольца (X, Λ) определим
отображения B′

ξ :X→X и B′′
ξ :X→X, положив соответственно

B′
ξ(x) =xξ и B′′

ξ (x) = ξx для всех x∈X. Рассмотрим системы
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отображений B′ = {B′
ξ : ξ ∈X} и B′′ = {B′′

ξ : ξ ∈X}. Легко убе-
диться, что в кольце с операцией предела (X, Λ), обладающего
единицей, мультипликативная ограниченность множества рав-
носильна его B′-ограниченности и B′′-ограниченности (см. опре-
деление 2.17).

В кольце (X, Λ) последовательность x̂ называется фунда-
ментальной, если 0∈Λ(x̂− x̂′) для любого x̂′≺ x̂.

Если в кольце (X, Λ) последовательности x̂ и ŷ фундамен-
тальны и мультипликативно ограничены, то такова и последо-
вательность x̂ŷ.

Кольцо (X, Λ) называется полным (квазиполным), если в
нем любая фундаментальная (фундаментальная и мультипли-
кативно ограниченная) последовательность сходится.

Очевидно, что если в кольце (X, Λ) существует фундамен-
тальная последовательность, не являющаяся мультипликатив-
но ограниченной, то (X, Λ) не может служить подкольцом для
полного кольца с операцией предела, так как сходящаяся после-
довательность мультипликативно ограничена.

3. Пусть X — алгебра, т. е. X есть векторное простран-
ство в котором определена операция умножения xy ∈X произ-
вольных двух векторов x и y из X, удовлетворяющая условиям
x(yz) = (xy)z, x(y+ z) =xy+xz, (y+ z)x= yx+ zx и α(xy) =
= (αx)y=x(αy) для любых z ∈X и числа α. Ясно, что XN тоже
является алгеброй.

Определение 3.20. Пространство (X, Λ) называется
алгеброй с операцией предела последовательности над число-
вым пространством (K, lim) (короче — алгеброй с операцией
предела), а Λ называется алгебраической операцией предела
последовательности (короче — алгебраической операцией пре-
дела), если

1) X — алгебра над полем K;
2) αΛ(x̂)⊂Λ(α̂x̂) для любых сходящихся последовательно-

стей α̂ в (K, lim) и x̂ в (X, Λ), где α= lim α̂;
3) Λ(x̂) + Λ(ŷ)⊂Λ(x̂+ ŷ) и Λ(x̂)Λ(ŷ)⊂Λ(x̂ŷ) для любых схо-

дящихся последовательностей x̂ и ŷ в (X, Λ).
Алгебра с операцией предела (X, Λ) является линейным про-

странством и кольцом с операцией предела, причем множество
Λ(0̇) является замкнутым двусторонним идеалом алгебры.

Отображение Λ :XN→ 2X , являющееся алгебраической опе-
рацией предела в алгебреX, вполне определяется заданием мно-
жества X̂0 = Λ−1(Λ(0̇)), называемого ядром алгебраической опе-
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рации предела Λ и состоящего из всех сходящихся к нулю по-
следовательностей в (X, Λ).

Из теорем 3.5 и 3.42 вытекает
Теорема 3.43. Подмножество X̂0⊂XN является ядром ал-

гебраической операции предела в алгебре X тогда и только то-
гда, когда выполняются условия

1) X̂0 — подалгебра алгебры XN;
2) если x̂∈ X̂0 и x̂′≺ x̂, то x̂′ ∈ X̂0;
3) α̂ẋ∈ X̂0 для любых x∈X и сходящейся к нулю числовой

последовательности α̂;
4) α̂ξ̂ ∈ X̂0 для любых ξ̂ ∈ X̂0 и сходящейся числовой после-

довательности α̂;
5) ẋξ̂ ∈ X̂0 и ξ̂ẋ∈ X̂0 для любых x∈X и ξ̂ ∈ X̂0;
6) если x̂∈XN такое, что для каждого x̂′≺ x̂ существует

x̂′′≺ x̂′ из X̂0, то x̂∈ X̂0;
7) если x̂= (xn :n∈N)∈XN такое, что ẋn ∈ X̂0 для всех

n∈N, то x̂∈ X̂0.
При этом X̂0 является ядром алгебраической операции од-

нозначного предела в алгебре X тогда и только тогда, когда
оно удовлетворяет условиям 1)—6) и не содержит отличной
от 0̇ стационарной последовательности. I

В алгебре с операцией предела (X, Λ) последовательность
x̂ называется фундаментальной, если 0∈Λ(x̂− x̂′) для любого
x̂′≺ x̂. Алгебра с операцией предела называется полной, если в
ней любая фундаментальная последовательность сходится.

§ 12. Пространства отображений в линейное
пространство

Пусть X и Y — непустые множества, а F — множество всех
отображений X в Y . Если Y является группой (для удобства
аддитивной, но не обязательно коммутативной), то F тоже яв-
ляется группой, в которой сумма f + g отображений f и g из
F определяется равенством (f + g)(x) = f(x) + g(x), x∈X. Ес-
ли при этом группа Y коммутативна, то группа F тоже комму-
тативна. Если же Y — векторное пространство над числовым
полем K, то F тоже является векторным пространством над K,
в котором произведение αf отображения f ∈F на число α∈K
определяется равенством (αf)(x) =αf(x), x∈X (произведение
αf может быть определено также равенством (αf)(x) =αf(x)).
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Замечание 3.11. Введенные в § 10 главы II понятия и свя-
занные с ними утверждения для пространств с секвенциальной
равномерностью могут быть распространены на группы с опе-
рацией предела, причем эти понятия и утверждения могут быть
сформулированы в терминах операций предела (вместо отноше-
ний секвенциальной равномерности) и окрестностей нуля (вме-
сто окружений). Для отображений в коммутативную группу с
операцией предела некоторые из этих утверждений могут быть
усилены. Это относится к тем утверждениям (за исключением
теорем 2.39, 2.48 и 2.49), в которых предполагается, что полная
система окружений Ũ или полная система открытых окруже-
ний W̃ пространства с секвенциальной равномерностью (Y, R̃)
такая, что система окружений {u3 : u∈ Ũ} или {w3 : w∈ W̃} опре-
деляет отношение секвенциальной равномерности R̃. В случае
коммутативной группы с операцией предела (Y, Λ̃), имеющей
полную систему окрестностей нуля Ũ0 и полную систему от-
крытых окрестностей нуля W̃0, указанные утверждения могут
быть доказаны соответственно в предположении, что система
окрестностей нуля {u+u :u∈ Ũ0} или {w+w :w∈ W̃0} опреде-
ляет операцию предела Λ̃ (подобное усиление допускает также
теорема 2.28 в § 9 главы II). Для предкомпактной системы F

отображений в (Y, Λ̃) утверждения теорем 2.39, 2.48 и 2.49 вер-
ны также при указанном условии на Ũ0. Доказательство ска-
занного основывается на использовании секвенциальной непре-
рывности операции сложения и секвенциальной непрерывности
симметрии группы. Отметим, что такое усиление теоремы 2.24
уже было сделано в теореме 3.38.

Сформулируем для линейных пространств определения 2.19,
2.20, 2.21 и теоремы 2.37, 2.44, 2.54.

Определение 3.21. Пусть X — непустое множество, а
(Y, Λ̃) — линейное пространство. Будем говорить, что после-
довательность f̂ = (fn :n∈N) отображений X в Y сходится
к отображению f :X→Y равномерно на M ⊂X, а f являет-
ся равномерным пределом последовательности f̂ на M , если
для любой последовательности (xn :n∈N) в M последователь-
ность (fn(xn)− f(xn) :n∈N) сходится к нулю в (Y, Λ̃). Если f̂
сходится к f равномерно на каждом множестве из некоторой
системы S подмножеств множества X, то будем говорить,
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что f̂ сходится к f равномерно на системе S, а f является
S-равномерным пределом последовательности f̂ .

Определение 3.22. Пусть (X, Λ) — пространство с опе-
рацией предела, а (Y, Λ̃) — линейное пространство. Система F
отображений G⊂X в Y называется равностепенно секвенци-
альнo непрерывной в точке x0 ∈G, если для любой сходящей-
ся к x0 последовательности (xn :n∈N) в G и любой последо-
вательности отображений fn ∈F , n∈N, последовательность
(fn(xn)− fn(x0) : n∈N) сходится к нулю в (Y, Λ̃). Если F равно-
степенно секвенциальнo непрерывна в каждой точке подмно-
жества G′⊂G, то она называется равностепенно секвенци-
альнo непрерывной на G′, причем в случае G′ =G она просто
называется равностепенно секвенциальнo непрерывной.

Определение 3.23. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства. Система F отображений G⊂X в Y называ-
ется равностепенно секвенциально равномерно непрерывной на
G′⊂G, если для любых последовательностей x̂= (xn :n∈N)∈
∈GN, и x̂′ = (x′n :n∈N)∈G′N, таких, что 0∈Λ(x̂− x̂′), и лю-
бой последователности отображений fn ∈F , n∈N, последова-
тельность (fn(xn)− fn(x′n) :n∈N) сходится к нулю в (Y, Λ̃)
(в случае G′ =G она просто называется равностепенно секвен-
циальнo равномерно непрерывной).

Теорема 3.44. Пусть (X, Λ) —пространство с операцией
предела, (Y, Λ̃) — линейное пространство, а f̂ — равностепен-
но секвенциально непрерывная последовательность отобра-
жений X в Y , сходящаяся поточечно на X к отображению
f :X→Y . Если f секвенциально непрерывно, то f̂ сходит-
ся к f равномерно на каждом секвенциально квазикомпактном
подмножестве в X, а если полная система окрестностей
нуля Ũ0 пространства (Y, Λ̃) такая, что система окрестно-
стей нуля {u+u : u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃,
то f секвенциально непрерывно. I

Теорема 3.45. Пусть (X, Λ) — сепарабельное простран-
ство с операцией предела, (Y, Λ̃) — линейное пространство,
имеющее такую полную систему окрестностей нуля Ũ0, что
система окрестностей нуля {u+u :u∈ Ũ0} определяет опера-
цию предела Λ̃, C — множество всех секвенциально непре-
рывных отображений X в Y , S — система всех секвенци-
ально квазикомпактных подмножеств в X, а ΛS — опера-
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ция предела S-равномерной сходимости в C. Тогда для пред-
компактности (секвенциальной квазикомпактности) подмно-
жества F ⊂C в линейном пространстве (C, ΛS) необходимо и
достаточно выполнение условий

1) для каждого x∈X множество {f(x) : f ∈F} предком-
пактно (секвенциально квазикомпактно) в (Y, Λ̃);

2) F равностепенно секвенциально непрерывно. I
Теорема 3.46. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные простран-

ства, причем (X, Λ) сепарабельно, а (Y, Λ̃) имеет такую пол-
ную систему окрестностей нуля Ũ0, что система окрестно-
стей нуля {u+u :u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃, S
— система всех вполне ограниченных подмножеств в X, CS —
множество всех отображений X в Y , секвенциально равномер-
но непрерывных на каждом множестве из S, ΛS — операция
предела S-равномерной сходимости в CS. Тогда для предком-
пактности (секвенциальной квазикомпактности) подмноже-
ства F ⊂CS в линейном пространстве (CS , ΛS) необходимо и
достаточно выполнение условий

1) для каждого x∈X множество {f(x) : f ∈F} предком-
пактно (секвенциально квазикомпактно) в (Y, Λ̃);

2) F равностепенно секвенциально равномерно непрерывно
на каждом множестве из S. I

Отметим, что в теоремах 3.45 и 3.46 линейность операции
предела ΛS можно доказать с использованием теоремы 1.69 и
предложений 2.28, 3.21.

Пусть X — непустое множество; (Y, Λ̃) — группа с опера-
цией предела; F =Y X ; ΛM — операция предела в группе F ,
соответствующая поточечной сходимости на M ⊂X; S — неко-
торая система подмножеств в X; ΛS — операция предела S-
равномерной сходимости в F . Тогда ΛM и ΛS являются груп-
повыми операциями предела и, значит, функциональные про-
странства (F , ΛM ) и (F , ΛS) являются группами с операцией
предела. Если (Y, Λ̃) — линейное пространство, то ΛM являет-
ся линейной операцией предела в векторном пространстве F и,
значит, (F , ΛM ) является линейным пространством. Однако ΛS
может не быть линейной операцией предела в F , а именно: ΛS
удовлетворяет условию 3) определения 3.1, а условие 2) выпол-
няется для почти стационарных числовых последовательностей,
но может не выполняться для некоторых сходящихся числовых
последовательностей. Несмотря на это, пространство (F , ΛS)
содержит подпространства, являющиеся линейными простран-
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ствами (например, рассмотренные в теоремах 3.45 и 3.46 подпро-
странства (C, ΛS) и (CS , ΛS) при соответствующей системе S).
Найдем наибольшее по отношению включения подпространство
в (F , ΛS), являющееся линейным пространством.

Определение 3.24. Пусть X — непустое множество, а
(Y, Λ̃) — линейное пространство. Отображение f :X→Y на-
зывается ограниченным на M ⊂X, если f(M) ограничено в
(Y, Λ̃). Система F отображений X в Y называется равномерно
ограниченной на M , если

⋃
f∈F

f(M) ограничено в (Y, Λ̃). Пусть

S — некоторая система подмножеств в X. Отображение f
называется ограниченным на системе S, если оно ограничено
на каждом множестве из S. Система отображений F назы-
вается равномерно огранеченной на системе S, если она равно-
мерно ограничена на каждом множестве из S.

В линейном пространстве ограниченность последовательно-
сти есть ее ограниченность на N как функции.

Определение 3.25. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства. Отображение f :X→Y называется (Λ, Λ̃)-ограни-
ченным (короче — ограниченным), если оно ограничено на каж-
дом ограниченном подмножестве пространства (X, Λ). Систе-
ма F отображений X в Y называется (Λ, Λ̃)-равномерно огра-
ниченной (короче — равномерно ограниченной), если она рав-
номерно ограничена на каждом ограниченном подмножестве
пространства (X, Λ).

Теорема 3.47. Пусть X — непустое множество; (Y, Λ̃)
— линейное пространство; F =Y X ; S — некоторая система
подмножеств в X; ΛS — операция предела S-равномерной схо-
димости в F ; F ′⊂F — подмножество всех ограниченных на
системе S отображений. Тогда

а) для отображения f ∈F и произвольной сходящейся к ну-
лю последовательности чисел αn, n∈N, последовательность
(αnf :n∈N) тогда и только тогда сходится к нулю в простран-
стве (F , ΛS), когда f ∈F ′;

б) (F ′, Λ′
S)⊂ (F , ΛS) — наибольшее по отношению включе-

ния подпространство, являющееся линейным пространством,
причем если каждое множество из S конечно, то F ′ =F ;

в) в линейном пространстве (F ′, Λ′
S) множество ограниче-

но тогда и только тогда, когда оно равномерно ограничено на
системе S. I
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Предложение 3.42. Пусть X — непустое множество,
(Y, Λ̃) — линейное пространство, F ′ — множество всех огра-
ниченных на M ⊂X отображений X в Y , а Λ′

{M} — операция
предела в F ′ равномерной сходимости на M . Тогда

а) если Λ̃ определяется инвариантной относительно сдви-
гов полуметрикой d̃ на Y , то Λ′

{M} может быть определено
инвариантной относительно сдвигов полуметрикой d′ на F ′,
заданной равенством d′(f, g) = sup

x∈M
d̃(f(x), g(x)) для всех f и g

из F ′, причем если d̃ является метрикой и M =X, то d′ тоже
является метрикой;

б) если Λ̃ определяется полунормой p̃ на Y , то Λ′
{M} мо-

жет быть определено полунормой p′ на F ′, заданной равен-
ством p′(f) = sup

x∈M
p̃(f(x)) для всех f ∈F ′, причем если p̃ яв-

ляется нормой и M =X, то p′ тоже является нормой. I
Из предложения 3.17 вытекает
Теорема 3.48. Пусть X — непустое множество; (Y, Λ̃)

— линейное пространство, имеющее полную систему окрест-
ностей нуля Ũ0 и полную систему открытых окрестностей
нуля W̃0; F =Y X ; ΛM — операция предела в F поточечной
сходимости на M ⊂X; F ⊂F — равномерно ограниченное на
M подмножество. Тогда

а) если система окрестностей нуля {u+ :u∈ Ũ0} определя-
ет операцию предела Λ̃, то в линейном пространстве (F , ΛM )
квазизамыкание F+ равномерно ограничено на M ;

б) если система окрестностей нуля {w :w∈ W̃0} определяет
операцию предела Λ̃, то в (F , ΛM ) замыкание F равномерно
ограничено на M . I

Теорема 3.49. Пусть X — непустое множество, а (Y, Λ̃)
— линейное пространство, имеющее такую полную систему
окрестностей нуля Ũ0, что система окрестностей нуля Ṽ0 =
= {u+u :u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃. Если последо-
вательность f̂ = (fn :n∈N) ограниченных на M ⊂X отобра-
жений X в Y сходится к отображению f :X→Y равномер-
но на M , то f ограничено на M , а f̂ равномерно ограничена
на M .
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J Пусть v ∈ Ṽ0. Выберем уравновешенную окрестность ну-
ля u∈ Ũ0 так, чтобы u+u⊂ v. Поскольку f̂ сходится к f рав-
номерно на M , найдется такое i∈N, что fi(x)− f(x)∈u для
всех x∈M . В силу ограниченности fi на M существует чис-
ло r∈ (0; 1), для которого rfi(M)⊂u. Но тогда rfi(x)− rf(x)∈
∈ ru⊂u и, значит, rf(x)∈u−u=u+u⊂ v для всех x∈M . От-
сюда следует ограниченность f на M . С учетом этого легко до-
казывается также равномерная ограниченность f̂ на M . I

Отметим, что теорема 3.49 следует также из теоремы 2.57 с
учетом замечания 3.11. Теорема 2.33 для линейных пространств
принимает следующую формулировку.

Теорема 3.50. Пусть X — непустое множество, (Y, Λ̃) —
полное (квазиполное) линейное пространство, F =Y X , а ΛM —
операция предела в F поточечной сходимости на M ⊂X. Тогда
линейное пространство (F , ΛM ) полно (квазиполно). I

Из теорем 2.34 и 3.49 вытекает
Теорема 3.51. Пусть X — непустое множество; (Y, Λ̃)

— линейное пространство, имеющее такую полную систему
окрестностей нуля Ũ0, что система окрестностей нуля
{u+u :u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃; F =Y X ; S —
некоторая система подмножеств в X; ΛS — операция преде-
ла S-равномерной сходимости в F . Тогда множество F ′ всех
ограниченных на системе S отображений X в Y замкнуто в
пространстве (F , ΛS), причем если пространство (Y, Λ̃) пол-
но, то (F , ΛS) как коммутативная группа с операцией предела
и подпространство (F ′, Λ′

S)⊂ (F , ΛS) как линейное простран-
ство полны. I

Предложение 3.43. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства, а f :X→Y —такое отображение, что f(nx) =
=nf(x) для всех x∈X и n∈N (следовательно, f(rx) = rf(x)
для любого рационального числа r> 0). Если f ограничено, то
f(Λ(0̇))⊂ Λ̃(0̇), а для любых ограниченной последовательности
векторов xn ∈X, n∈N, и сходящейся к нулю последователь-
ности чисел αn, n∈N, последовательность векторов f(αnxn),
n∈N, сходится к нулю. Если же f еще и аддитивно, то f(rx)∈
∈ rf(x) + Λ̃(0̇) для всех x∈X и r∈R.

J Так как для x∈Λ(0̇) последовательность (nx :n∈N) огра-
ничена, то и последовательность векторов f(nx) =nf(x), n∈N,
ограничена. Поэтому f(x)∈ Λ̃(0̇), т. е. f(Λ(0̇))⊂ Λ̃(0̇). Пусть по-
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следовательность векторов xn ∈X, n∈N, ограничена, а после-
довательность чисел αn, n∈N, сходится к нулю. Сходящуюся
к нулю последовательность рациональных rn> 0, n∈N, выбе-
рем так, чтобы последовательность чисел r−1

n αn, n∈N, была
ограниченной. Тогда последовательности векторов r−1

n αnxn и
f(r−1

n αnxn), n∈N, тоже ограничены. Следовательно, последо-
вательность векторов f(αnxn) = rnf(r−1

n αnxn), n∈N, сходится
к нулю. В случае аддитивного f рассмотрим x∈X, r∈R и схо-
дящуюся к r последовательность рациональных rn, n∈N. Так
как f(rx) = rnf(x) + f((r−rn)x), а последовательность векторов
f((r − rn)x), n∈N, сходится к нулю, то f(rx)∈ rf(x) + Λ̃(0̇). I

Теорема 3.52. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, а F — некоторая система таких отображений
f :X→Y , что f(nx) =nf(x) для всех x∈X и n∈N. Тогда

а) если система F равностепенно секвенциально непрерыв-
на в нуле, то она равномерно ограничена;

б) если в (X, Λ) для каждой сходящейся к нулю последова-
тельности x̂ существует такая неограниченная числовая по-
следовательность r̂, что r̂x̂ сходится к нулю, то равномерно
ограниченная система F равностепенно секвенциально непре-
рывна в нуле;

в) если система F равномерно ограничена на некоторой ок-
рестности нуля пространства (X, Λ), то она равностепенно
секвенциально непрерывна в нуле.

J (а) Рассмотрим последовательность (fn :n∈N) в F , огра-
ниченную последовательность (xn :n∈N) в (X, Λ) и сходящую-
ся к нулю последовательность рациональных чисел rn> 0, n∈N.
Из равенств fn(0) = 0, fn(rnxn) = rnfn(xn) и равностепенно се-
квенциальной непрерывнoсти в нуле системы F следует, что по-
следовательность (rnfn(xn) :n∈N) сходится к нулю.

(б) Рассмотрим последовательность (fn :n∈N) в F и схо-
дящуюся к нулю последовательность x̂= (xn :n∈N) в (X, Λ).
Пусть x̂′≺ x̂. Из условия, наложенного на (X, Λ), следует, что x̂′
обладает подпоследовательностью (xkn :n∈N), для которой су-
ществует стремящаяся к бесконечности последовательность ра-
циональных чисел rn> 0, n∈N, такая, что последовательность
(rnxkn :n∈N) сходится к нулю. В силу равномерной ограни-
ченности F последовательность (fkn(rnxkn) :n∈N) ограничена,
а последовательность векторов r−1

n fkn(rnxkn) = fkn(xkn), n∈N,
сходится к нулю. Тем самым каждая подпоследовательность по-
следовательности ŷ= (fn(xn) :n∈N) обладает сходящейся к ну-
лю подпоследовательностью. Значит, ŷ сходится к нулю.
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(в) Пусть система F равномерно ограничена на окрестности
нуля u пространства (X, Λ). Тогда для окрестности нуля w в
(Y, Λ̃) найдется такое рациональное r > 0, что rf(u)⊂w для всех
f ∈F . Однако rf(u) = f(ru). Поэтому f(v)⊂w для окрестности
нуля v= ru пространства (X, Λ) и всех f ∈F . I

Предложение 3.44. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства. Если система аддитивных отображений X в
Y равностепенно секвенциально непрерывна в одной точке, то
она равностепенно секвенциально равномерно непрерывна. I

Предложение 3.45. Пусть X — векторное пространство;
(Y, Λ̃) — линейное пространство; F =Y X ; S — покрытие для
X; ΛS — операция предела S-равномерной сходимости в F ;
f̂ = (fn :n∈N) — сходящаяся последовательность в простран-
стве (F , ΛS). Тогда для каждого Y0 =Y 	 Λ̃(0̇) существует
единственное f ∈ΛS(f̂), такое, что для каждого x∈X мно-
жество Y0∩Λ̃(f̂(x)), где f̂(x) = (fn(x) :n∈N), состоит из един-
ственного вектора f(x). При этом

а) если для некоторого числового множества A равенство
fn(αx) =αfn(x) выполняется для всех x∈X, α∈A и n∈N, то
f(αx) =αf(x) для всех x∈X и α∈A;

б) если все fn, n∈N, аддитивны, то и f аддитивно.
J Пусть f0 ∈ΛS(f̂). Так как S покрывает X, то f̂ сходит-

ся к f0 также поточечно на X. Ясно, что для каждого x∈X
множество Y0∩Λ̃(f̂(x)) одноэлементно. Каждому x∈X сопоста-
вим единственный элемент указанного множества. Тогда полу-
чим отображение f :X→Y , где f(x)∈Y0∩Λ̃(f̂(x)) для каждого
x∈X. Докажем, что f̂ сходится к f также в (F , ΛS). Пусть
M ∈S и (xn :n∈N)∈MN. Имеем, что последовательность век-
торов fn(xn)− f0(xn), n∈N, сходится к нулю в (Y, Λ̃). Кроме
того, f0(xi)∈ Λ̃(f̂(xi)) и f(xi)∈ Λ̃(f̂(xi)) для каждого i∈N. По-
этому f0(xi)− f(xi)∈ Λ̃(0̇) для всех i∈N. Следовательно, после-
довательность векторов f0(xn)− f(xn), n∈N, сходится к нулю
в (Y, Λ̃). Но тогда последовательность векторов fn(xn)− f(xn),
n∈N, тоже сходится к нулю в (Y, Λ̃). А это означает, что f̂ схо-
дится к f в (F , ΛS). Остальные утверждения очевидны. I

Из теорем 2.30, 3.51, 3.52 и предложений 3.44, 3.45 с учетом
замечания 3.11 вытекает
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Следствие 3.8. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, причем (Y, Λ̃) имеет такую полную систему
окрестностей нуля Ũ0, что система окрестностей нуля
{u+u :u∈ Ũ} определяет операцию предела Λ̃; F =Y X ; S —
некоторая система подмножеств в X, содержащая систему
всех таких множеств {xn :n∈N} векторов из X, что последо-
вательность (xn :n∈N) сходится к нулю; ΛS — операция пре-
дела S-равномерной сходимости в F ; F̃ — множество всех
секвенциально непрерывных аддитивных отображений X в Y ;
A — числовое множество, которое содержит N и содержится
в поле чисел каждого из векторных пространств X и Y ; F0 —
множество всех секвенциально непрерывных в нуле отображе-
ний f :X→Y , удовлетворяющих равенству f(αx) =αf(x) для
всех x∈X и α∈A. Тогда

а) если Λ̃ является операцией однозначного предела, то мно-
жества F̃ и F0 замкнуты в пространстве (F , ΛS);

б) если (Y, Λ̃) полно, то подпространства пространства
(F , ΛS), имеющие соответственно носители F̃ , F0 и F̃∩F0,
как линейные пространства полны. I

Следующее предложение и доказанная ниже теорема 3.54, в
которых существенно используется расширенное понятие окре-
стности, имеют отношения к борнологическим, бочечным, ин-
фрабочечным и ультрабочечным пространствам, рассматрива-
емым в теории топологических векторных пространств (см. [70],
с. 585, 586, 651, и приведенное ниже замечание 3.14).

Предложение 3.46. В линейном пространстве (X, Λ) ра-
диально уравновешенное множество, поглощающее каждую
сходящуюся к нулю последовательность, поглощает каждое
ограниченное множество. Кроме того, относительно (X, Λ)
следующие условия попарно эквивалентны:

1) в (X, Λ) для каждой сходящейся к нулю последователь-
ности x̂ существует такая неограниченная числовая последо-
вательность r̂, что r̂x̂ сходится к нулю;

2) в (X, Λ) всякое радиально уравновешенное множество,
которое поглощает каждую сходящуюся к нулю последователь-
ность, является окрестностью нуля;

3) в (X, Λ) всякое радиально уравновешенное множество,
которое поглощает каждое ограниченное множество, являет-
ся окрестностью нуля.

J Пусть радиально уравновешенное подмножество M ⊂X
поглощает каждую сходящуюся к нулю последовательность, а
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G⊂X — ограниченное подмножество. Предположим M не по-
глощает G. Тогда существует такая последовательность векто-
ров xn ∈G, n∈N, что n−2xn /∈M для всех n∈N. Так как после-
довательность (n−1xn :n∈N) сходится к нулю, то rn−1xn ∈M
для всех n∈N при некотором r > 0. Но тогда n−2xn ∈M для
всех n>r−1, поскольку M радиально уравновешено. Получен-
ное противоречие доказывает, что M поглощает G. Из доказан-
ного вытекает эквивалентность условий 2) и 3).

Докажем, что из условия 1) следует 2). Допустим радиально
уравновешенное подмножество M ⊂X поглощает каждую схо-
дящуюся к нулю последовательность, но не является окрестно-
стью нуля. Тогда существует сходящаяся к нулю последователь-
ность векторов xn ∈X\M , n∈N. Из условия 1) следует сущест-
вование такой подпоследовательности (xin :n∈N), что для неко-
торой стремящейся к бесконечности последовательности чисел
rn> 0, n∈N, последовательность ŷ= (rnxin :n∈N) сходится к
нулю. По условию, M поглощает ŷ, т. е. rrnxin ∈M для всех
n∈N при некотором r > 0. Однако rrn> 1 для всех n>n′ при
некотором n′ ∈N. Поэтому xin ∈M для всех n>n′. Полученное
противоречие доказывает, что M является окрестностью нуля.

Теперь докажем, что из условия 2) следует 1). Пусть после-
довательность x̂= (xn :n∈N) сходится к нулю. Предположим r̂x̂
не сходится к нулю для любой неограниченной числовой по-
следовательности r̂. Тогда xn /∈Λ(0̇) для всех n>n′ при неко-
тором n′ ∈N. Обозначим H = {αxn : |α|> 1, n>n′}. Множество
M =X\H уравновешено. Рассмотрим сходящуюся к нулю по-
следовательность ŷ= (yn :n∈N) векторов yn ∈H. Имеем, что
yn = rnxin , где in ∈N и rn — некоторые числа, причем in >n′

и αxin /∈H для любого α с |α|< 1. В силу предположений отно-
сительно x̂ последовательность (rnxin :n∈N) может сходиться
к нулю только тогда, когда |rn|<r для некоторого r > 1 и всех
n∈N. Так как r−1yn ∈M для всех n∈N, то M поглощает ŷ. По-
этому M поглощает любую сходящуюся к нулю последователь-
ность и, по условию 2), является окрестностью нуля. Значит,
сходящаяся к нулю последовательность x̂ почти вся лежит в M .
Однако, согласно построению M , xn /∈M для всех n>n′. Это
противоречие доказывает, что для x̂ выполняется условие 1). I

Предложение 3.47. Относительно линейного простран-
ства (X, Λ) следующие условия эквивалентны:

1) в (X, Λ) выпуклая оболочка ограниченного множества
ограничена;
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2) в (X, Λ) для любых сходящихся к нулю последователь-
ностей векторов xn и чисел γn> 0, n∈N, выпуклая оболочка
множества {γnxn :n∈N} ограничена. I

Теорема 3.53. В полуметризуемом линейном простран-
стве (X, Λ) фундаментальная последовательность обладает
подпоследовательностью, имеющей ограниченную выпуклую
оболочку, а если в (X, Λ) выпуклая оболочка всякой сходящей-
ся к нулю последовательности ограничена, то (X, Λ) локально
выпукло.

J Пусть d— такая инвариантная относительно сдвигов полу-
метрика на X, определяющая операцию предела Λ, что откры-
тые шары с центром в нуле уравновешены. Подпоследователь-
ность x̂′=(xkn :n∈N) фундаментальной последовательности век-
торов xn ∈X, n∈N, выберем так, чтобы d(0, xki

−xks)< 2−i для
всех s> i и i∈N. Докажем, что выпуклая оболочка E множества
{xkn :n∈N} ограничена. Рассмотрим последовательность век-
торов yn ∈E, n∈N, и сходящуюся к нулю последовательность
чисел rn, n∈N. Для ε> 0 выберем ν ∈N так, чтобы 21−ν <ε.

Каждый вектор yn представляется в виде yn =
mn∑
i=1

tnixki
с на-

туральным mn>ν и числами tni > 0, для которых
mn∑
i=1

tni = 1.

В силу ограниченности x̂′ существует такое δ ∈ (0; 1), что
d(0, rxki

)< ε
2(ν+1) для всех i∈N и числа r с |r|<δ. Очевидно,

d(0, rxki
− rxks)< 2−i при s> i и |r|<δ. Выберем n′ ∈N так,

чтобы |rn|<δ при n>n′. Тогда из равенства

rnyn =
ν∑
i=1

rntnixki
+

( mn∑
i=ν+1

tni

)
rnxkmn

+
mn∑

i=ν+1
rntni(xki

− xkmn
)

при n>n′ получим, что d(0, rnyn)< ε
2 +

mn∑
i=ν+1

2−i< ε
2 + 2−ν <ε.

Поэтому последовательность (rnyn :n∈N) сходится к нулю и,
значит, множество E ограничено.

Докажем второе утверждение. Выберем в (X, Λ) фундамен-
тальную систему окрестностей нуля {un :n∈N} так, чтобы каж-
дое множество un было уравновешенным и 2un+1⊂un. Пусть
vn — выпуклая оболочка множества un. Тогда 2vn+1⊂ vn. Си-
стема окрестностей нуля {vn :n∈N} определяет в X некоторую
линейную операцию предела Λ0, причем Λ 6 Λ0 и пространство
(X, Λ0) полуметризуемо. Докажем, что Λ0 = Λ, т. е. всякая схо-
дящаяся к нулю в (X, Λ0) последовательность ẑ сходится к нулю



§ 12. Пространства отображений в линейное пространство 387

и в (X, Λ). Для некоторой стремящейся к бесконечности по-
следовательности r̂ положительных чисел последовательность
r̂ẑ сходится к нулю в (X, Λ0). Так как r̂ẑ почти вся лежит в
каждом vn, то в (X, Λ) сходящуюся к нулю последовательность
можно выбрать так, чтобы множество [r̂ẑ] содержалось в ее вы-
пуклой оболочке, ограниченной в (X, Λ) по условию. Но тогда
[r̂ẑ] ограничено в (X, Λ), а ẑ сходится к нулю. Тем самым Λ0 = Λ,
а {vn :n∈N} является фундаментальной системой окрестностей
нуля в (X, Λ), т. е. пространство (X, Λ) локально выпукло. I

Предложение 3.48. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, в котором квазизамыкание секвенциально квазиком-
пактного множества ограничено, а V0 — некоторая систе-
ма окрестностей нуля, определяющая операцию предела Λ.
Если существует такая система вещественно уравновешен-
ных подмножеств vn⊂X, n∈N, что vn+1 + vn+1⊂ vn и каж-
дое v ∈V0 содержит некоторое vn, а при каждом n∈N ква-
зизамыкание v+

n является окрестностью нуля пространства
(X, Λ), то (X, Λ) полуметризуемо и {v+

n :n∈N} является в
нем фундаментальной системой окрестностей нуля.

J Система окрестностей нуля {v+
n :n∈N} определяет в X

некоторую вещественно линейную операцию предела Λ0, причем
Λ 6 Λ0 и пространство (X, Λ0) полуметризуемо. Докажем, что
Λ0 = Λ, т. е. сходящаяся к нулю в (X, Λ0) последовательность
(xi : i∈N) сходится к нулю и в (X, Λ). Стремящуюся к беско-
нечности последовательность чисел ri> 0, i∈N, выберем так,
чтобы последовательность векторов yi = rixi, i∈N, сходилась к
нулю в (X, Λ0), а последовательность натуральных k1<k2< . . .
выберем так, чтобы yi ∈ v+

n для всех i> kn при каждом n∈N.
Для любых n∈N и i∈N, таких, что kn 6 i< kn+1, выберем по-
следовательность векторов ziν ∈ vn, ν ∈N, сходящуюся к yi в
(X, Λ). Рассмотрим множество M = {ziν : i> k1, ν ∈N}. Так как
каждое v ∈V0 содержит некоторое vn, то каждая последователь-
ность векторов из M обладает подпоследовательностью, сходя-
щейся в (X, Λ) либо к нулю, либо к некоторому yi. Поэтому M
секвенциально квазикомпактно в (X, Λ). По условию, в (X, Λ)
квазизамыкание M+ ограничено. С учетом yi ∈M+, i> k1, по-
следовательность (yi : i∈N) ограничена в (X, Λ), а последова-
тельность векторов xi = r−1

i yi, i∈N, сходится к нулю. I
Предложение 3.49. Пусть (X, Λ) и (X, Λ′) — линейные

пространства, причем (X, Λ) полуметризуемо и фундамента-
льные в нем последовательности сходятся в (X, Λ′). Тогда
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а) если в (X, Λ′) квазизамыкание секвенциально квазиком-
пактного множества Λ-ограничено, то (X, Λ) полно;

б) если выпуклая оболочка сходящейся к нулю в (X, Λ) по-
следовательности имеет Λ-ограниченное квазизамыкание в
(X, Λ′), то (X, Λ) полно.

J (а) В (X, Λ) фундаментальную систему окрестностей ну-
ля {un :n∈N}, состоящую из уравновешенных окрестностей
нуля, выберем так, чтобы un+1 +un+1⊂un. Тогда u+

n+1 +u+
n+1⊂

⊂u+
n , где квазизамыкания взяты в (X, Λ′). Система окрестно-

стей нуля {u+
n :n∈N} определяет в X некоторую линейную опе-

рацию предела Λ0, причем Λ 6 Λ0 и пространство (X, Λ0) полу-
метризуемо. По аналогии с доказательством предложения 3.48
доказывается равенство Λ0 = Λ, в силу которого {u+

n :n∈N}
является фундаментальной системой окрестностей нуля про-
странства (X, Λ). Рассмотрим в (X, Λ) фундаментальную по-
следовательность ŷ= (yn :n∈N) и окрестность нуля ui. Найдет-
ся такое n′ ∈N, что yn− yn′ ∈ui+1 для всех n>n′. Последова-
тельности ŷ и x̂= (xn :n∈N), где xn = yn′+n− yn′ ∈ui+1, будучи
фундаментальными в (X, Λ), сходятся в (X, Λ′). Очевидно,
Λ′(ŷ) = yn′ + Λ′(x̂) и Λ′(x̂)⊂u+

i+1. Если y ∈Λ′(ŷ), то y− yn′ ∈u+
i+1

и yn− y= (yn− yn′)− (y− yn′)∈ui+1−u+
i+1⊂u

+
i для всех n>n′.

Поэтому y ∈Λ(ŷ).
(б) Рассмотрим в (X, Λ) фундаментальную последователь-

ность ŷ= (yn :n∈N). По условию, ŷ сходится в (X, Λ′) к неко-
торому y ∈X. Выберем подпоследовательность ŷ′ = (ykn :n∈N)
так, чтобы последовательность векторов xn = 2n+1(ykn− ykn+1),
n∈N, сходилась к нулю в (X, Λ). Легко проверить, что

2n(1− 2−m)−1(ykn− ykn+m) =
m−1∑
i=0

(1− 2−m)−12−i−1xi+n,

m−1∑
i=0

(1−2−m)−12−i−1 = 1 при любых n∈N и m∈N. Для каждого

n∈N последовательность векторов 2n(1− 2−m)−1(ykn− ykn+m),
m∈N, сходится к 2n(ykn− y) в (X, Λ′). По условию, выпуклая
оболочка множества {xn :n∈N} имеет Λ-ограниченное квази-
замыкание в (X, Λ′). Поэтому множество {2n(ykn− y) :n∈N}
Λ-ограничено. Значит, последовательность (ykn− y :n∈N) схо-
дится к нулю в (X, Λ), т. е. y ∈Λ(ŷ′). Но тогда y ∈Λ(ŷ). I

Ясно, что предложение 3.47 и теорему 3.53 можно соотнести
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также к топологическим векторным пространствам. Посколь-
ку в этих пространствах замыкание ограниченного множества
ограничено, из утверждения а) предложения 3.49 вытекает

Следствие 3.9. Пусть (X, τ) и (X, τ ′) — топологические
векторные пространства, имеющие одну и ту же систему ог-
раниченных подмножеств. Если (X, τ) полуметризуемо и фун-
даментальные в нем последовательности сходятся в (X, τ ′),
то (X, τ) полно. I

Полуметризуемое линейное (или топологическое векторное)
пространство полно и при условии, что для любой сходящейся
к нулю последовательности векторов xn, n∈N, последователь-

ность векторов
i∑

n=1
2−nxn, i∈N, сходится (в случае локально

выпуклого пространства это условие также необходимо).
Замечание 3.12. Пусть (X, Λ) — неполное полуметризу-

емое линейное пространство, а Λ′ — максимально слабая ли-
нейная операция предела в X, порождающая ту же систему
ограниченных подмножеств в X, что и Λ. Из утверждения в)
теоремы 3.30 и утверждения а) предложения 3.49 следует, что
линейное пространство (X, Λ′) содержит секвенциально квази-
компактное подмножество, квазизамыкание которого не огра-
ничено. Поэтому линейная операция предела Λ′ не может опре-
деляться векторной топологией. Более того, система окрестно-
стей нуля {u+ :u∈U ′

0}, где U ′
0 — полная система окрестностей

нуля пространства (X, Λ′), не определяет операцию предела Λ′

(в связи с этим см. также примеры в § 16, n◦ 1 и n◦ 2).
Предложение 3.50. Пусть (X, Λ) — линейное простран-

ство, M ⊂X — непустое ограниченное выпуклое подмноже-
ство, G и G′ — выпуклые оболочки множеств M∪(−M) + Λ(0̇)
и M+∪(−M+) соответственно, ê= (en :n∈N) — последова-
тельность векторов en ∈G, (αn :n∈N) — последователь-
ность вещественных чисел, а ŝ= (si : i∈N) — последователь-

ность векторов si =
i∑

n=1
αnen, причем r=

∞∑
n=1

|αn|<∞. Тогда

а) последовательность ŝ фундаментальна и ограничена;
б) если для произвольных последовательностей векторов

xn ∈M и чисел γn> 0, n∈N, последовательность векторов
i∑

n=1
γnxn, i∈N, при

∞∑
n=1

γn<∞ сходится, то ŝ тоже сходится

и Λ(ŝ)⊂ rG′ + Λ(0̇) (очевидно, rG′ + Λ(0̇) = rG′ при r 6= 0).
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J (а) Множество G ограничено и вещественно уравнове-
шено. Сначала рассмотрим случай, когда αn> 0, n∈N. Для

каждого i∈N обозначим ri =
i∑

n=1
αn и hi = r−1

i si ∈G. Докажем

фундаментальность последовательности (hi : i∈N). Рассмотрим
некоторую подпоследовательность (hki

: i∈N) (будем считать
k1> 1). Положим gi = (rki

− ri)−1(ski
− si)∈G. Тогда hki

−hi =
= r−1

ki
(rki

−ri)(gi−hi). Имеем, что lim
i
ri = r 6= 0 и lim

i
(rki

−ri) = 0.

Так как последовательности (hi : i∈N) и (gi : i∈N) ограниче-
ны, то последовательность (hki

−hi : i∈N) сходится к нулю, т. е.
(hi : i∈N) фундаментальна. Но тогда последовательность век-
торов si = rihi, i∈N, тоже фундаментальна и ограничена.

В общем случае пусть α′n = 1
2(|αn|+αn), α′′n = 1

2(|αn| −αn).
Тогда α′n > 0, α′′n > 0, |αn|=α′n +α′′n, αn =α′n−α′′n, si = s′i− s′′i ,

где s′i =
i∑

n=1
α′nen, s′′i =

i∑
n=1

α′′nen. Из доказанного выше утверж-

дения легко вытекает, что последовательности ŝ′ = (s′i : i∈N) и
ŝ′′ = (s′′i : i∈N) фундаментальны и ограничены. Поэтому после-
довательность ŝ= ŝ′− ŝ′′ тоже фундаментальна и ограничена.

(б) Вектор en ∈G представим в виде en = tne
′
n− (1−tn)e′′n + ξn,

где e′n ∈M , e′′n ∈M , ξn ∈Λ(0̇) и tn ∈ [0; 1]. С использованием
определенных выше чисел α′n и α′′n введем обозначения an =

=α′ntn +α′′n(1−tn), bn =α′′ntn +α′n(1−tn), r′ =
∞∑
n=1

an, r′′ =
∞∑
n=1

bn.

При этом, очевидно, an + bn =α′n +α′′n = |αn| и r′ + r′′ = r. Поло-
жим xn = a−1

n (α′ntne
′
n +α′′n(1−tn)e′′n)∈M при an 6= 0 и xn = 0 при

an = 0, а yn = b−1
n (α′′ntne

′
n +α′n(1−tn)e′′n)∈M при bn 6= 0 и yn = 0

при bn = 0. Легко проверяется равенство si = z′i− z′′i + ηi, где

z′i =
i∑

n=1
anxn, z′′i =

i∑
n=1

bnyn, ηi =
i∑

n=1
αnξn. Так как an > 0, bn > 0,

то из условия, наложенного на M , вытекает, что последо-
вательности ẑ′ = (z′i : i∈N) и ẑ′′ = (z′′i : i∈N) сходятся, причем
для η̂= (ηi : i∈N) имеем Λ(η̂) = Λ(0̇). Поэтому последователь-
ность ŝ= ẑ′− ẑ′′ + η̂ сходится. Однако, как нетрудно убедить-
ся, Λ(ẑ′)⊂ r′M+ + Λ(0̇) и Λ′(ẑ′′)⊂ r′′M+ + Λ(0̇). Следовательно,
Λ(ŝ) = Λ(ẑ′)−Λ(ẑ′′)⊂ r′M+− r′′M+ + Λ(0̇)⊂ rG′ + Λ(0̇). I
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Предложение 3.51. Пусть ê= (en :n∈N) — последова-
тельность векторов в линейном пространстве (X, Λ), E+ —
квазизамыкание выпуклой оболочки E последовательности ê,
E′ — выпуклая оболочка множества E+∪(−E+), а l1 — пол-
ное нормированное вещественное линейное пространство всех
числовых последовательностей α̂= (αn :n∈N), для которых

‖α̂‖=
∞∑
n=1

|αn|<∞. Предположим, что для каждого α̂∈ l1 по-

следовательность ŝ= (si : i∈N) векторов si =
i∑

n=1
αnen сходит-

ся в (X, Λ), и примем множество Λ(ŝ) (или предел последова-
тельности ŝ в случае операции однозначного предела Λ) в ка-

честве суммы ряда
∞∑
n=1

αnen. Обозначим через X1 множество

всех векторов x∈
∞∑
n=1

αnen при всех α̂∈ l1. Тогда справедливы

следующие утверждения.
а) X1 является вещественным векторным подпространст-

вом в X (оно может не быть замкнутым в (X, Λ)), причем
Λ(0̇)⊂X1 и en ∈X1 для всех n∈N.

б) Функционал p :X1→R+, определенный равенством

p(x) = inf
{ ∞∑
n=1

|αn| : (αn :n∈N)∈ l1, x∈
∞∑
n=1

αnen
}
, x∈X1,

является полунормой на X1, причем p(en) 6 1 для всех n∈N.
в) Вещественное линейное пространство (X1, Λ1) с опера-

цией предела Λ1, определенной в X1 полунормой p, полно. Кроме
того, Λ(ŝ)⊂Λ1(ŝ) и, в частности, Λ(0̇)⊂Λ1(0̇).

г) Для множества P = {x∈X1 : p(x)< 1} и любого элемен-

та (αn :n∈N)∈ l1 имеют место включения P ⊂E′ и
∞∑
n=1

αnen⊂

⊂ rE′ + Λ(0̇), где r=
∞∑
n=1

|αn|.

д) Если множество E+ (или даже P ) ограничено в (X, Λ),
то всякая сходящаяся в (X1, Λ1) последовательность x̂ схо-
дится также в (X, Λ), причем Λ1(x̂) = Λ(x̂) и, в частности,
Λ1(0̇) = Λ(0̇).
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J Утверждение а) очевидно.
(б) Для x∈X1 и r∈R равенство p(rx) = |r|p(x) очевидно.

Для векторов x, y из X1 и числа ε> 0 выберем (αn :n∈N)∈ l1
и (βn :n∈N)∈ l1 так, чтобы

x∈
∞∑
n=1

αnen, y ∈
∞∑
n=1

βnen,
∞∑
n=1

|αn|<p(x)+ ε
2 ,

∞∑
n=1

|βn|<p(y)+ ε
2 .

Тогда

x+ y ∈
∞∑
n=1

(αn +βn)en, p(x+ y) 6
∞∑
n=1

|αn +βn|<p(x) + p(y) + ε.

Отсюда следует, что p(x+ y) 6 p(x) + p(y). Значит, p есть полу-
норма на X1. Неравенство p(en) 6 1 очевидно.

(в) Рассмотрим в (X1, Λ1) фундаментальную последователь-
ность ẑ= (zi : i∈N) и выберем ее подпоследовательность ẑ′ =
= (zki

: i∈N) так, чтобы p(zki+1
− zki

)< 2−i для всех i∈N. Заме-

тим, что если x∈
∞∑
n=1

βnen для некоторого (βn :n∈N)∈ l1, то

p(x) = inf
{ ∞∑
n=1

|βn + γn| : (γn :n∈N)∈ l1,
∞∑
n=1

γnen = Λ(0̇)
}
.

Учитывая это и действуя по индукции, для каждого i∈N можно

так выбрать элемент α̂(i) =
(
α

(i)
n :n∈N

)
∈ l1, что zki

∈
∞∑
n=1

α
(i)
n en

и
∞∑
n=1

∣∣α(i+1)
n −α(i)

n

∣∣< 2−i. Очевидно,
∞∑
n=1

∣∣α(i+m)
n −α(i)

n

∣∣< 21−i для

любых i∈N и m∈N. Поэтому последовательность выбранных
элементов α̂(i), i∈N, фундаментальна в полном пространстве
l1 и, значит, сходится к некоторому α̂= (αn :n∈N)∈ l1. Для

z ∈
∞∑
n=1

αnen имеем p(zki
−z) 6

∞∑
n=1

∣∣α(i)
n −αn

∣∣ при всех i∈N. От-

сюда вытекает, что lim
i
p(zki

−z) = 0, т. е. z ∈Λ1(ẑ′). Но тогда

z ∈Λ1(ẑ). Следовательно, (X1, Λ1) полно.

Пусть x∈Λ(ŝ). Тогда p(x− si) 6
∞∑

n=i+1
|αn|, i∈N. Поэтому

lim
i
p(x−si) = 0, т. е. x∈Λ1(ŝ). Следовательно, Λ(ŝ)⊂Λ1(ŝ).

(г) Введем обозначения α′n = 1
2(|αn|+αn), α′′n = 1

2(|αn| −αn),

r′ =
∞∑
n=1

α′n, r′′ =
∞∑
n=1

α′′n. Очевидно, α′n > 0, α′′n > 0, αn =α′n−α′′n,
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r= r′ + r′′,
∞∑
n=1

αnen =
∞∑
n=1

α′nen −
∞∑
n=1

α′′nen. Если bi =
i∑

n=1
α′n 6= 0

для некоторого i∈N, то b−1
i

i∑
n=1

α′nen ∈E. Отсюда с учетом

lim
i
bi = r′ получаем

∞∑
n=1

α′nen⊂ r′E++ Λ(0̇). Аналогично доказы-

вается включение
∞∑
n=1

α′′nen⊂ r′′E++ Λ(0̇). Поэтому
∞∑
n=1

αnen⊂

⊂ r′E+− r′′E+ + Λ(0̇)⊂ rE′ + Λ(0̇).
Множество E′ вещественно уравновешено и rE′ + Λ(0̇) = rE′

при r 6= 0. Если x∈P , то найдется такой элемент (αn :n∈N)∈ l1
с r < 1, что x∈

∞∑
n=1

αnen. Однако rE′ + Λ(0̇)⊂E′ при r∈ [−1; 1].

Поэтому x∈E′. Значит, P ⊂E′.
Утверждение д) с учетом в) следует из включения P ⊂E′ и

Λ-ограниченности E′ (или просто из Λ-ограниченности P ). I
Теорема 3.54. Пусть (X, Λ) — линейное пространство, в

котором для каждой сходящейся к нулю последовательности
(xn :n∈N) существует такая неограниченная числовая после-
довательность (rn :n∈N), что (rnxn :n∈N) сходится к нулю,
а квазизамыкание выпуклой оболочки некоторой подпоследова-
тельности (xkn :n∈N) ограничено и, кроме того, для любой
последовательности чисел αn > 0, n∈N, последовательность

векторов
i∑

n=1
αnxkn, i∈N, при

∞∑
n=1

αn<∞ сходится. Если для

M ⊂X множество M + Λ(0̇) поглощающе и радиально уравно-
вешено, то множество M +M+ является окрестностью ну-
ля, причем если M + Λ(0̇) еще и выпукло, то M+ тоже явля-
ется окрестностью нуля.

J Для H =M + Λ(0̇) имеем M+ =H+ и M +M+ =H +H+.
Рассмотрим в (X, Λ) сходящуюся к нулю последовательность x̂
и ее подпоследовательность x̂′. В силу условий теоремы x̂′ обла-
дает подпоследовательностью ŷ= (yn :n∈N), для которой най-
дется такая стремящаяся к бесконечности последовательность
чисел rn> 0, n∈N, что последовательность (rnyn :n∈N) схо-
дится к нулю, а квазизамыкание выпуклой оболочки некоторой
подпоследовательности (rknykn :n∈N) ограничено и, кроме то-
го, для любой последовательности чисел αn ∈R, n∈N, последо-
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вательность векторов
i∑

n=1
αnrknykn , i∈N, при

∞∑
n=1

|αn|<∞ схо-

дится. Указанным в предложении 3.51 способом при помощи по-
следовательности ê= (en :n∈N) векторов en = rknykn построим
полное полунормируемое вещественное линейное пространство
(X1, Λ1) и полунорму p на X1⊂X, определяющую операцию
предела Λ1. Так как p(rknykn) = p(en) 6 1 для всех n∈N, то по-
следовательность ŷ′ = (ykn :n∈N) сходится к нулю в (X1, Λ1).
Кроме того, сходящаяся в (X1, Λ1) последовательность сходит-
ся к тому же пределу и в (X, Λ). Множество H1 =X1∩H∩(−H)
вещественно уравновешено и поглощает каждый вектор из
X1. Поэтому X1 =

⋃
n∈N

nH1. Согласно теореме Бэра (см. [47], с.

41; [54], с. 53), X1 является множеством второй категории в
(X1, Λ1). Следовательно, в (X1, Λ1) при некотором n∈N замы-
кание множества nH1 обладает внутренней точкой. Но тогда
H1 тоже обладает внутренней точкой. Так как H1∩(H1)◦ 6= Ø и
H1 =−H1, то H1 +H1 является окрестностью нуля в (X1, Λ1).
Поэтому найдется такое n′ ∈N, что ykn ∈H1 +H1 для всех n>n′.
Однако H1 совпадает с квазизамыканием множества H1 в
(X1, Λ1) и содержится в квазизамыкании множества H1 в
(X, Λ). Значит, H1 +H1⊂H +H+, где квазизамыкание H+ взя-
то в (X, Λ). Поэтому ykn ∈H +H+ для всех n>n′. Таким обра-
зом, в (X, Λ) каждая подпоследовательность x̂′ сходящейся к
нулю последовательности x̂ обладает подпоследовательностью
ŷ′, которая почти вся лежит в H +H+. Следовательно, после-
довательность x̂ тоже почти вся лежит в H +H+, т. е. H +H+

является окрестностью нуля в (X, Λ).
Если множество H выпукло, то 1

2(H +H+)⊂H+ =M+ и,
значит, M+ является окрестностью нуля в (X, Λ). I

С учетом предложения 3.50 из теоремы 3.54 вытекает
Следствие 3.10. Пусть (X, Λ) — квазиполное линейное

пространство, в котором для каждой сходящейся к нулю по-
следовательности x̂ существует такая неограниченная число-
вая последовательность r̂, что r̂x̂ сходится к нулю, а квази-
замыкание выпуклой оболочки некоторой подпоследовательно-
сти x̂′≺ x̂ ограничено. Если для M ⊂X множество M + Λ(0̇)
поглощающе и радиально уравновешено, то M +M+ является
окрестностью нуля, причем если M + Λ(0̇) еще и выпукло, то
M+ тоже является окрестностью нуля. I
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В силу теоремы 3.53 полное полуметризуемое линейное про-
странство удовлетворяет условиям следствия 3.10. При этом,
как показывает теорема 3.28, пространство, удовлетворяющее
условиям следствия 3.10, может быть множеством первой кате-
гории и секвенциально первой категории. В связи с условиями
следствия 3.10 см. также утверждение б) предложения 3.19.

Следующая теорема является обобщением классической те-
оремы Банаха−Штейнгауза (см. [47], с. 116; [54], с. 54).

Теорема 3.55. Пусть линейное пространство (X, Λ) удо-
влетворяет условиям теоремы 3.54 (или следствия 3.10),
а линейное пространство (Y, Λ̃) имеет такую полную систе-
му окрестностей нуля Ũ0, что система окрестностей нуля
Ṽ0 = {u+u+ :u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃. Если си-
стема F ограниченных аддитивных отображений X в Y та-
кая, что для каждого x∈X множество F (x) = {f(x) : f ∈F}
ограничено, то система F равностепенно секвенциально непре-
рывна и, следовательно, равномерно ограничена, а также рав-
ностепенно (τ, τ̃)-непрерывна, где τ и τ̃ — секвенциальные то-
пологии пространств (X, Λ) и (Y, Λ̃) соответственно.

J Пусть v ∈ Ṽ0. С учетом предложения 3.7 выберем урав-
новешенную окрестность нуля u∈ Ũ0 так, чтобы u+ Λ̃(0̇) =u и
u+u+⊂ v. Обозначим M =

⋂
f∈F

f−1(u). Для каждого x∈X в си-

лу ограниченности F (x) найдется такое n∈N, что F (x)⊂nu.
Так как отображения f ∈F аддитивны, то x∈nM . Следова-
тельно, множество M поглощающе. Для любых f ∈F , x∈M
и r∈ [−1; 1] имеем, что rf(x)∈u, а в силу предложения 3.43
f(rx)∈ rf(x) + Λ̃(0̇)⊂u+ Λ̃(0̇) =u. Поэтому rx∈M и, значит,
множество M вещественно уравновешено. Но тогда в силу тео-
ремы 3.54 множество w=M +M+ является окрестностью нуля
в (X, Λ). Согласно утверждению б) теоремы 3.52, каждое отоб-
ражение f ∈F секвенциально непрерывно, а в силу теоремы 1.68
из включения f(M)⊂u получаем f(M+)⊂u+. Следовательно,
f(w) = f(M+M+) = f(M)+f(M+)⊂u+u+⊂ v. Отсюда вытека-
ет равностепенно секвенциальная непрерывность F . I

Следствие 3.11. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
в котором для любых сходящихся к нулю последовательнос-
тей векторов xn и чисел γn> 0, n∈N, последовательность
(γnxn :n∈N) обладает подпоследовательностью (γknxkn :n∈N),
квазизамыкание выпуклой оболочки которой ограничено и для
любой последовательности чисел αn > 0, n∈N, последователь-
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ность векторов si =
i∑

n=1
αnγknxkn, i∈N, при r=

∞∑
n=1

αn<∞ схо-

дится, а (Y, Λ̃) — линейное пространство, указанное в теореме
3.55. Если система F ограниченных аддитивных отображений
X в Y такая, что для каждого x∈X множество {f(x) : f ∈F}
ограничено, то F равномерно ограничена.

J Пусть Λ0 — сильнейшая линейная операция предела в X,
порождающая ту же систему ограниченных подмножеств в X,
что и Λ, а E+ — квазизамыкание в (X, Λ) выпуклой оболочки
E последовательности (γknxkn :n∈N). Докажем, что последо-
вательность ŝ= (si : i∈N) сходится в (X, Λ0). Пусть x∈Λ(ŝ) и

ri =
i∑

n=1
αn (удобно считать αn> 0 при всех n∈N). Так как по-

следовательность векторов (ri+m− ri)−1(si+m− si)∈E, m∈N,
сходится в (X, Λ) к (r− ri)−1(x− si)∈E+, а E+ ограничено, то
последовательность (x− si : i∈N) сходится к нулю в (X, Λ0),
т. е. x∈Λ0(ŝ). Учитывая это и утверждение а) теоремы 3.30,
легко убедиться, что для пространств (X, Λ0), (Y, Λ̃) и систе-
мы отображений F выполняются условия теоремы 3.55. I

С учетом предложения 3.50 из следствия 3.11 вытекает
Следствие 3.12. Пусть (X, Λ) — квазиполное линейное

пространство, в котором для любых сходящихся к нулю по-
следовательностей векторов xn и чисел γn> 0, n∈N, после-
довательность (γnxn :n∈N) обладает подпоследовательнос-
тью, квазизамыкание выпуклой оболочки которой ограничено,
а (Y, Λ̃) — линейное пространство, указанное в теореме 3.55.
Если система F ограниченных аддитивных отображений X
в Y такая, что для каждого x∈X множество {f(x) : f ∈F}
ограничено, то F равномерно ограничена. I

В связи с теоремой 3.55 и следствиями 3.11, 3.12 см. [70], с.
636, 658, и приведенное ниже замечание 3.14.

Из теорем 3.44, 3.55 и предложения 3.45 вытекает
Следствие 3.13. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-

странства, указанные в теореме 3.55, а F0 — множество всех
секвенциально непрерывных либо аддитивных, либо веществен-
но линейных, либо линейных отображений X в Y . Тогда в F0
операция предела ΛX поточечной сходимости на X соответ-
ствует также равномерной сходимости на каждом секвен-
циально квазикомпактном подмножестве в X, а при полном
(Y, Λ̃) линейное пространство (F0, ΛX) полно. I
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Теорема 3.56. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
M ⊂X — такое выпуклое подмножество, имеющее ограничен-
ное квазизамыкание M+, что для любых последовательностей
векторов xn ∈M и чисел αn> 0, n∈N, последовательность

векторов
i∑

n=1
αnxn, i∈N, при

∞∑
n=1

αn<∞ сходится, X ′ — ве-

щественно линейная оболочка множества M+, G — выпук-
лая оболочка множества M∪(−M) + Λ(0̇), а (Y, Λ̃) — линейное
пространство, указанное в теореме 3.55. Тогда

а) если для H ⊂X множество H + Λ(0̇) радиально уравно-
вешено и поглощает каждый вектор из X ′, то множество
H +H+ поглощает G, причем если H + Λ(0̇) еще и выпукло,
то H+ тоже поглощает G;

б) если система F ограниченных аддитивных отображений
X в Y такая, что для каждого x∈M+ множество F (x) =
= {f(x) : f ∈F} ограничено, то для любого r∈R множество
F (rG) =

⋃
f∈F

f(rG) ограничено (в случае секвенциально непре-

рывных отображений f ∈F ограничено и F (rG+)).
J (а) Достаточно доказать, что H +H+ поглощает каждую

последовательность ê векторов из G. С помощью ê указанным в
предложении 3.51 способом построим полное полунормируемое
вещественное линейное пространство (X1, Λ1). Из предложений
3.50 и 3.51 следует, что X1⊂X ′, а сходящаяся в (X1, Λ1) после-
довательность сходится к тому же пределу и в (X, Λ). Очевид-
но, множество (H + Λ(0̇))∩X1 =H∩X1 + Λ(0̇) поглощает каж-
дый вектор из X1. Согласно следствию 3.10, для H1 =H∩X1

множество H1 +H1, где замыкание взято в (X1, Λ1), является
окрестностью нуля в (X1, Λ1) и, значит, поглощает ограничен-
ную последовательность ê. Однако H1+H1⊂H+H+. Следова-
тельно, H +H+ поглощает ê.

(б) Используя а), доказательство можно провести по ана-
логии с теоремой 3.55. Однако мы проведем его с использо-
ванием теоремы 3.55. Поскольку M+ выпукло, каждый вектор
z ∈X ′ представляется в виде z=αx+βξ, где x∈M+, ξ ∈M+,
α∈R, β ∈R. Кроме того, в силу предложения 3.43 имеем также
f(z)∈αf(x) +βf(ξ) + Λ̃(0̇). Поэтому множество F (z) ограниче-
но. Докажем ограниченность F (M). Рассмотрим некоторую
последовательность ê= (en :n∈N) в M . При помощи ê, как и в
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доказательстве утверждения а), построим полное полунорми-
руемое вещественное линейное пространство (X1, Λ1). Так как
пространство (X1, Λ1) удовлетворяет условиям следствия 3.10,
а ограниченное в нем множество ограничено и в (X, Λ), то для
пространств (X1, Λ1), (Y, Λ̃) и системы F ′ = {f ′ = f |X1 : f ∈F}
отображений X1 в Y выполняются условия теоремы 3.55. Поэ-
тому система F ′ равностепенно (Λ1, Λ̃)-секвенциально непре-
рывна и, значит, равномерно ограничена. Но тогда для любой
последовательности отображений fn ∈F , n∈N, из равенств
fn(en) = f ′n(en), n∈N, где f ′n = fn|X1 , вытекает, что последова-
тельность (fn(en) :n∈N) ограничена в (Y, Λ̃). Таким образом,
F (M) ограничено. Отсюда с использованием предложения 3.43
легко получаем также ограниченность F (rG). Если отображе-
ния f ∈F секвенциально непрерывны, то в силу теоремы 1.68
F (rG+)⊂ (F (rG))+. Отсюда следует ограниченность F (rG+),
так как с учетом предложения 3.17 в (Y, Λ̃) квазизамыкание
ограниченного множества ограничено. I

Утверждение а) теоремы 3.56 усиливает известный результат
в [70], с. 657. На основании следствия 3.12 и теоремы 3.56 сфор-
мулируем следующие две теоремы для топологических вектор-
ных пространств, усиливающие известные результаты в [54],
с. 57, [69], с. 106, [70], с. 658.

Теорема 3.57. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — топологические
векторные пространства, причем (X, τ) секвенциально полно
и в нем для любых сходящихся к нулю последовательнос-
тей векторов xn и чисел γn> 0, n∈N, последовательность
(γnxn :n∈N) обладает подпоследовательностью, имеющей ог-
раниченную выпуклую оболочку. Если система F ограничен-
ных аддитивных отображений X в Y такая, что для каждого
x∈X множество {f(x) : f ∈F} ограничено, то система F рав-
номерно ограничена. I

Теорема 3.58. Пусть (X, τ) и (Y, τ̃) — топологические
векторные пространства, M ⊂X — выпуклое, ограниченное и
секвенциально полное подмножество, а G — выпуклая оболоч-
ка множества M∪(−M) + {0}. Если система F ограниченных
аддитивных отображений X в Y такая, что для каждого
x∈M множество F (x) = {f(x) : f ∈F} ограничено, то для лю-
бого r∈R множество F (rG) =

⋃
f∈F

f(rG) ограничено (в случае

(τ, τ̃)-непрерывных отображений f ∈F ограничено и F (rG)).
J Пусть Λ и Λ̃ — линейные операции предела, определенные
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соответственно топологиями τ вX и τ̃ в Y . Заметим, что ограни-
ченность множества в топологическом векторном пространстве
равносильна его ограниченности в соответствующем линейном
пространстве с операцией предела. В силу предложения 3.18 в
(X, Λ) множество M + Λ(0̇) замкнуто, ограничено, выпукло и
полно. С использованием утверждения а) предложения 3.50 и
полноты множества M + Λ(0̇) легко доказывается, что для лю-
бых последовательностей векторов xn ∈M и чисел αn> 0, n∈N,

последовательность векторов
i∑

n=1
αnxn, i∈N, при

∞∑
n=1

αn<∞

сходится в (X, Λ). Заметим еще, что M+ =M + Λ(0̇) и в силу
F (Λ(0̇))⊂ Λ̃(0̇) для любого x∈M + Λ(0̇) множество F (x) огра-
ничено, причем Λ(0̇) совпадает с τ -замыканием {0}. Остается
учесть, что для пространств (X, Λ), (Y, Λ̃), множества M и си-
стемы отображений F выполняются условия теоремы 3.56. I

Примером топологического векторного пространства (X, τ)
и его подмножества M , удовлетворяющих условиям теорем 3.57
и 3.58, но не удовлетворяющих условиям аналогичных теорем,
сформулированных в [54] и [69], могут служить пространство
(l1, τ∗) и в нем замкнутый шар, где τ∗ — слабая топология нор-
мированного линейного пространства l1 (в связи с этим см. [32],
с. 292, и [69], с. 249).

В качестве еще одного применения теоремы 3.54 докажем
следующий вариант теоремы об открытом отображении (см.
[47], с. 127; [54], с. 58—60; [69], с. 107, 210).

Теорема 3.59. Пусть (X, Λ) — полное полуметризуемое
линейное пространство, а (Y, Λ̃) — линейное пространство,
удовлетворяющее условиям теоремы 3.54, причем любые два
вектора из Y , разность которых не принадлежит Λ̃(0̇), имеют
непересекающиеся окрестности. Если существует ограничен-
ное аддитивное отображение f векторного пространства X на
Y , то пространство (Y, Λ̃) полуметризуемо и полно, причем в
случае локально выпуклого (полунормируемого) (X, Λ) таково и
(Y, Λ̃). Кроме того, для всякой окрестности нуля w простран-
ства (X, Λ) множество f(w) + Λ̃(0̇) является окрестностью
нуля в (Y, Λ̃), причем в случае f(Λ(0̇)) = Λ̃(0̇) множество f(w)
тоже является окрестностью нуля в (Y, Λ̃) и, следовательно,
f является открытым отображением.

J В силу утверждения б) теоремы 3.52 отображение f сек-
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венциально непрерывно. Пусть d — такая инвариантная отно-
сительно сдвигов полуметрика на X, определяющая операцию
предела Λ, что открытые шары с центром в нуле уравнове-
шены. Для каждого n∈N положим un = {x∈X : d(x, 0)< 2−n}
и vn = f(un). Пусть y ∈Y . В силу f(X) =Y существует такое
x∈X, что y= f(x). Однако x∈ kun для некоторого k∈N. Так
как f аддитивно, то f(kun) = kvn и y= f(x)∈ f(kun) = kvn. По-
этому множество vn поглощающе. Пусть теперь y ∈ vn + Λ̃(0̇) и
t∈ [−1; 1]. Тогда ty ∈ tf(x) + Λ̃(0̇) для некоторого x∈un, причем
tx∈un. В силу предложения 3.43 tf(x)∈ f(tx) + Λ̃(0̇). Следо-
вательно, ty ∈ f(tx) + Λ̃(0̇) + Λ̃(0̇) = f(tx) + Λ̃(0̇)⊂ vn + Λ̃(0̇). По-
этому множество vn + Λ̃(0̇) вещественно уравновешено. Но тог-
да в силу теоремы 3.54 множество vn + v+

n является окрестнос-
тью нуля в (Y, Λ̃). Из un+1 +un+1⊂un получаем vn+1 + vn+1⊂ vn
и v+

n+1 + v+
n+1⊂ v+

n . Значит, v+
n тоже является окрестностью ну-

ля в (Y, Λ̃). Система окрестностей нуля {v+
n :n∈N} определя-

ет в Y некоторую вещественно линейную операцию предела Λ̃0,
причем Λ̃ 6 Λ̃0 и пространство (Y, Λ̃0) полуметризуемо. В си-
лу секвенциальной непрерывности f каждая окрестность нуля
пространства (Y, Λ̃) содержит некоторое vn. Поэтому из усло-
вия, наложенного на (Y, Λ̃), вытекает, что Λ̃0(0̇) = Λ̃(0̇). Дока-
жем включение v+

n+1⊂ vn + Λ̃(0̇). Рассмотрим некоторое y1 ∈ v+
n+1

и последовательно для каждого i∈N выберем yi ∈ v+
n+i следую-

щим образом. Пусть yi для некоторого i∈N уже выбрано. Так
как v+

n+i+1 является окрестностью нуля в (Y, Λ̃), а yi ∈ v+
n+i, то

vn+i∩(yi− v+
n+i+1) 6= Ø. Отсюда вытекает существование такого

xi ∈un+i, что f(xi)∈ yi− v+
n+i+1. Положим yi+1 = yi− f(xi). Оче-

видно, yi+1 ∈ v+
n+i+1. Построенная последовательность (yi : i∈N)

сходится к нулю в (Y, Λ̃0). Поскольку d(xi, 0)< 2−n−i, последо-

вательность векторов sk =
k∑
i=1

xi, k∈N, фундаментальна в пол-

ном пространстве (X, Λ) и, значит, сходится к некоторому x∈X.
Ясно, что d(x, 0)< 2−n, т. е. x∈un. Из равенств f(xi) = yi− yi+1,

i∈N, получаем f(sk) =
k∑
i=1

f(xi) =
k∑
i=1

(yi− yi+1) = y1− yk+1. Поэ-
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тому в силу секвенциальной непрерывности f последователь-
ность векторов y1− yk+1, k∈N, сходится к f(x) в (Y, Λ̃). Но то-
гда она сходится к каждому из векторов f(x) и y1 в (Y, Λ̃0).
Следовательно, y1 ∈ f(x) + Λ̃0(0̇) = f(x) + Λ̃(0̇)⊂ vn + Λ̃(0̇), т. е.
v+
n+1⊂ vn + Λ̃(0̇). Из этого включения вытекает, что Λ̃0 = Λ̃.

Таким образом, пространство (Y, Λ̃) полуметризуемо, причем
{v+
n :n∈N} и {vn + Λ̃(0̇) :n∈N} являются его фундаментальны-

ми системами окрестностей нуля. Очевидно, для всякой окрест-
ности нуля w пространства (X, Λ) найдется такое n∈N, что
un⊂w. Поэтому vn+Λ̃(0̇)⊂ f(w)+Λ̃(0̇) и, значит, f(w)+Λ̃(0̇)
является окрестностью нуля в (Y, Λ̃). В случае f(Λ(0̇)) = Λ̃(0̇)
с учетом un =un + Λ(0̇) имеем vn+Λ̃(0̇) = f(un+Λ(0̇)) = f(un)⊂
⊂ f(w), т. е. f(w) является окрестностью нуля в (Y, Λ̃).

Докажем полноту (Y, Λ̃). Рассмотрим в нем фундаменталь-
ную последовательность ẑ= (zn :n∈N) и фундаментальную си-
стему окрестностей нуля {vn + Λ̃(0̇) :n∈N}. Подпоследователь-
ность ẑ′ = (zkn :n∈N) выберем так, чтобы zkn−zkn+1 ∈ vn + Λ̃(0̇)
для всех n∈N. Тогда zkn−zkn+1 = f(ξn) + ηn, где ξn ∈un и ηn ∈

∈ Λ̃(0̇). Положим ξ′n =
n∑
i=1

ξi и η′n =
n∑
i=1

ηi. Имеем zk1−zkn+1 =

= f(ξ′n) + η′n, причем η′n ∈ Λ̃(0̇). Последовательность (η′n :n∈N)
сходится к нулю в (Y, Λ̃), а (ξ′n :n∈N) фундаментальна в (X, Λ)
и, следовательно, сходится к некоторому ξ ∈X. Учитывая это,
из равенств zkn+1 = zk1−f(ξ′n)−η′n, n∈N, получим, что ẑ′ сходит-
ся к zk1−f(ξ). Тем самым ẑ обладает сходящейся подпоследова-
тельностью ẑ′. Поэтому ẑ сходится, т. е. (Y, Λ̃) полно.

В случае локально выпуклого пространства (X, Λ) указан-
ную выше полуметрику d можно выбрать так, чтобы множества
un были выпуклыми. Тогда множества v+

n тоже будут выпуклы-
ми, а пространство (Y, Λ̃) локально выпуклым. Если же (X, Λ)
полунормируемо, а полуметрика d определена полунормой, то
un = 2−nu1 и v+

n = 2−nv+
1 . Так как {2−nv+

1 :n∈N} является фун-
даментальной системой окрестностей нуля в (Y, Λ̃), то v+

1 яв-
ляется ограниченной и выпуклой окрестностью нуля в (Y, Λ̃).
Поэтому, согласно теореме 3.22, (Y, Λ̃) полунормируемо. I
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Замечание 3.13. В силу предложения 3.48, если в теоре-
ме 3.59 условие типа отделимости пространства (Y, Λ̃) заменить
ограниченностью в (Y, Λ̃) квазизамыкания секвенциально ква-
зикомпактного множества, то утверждения о полуметризуемо-
сти (Y, Λ̃), а также его локальной выпуклости или полунорми-
руемости можно доказать без условия полноты (X, Λ).

На основании теоремы 3.59 и замечания 3.13 справедлива
Теорема 3.60. Пусть (X, τ) — полуметризуемое тополо-

гическое векторное пространство, (Y, τ̃) — секвенциально пол-
ное топологическое векторное пространство с секвенциальной
топологией τ̃ , в котором для каждой сходящейся к нулю по-
следовательности ŷ существует такая неограниченная число-
вая последовательность r̂, что r̂ŷ сходится к нулю, а выпук-
лая оболочка некоторой подпоследовательности ŷ′≺ ŷ ограни-
чена. Если существует ограниченное аддитивное отображение
f векторного пространства X на Y , то пространство (Y, τ̃)
полуметризуемо, причем в случае локально выпуклого (полу-
нормируемого) (X, τ) таково и (Y, τ̃). Кроме того, если при
этом (X, τ) полно, то для всякой окрестности нуля w про-
странства (X, τ) множество f(w) + {0} является окрестно-
стью нуля в (Y, τ̃), причем в случае f

(
{0}

)
= {0} множество

f(w) тоже является окрестностью нуля в (Y, τ̃) и, следова-
тельно, f является открытым отображением. I

Замечание 3.14. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
а τ ′ — сильнейшая векторная топология в X и τ ′′ — сильней-
шая локально выпуклая топология в X, состоящие из открытых
подмножеств пространства (X, Λ) (эти топологии могут опреде-
лять отличные от Λ операции предела). Если (X, Λ) удовлетво-
ряет условию 1) предложения 3.46, то топологическое векторное
пространство (X, τ ′′) борнологическое, причем в силу утвержде-
ния а) теоремы 3.30 этим способом получаются все борнологи-
ческие пространства. Если же (X, Λ) удовлетворяет условиям
теоремы 3.54 (или следствия 3.10), то (X, τ ′′) бочечное и борно-
логическое, а (X, τ ′) ультрабочечное (определения этих поня-
тий даны, например, в [70], с. 117, 585, 586, 651). Заметим, что
инфрабочечное (в частности, борнологическое) секвенциально
полное пространство бочечно (см. [70], с. 657; это следует и из
утверждения а) теоремы 3.56). Отметим еще, что по аналогии с
известными из [70], с. 599, результатами можно сформулировать
варианты теоремы об открытом отображении и теоремы о зам-



§ 12. Пространства отображений в линейное пространство 403

кнутом графике, в которых вместо ультрабочечности простран-
ства требуется выполнение более обозримых условий, указан-
ных в теореме 3.54 (или в следствии 3.10).

Теорема 3.61. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, причем (Y, Λ̃) имеет такую полную систему ок-
рестностей нуля Ũ0, что система окрестностей нуля {u+u :
u∈ Ũ0} определяет операцию предела Λ̃. Если последователь-
ность (fn :n∈N) линейных (аддитивных) отображений X в Y
равностепенно секвенциально непрерывна, то наибольшее под-
множество H ⊂X, на котором она поточечно сходится к се-
квенциально непрерывному линейному (аддитивному) отобра-
жению f :X→Y , а также множество H̃ тех x∈X, для ко-
торых последовательность (fn(x) :n∈N) фундаментальна, яв-
ляются замкнутыми векторными (вещественными вектор-
ными) подпространствами в (X, Λ).

J Так как 0∈H, то H 6= Ø. В силу теоремы 2.38 и замечания
3.11 множество H замкнуто в (X, Λ). Очевидно, в рассмотрении
нуждается лишь случай аддитивных отображений. Пусть век-
тор x∈X является конечной линейной комбинацией векторов из
H с рациональными коэффициентами. Поскольку аддитивное
отображение однородно относительно умножения на рациональ-
ные числа, последовательность (fn(x) :n∈N) сходится к f(x).
Значит, x∈H. Поэтому H, будучи замкнутым множеством, яв-
ляется вещественным векторным подпространством в (X, Λ).
Утверждение относително H̃ доказывается аналогично. I

Предложение 3.52. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства, (fi : i∈N) — равностепенно секвенциально не-
прерывная последовательность линейных отображений X в
Y , а p̃ — секвенциально непрерывная полунорма на Y . Тогда
по формуле p(x) = lim

i
p̃(fi(x)), x∈X, определяется секвенци-

ально непрерывная полунорма p на X.
J Так как для каждого x∈X последовательность векторов

fi(x), i∈N, ограничена в (Y, Λ̃), а полунорма p̃ секвенциально
непрерывна, то последовательность чисел p̃(fi(x)), i∈N, огра-
ничена, т. е. p(x)<∞. Проверить, что p является полунормой
на X, нетрудно. Докажем секвенциальную непрерывность p.
Рассмотрим сходящуюся к нулю последовательность векторов
xn ∈X, n∈N. Для каждого n∈N из определения числа p(xn) сле-
дует существование такого in ∈N, что p(xn)< p̃(fin(xn)) +n−1,
причем можно считать in<in+1 для всех n∈N. Из равностепен-
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но секвенциальной непрерывности последовательности отобра-
жений fi, i∈N, следует, что последовательность (fin(xn) :n∈N)
сходится к нулю. В силу секвенциальной непрерывности p̃ по-
следовательности (p̃(fin(xn)) :n∈N) и (p(xn) :n∈N) сходятся к
нулю. Остается учесть предложение 3.8. I

Теорема 3.62. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
f̂ = (fn :n∈N) — равностепенно секвенциально непрерывная
последовательность линейных функционалов на X, а Xn —
ядро функционала fn. Тогда

а) по формуле p(x) = lim
n
|fn(x)|, x∈X, определяется сек-

венциально непрерывная полунорма p на X;
б) множество H тех x∈X, для которых последователь-

ность чисел fn(x), n∈N, сходится, является замкнутым
векторным подпространством в X и содержит векторное
подпространство X0 =

⋃
k∈N

⋂
n>k

Xn;

в) существует такой линейный функционал f на X, что
|f(x)|6 p(x) для всех x∈X и последовательность f̂ сходит-
ся к f равномерно на каждом секвенциально квазикомпактном
подмножестве в H;

г) для каждого сепарабельного векторного подпростран-
ства X ′⊂X существует такая подпоследовательность f̂ ′ =
= (fin :n∈N), что множество H ′ тех x∈X, для которых
последовательность чисел fin(x), n∈N, сходится, содержит
X ′, а значит, и X ′ +

⋃
k∈N

⋂
n>k

Xin.

J Утверждения а) и б) вытекают из предложения 3.52 и тео-
ремы 3.61. Включение X0⊂H очевидно. Докажем в). По фор-
муле g(y) = lim

n
fn(y), y ∈H, определяется линейный функцио-

нал g на H. Так как |g(y)|= p(y) для всех y ∈H, то, по теореме
Хана−Банаха о продолжении линейного функционала с сохра-
нением мажоранты (см. [47], с. 135—138; [54], с. 68—70), суще-
ствует такой линейный функционал f на X, что f(y) = g(y) и
|f(x)|6 p(x) для всех y ∈H и x∈X. Из этого неравенства сле-
дует, что функционал f секвенциально непрерывен. В силу тео-
ремы 3.44 f̂ сходится к f равномерно на каждом секвенциально
квазикомпактном подмножестве в H. Утверждение г) вытекает
из теоремы 3.45 с учетом утверждения а) теоремы 3.52. I

Учитывая, что замкнутое линейное подпространство рефлек-
сивного банахова пространства рефлексивно, а нормированное
линейное пространство, имеющее сепарабельное сопряженное
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пространство, само сепарабельно (см. [30], с. 77—79; [32], с. 237),
из теоремы 3.62 можно получить известный результат о том, что
в рефлексивном банаховом пространстве ограниченное множе-
ство слабо секвенциально квазикомпактно (см. [8], с. 83—85; [31],
с. 180, 201, и приведенное ниже замечание 3.15).

Теорема 3.63. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные прост-
ранства; F0 — множество всех секвенциально непрерывных
в нуле отображений f :X→Y , удовлетворяющих равенству
f(nx) =nf(x) для всех x∈X и n∈N; Λ0 — операция преде-
ла в F0, соответствующая равномерной сходимости на каж-
дом ограниченном подмножестве в (X, Λ). Если Λ и Λ̃ опре-
деляются полунормами p на X и p̃ на Y соответственно, то
Λ0 определяется полунормой p0 на F0, заданной по формуле

p0(f) = sup {p̃(f(x)) : x∈X, p(x) 6 1}, f ∈F0. (1)
При этом справедливы утверждения:

а) для всех x∈X и f ∈F0 имеет место неравенство
p̃(f(x)) 6 p0(f)p(x); (2)

б) если p(x0)> 0 для некоторого x0 ∈X, то

p0(f) = sup
{
p̃(f(x))
p(x)

: x∈X, p(x)> 0
}
, f ∈F0, (3)

причем для любого t∈ (0; 1)

p0(f) = sup {p̃(f(x)) : x∈X, t< p(x)< 1}, f ∈F0, (4)
а в случае положительно однородного f ∈F0

p0(f) = sup {p̃(f(x)) : x∈X, p(x) = 1}; (5)

в) если p̃ является нормой, то p0 тоже является нормой.
J Множество v= {x∈X : p(x) 6 1} ограничено в (X, Λ). В

силу теоремы 3.52 для каждого f ∈F0 множество f(v) ограни-
чено в (Y, Λ̃). Поэтому числовое множество p̃(f(v)) тоже огра-
ничено. Следовательно, в (1) правая часть конечна. Ясно, что
при помощи равенства (1) определяется полунорма p0 на F0.
Докажем, что она определяет операцию предела Λ0 в F0. Пусть
отображение f ∈F0 и последовательность f̂ = (fn :n∈N) в F0

такие, что lim
n
p0(fn− f) = 0. Рассмотрим ограниченную после-

довательность векторов xn ∈X, n∈N. Найдется такое рацио-
нальное r > 0, что p(rxn) 6 1 для всех n∈N. Очевидно,

rp̃(fn(xn)− f(xn)) = p̃(fn(rxn)− f(rxn)) 6 p0(fn − f).
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Отсюда получаем lim
n
p̃(fn(xn)− f(xn)) = 0. Поэтому f ∈Λ0(f̂).

Пусть, обратно, f ∈Λ0(f̂). Для каждого n∈N выберем xn ∈X
так, чтобы p(xn) 6 1 и p0(fn − f)< p̃(fn(xn)− f(xn)) + n−1. Так
как f ∈Λ0(f̂), а последовательность (xn :n∈N) ограничена в
(X, Λ), то lim

n
p̃(fn(xn)− f(xn)) = 0. Значит, lim

n
p0(fn− f) = 0,

т. е. p0 определяет в F0 операцию предела Λ0.
(а) Пусть x∈X. Если p(x) = 0, то 0∈Λ(ẋ). В силу секвенци-

альной непрерывности в нуле отображения f ∈F0 и равенства
f(0) = 0 для y= f(x) имеем, что 0∈ Λ̃(ẏ). Поэтому p̃(f(x)) = 0 и,
значит, имеет место (2). Если же p(x)> 0, то для каждого нату-
рального n> 1 рациональное число rn> 0 можно выбрать так,
чтобы p(x) 6 r−1

n 6 (n− 1)−1np(x). С учетом p(rnx) 6 1 имеем,
что rnp̃(f(x)) = p̃(f(rnx)) 6 p0(f). Поэтому p̃(f(x)) 6 r−1

n p0(f) 6
6 (n− 1)−1np(x)p0(f). Отсюда получаем

p̃(f(x)) 6 lim
n

(n− 1)−1np(x)p0(f) = p(x)p0(f).
(б) С учетом (2) в случае p0(f) = 0 равенство (3) очевид-

но. Пусть p0(f)> 0. В силу (1) для каждого n∈N существу-
ет такое xn ∈X, что p(xn) 6 1 и p̃(f(xn))>p0(f) − n−1, при-
чем p0(f)−n−1> 0 для всех n>m при некотором m∈N. За-
метим, что p(xn)> 0 при n>m, так как в противном случае
из (2) получили бы p̃(f(xn)) = 0, что невозможно. Ясно, что
p̃(f(xn))(p(xn))−1 > p0(f) − n−1 для всех n>m. Кроме того, в
силу (2) при p(x)> 0 имеем также p̃(f(x))(p(x))−1 6 p0(f). Из
этих неравенств вытекает (3).

Докажем (4) и (5). Пусть 0<t< 1 и f ∈F0. При p0(f) = 0
равенства (4) и (5) очевидны. В случае p0(f)> 0 рассмотрим
указанные выше последовательность векторов xn ∈X, n∈N, и
число m∈N. Для каждого n>m выберем рациональное число
rn> (p0(f)−n−1)(p̃(f(xn)))−1 так, чтобы t< p(rnxn)< 1. Тогда
p̃(f(rnxn)) = rnp̃(f(xn))>p0(f)−n−1 при n>m. Следовательно,
имеет место (4). Если f положительно однородно, то при n>m
положим r′n = (p(xn))−1. Тогда для всех n>m имеем p(r′nxn) = 1
и p̃(f(r′nxn)) = r′np̃(f(xn))>p0(f)−n−1. Поэтому имеет место (5).

(в) Пусть p̃ — норма, а p0(f) = 0 для некоторого f ∈F0. Для
каждого x∈X выберем рациональное r > 0 так, чтобы p(rx) 6 1.
Тогда в силу (1) rp̃(f(x)) = p̃(f(rx)) = 0. Поэтому p̃(f(x)) = 0
и, значит, f(x) = 0. Но тогда f = 0, т. е. p0 является нормой. I
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Теорема 3.64. Пусть µv — функционал Минковского по-
глощающего, вещественно уравновешенного и выпуклого мно-
жества v в векторном пространстве X, x̂= (xn : n∈N) —
последовательность в X, для которой числовое множество
{µv(xn) :n∈N} не ограничено, а γ > 1 — некоторое число. То-
гда существует такая подпоследовательность x̂′≺ x̂, что
µv(x)>γ для любого вектора x из ее выпуклой оболочки.

J Число k1 ∈N выберем так, чтобы µv(xk1) > γ+ 1. До-
кажем существование таких числовых последовательностей
(kn :n∈N) и (pn :n∈N), где kn ∈N и pn = 1 или pn =−1 для
каждого n∈N, что kn<kn+1 и 1 +µv(xkn)<µv(xkn+1), а при
каждом m∈N для любого вектора x из выпуклой оболочки Hm
множества {pnxkn : 1 6n6m} выполняется неравенство µv(x) >
> γ+ 21−m. Для этого достаточно в предположении, что при
некотором m∈N числа k1, k2, . . . , km и p1, p2, . . . , pm выбра-
ны, доказать возможность выбора чисел km+1 и pm+1 (считается
p1 = 1). Последовательность натуральных in>km, n∈N, выбе-
рем так, чтобы in<in+1 и 1 +µv(xin)<µv(xin+1) для всех n∈N,
причем µv(xi1)> 1 +µv(xkm). Допустим не существует требуе-
мой пары чисел km+1 и pm+1. Тогда для каждого n∈N найдутся
такие y′n ∈Hm, y′′n ∈Hm и t′n ∈ (0; 1), t′′n ∈ (0; 1), что

µv((1− t′n)y′n + t′nxin) < γ + 2−m, (6)

µv((1− t′′n)y′′n − t′′nxin) < γ + 2−m. (7)
Отсюда получаем

µv(t′′n(1− t′n)y′n + t′n(1− t′′n)y′′n) < (t′n + t′′n)(γ + 2−m). (8)

Положим tn = t′′n(1− t′n)(t′′n(1− t′n) + t′n(1− t′′n))−1. Тогда имеем
1− tn = t′n(1− t′′n)(t′′n(1− t′n) + t′n(1− t′′n))−1 и tn ∈ (0; 1). Неравен-
ство (8) напишем в виде

(t′′n(1−t′n)+t′n(1−t′′n))µv(tny′n+(1−tn)y′′n) < (t′n+t′′n)(γ+2−m). (9)

Однако tny
′
n + (1− tn)y′′n ∈Hm и, значит, µv(tny′n + (1− tn)y′′n) >

> γ+ 21−m. Поэтому из (9) следует, что

(t′′n(1− t′n) + t′n(1− t′′n))(γ + 21−m) < (t′n + t′′n)(γ + 2−m).
Это неравенство после простых преобразований принимает вид

1
t′n

+
1
t′′n
< γ2m+1 + 4. (10)
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С другой стороны, в силу (6) и (7) имеем

t′nµv(xin)− (1− t′n)µv(y′n) < γ + 2−m,

t′′nµv(xin)− (1− t′′n)µv(y′′n) < γ + 2−m.
Отсюда с учетом µv(y′n) 6µv(xkm) и µv(y′′n) 6µv(xkm) получаем

t′nµv(xin) < µv(xkm) + γ + 2−m, t′′nµv(xin) < µv(xkm) + γ + 2−m.

Однако последовательность чисел µv(xin), n∈N, стремится к
бесконечности. Поэтому из последних неравенств вытекает, что
числовые последовательности (t′n :n∈N) и (t′′n :n∈N) сходятся
к нулю. А это противоречит неравенству (10). Следовательно,
при некотором s∈N одно из неравенств

µv((1− t)x+ txis) > γ + 2−m, µv((1− t)x− txis) > γ + 2−m

выполняется для всех x∈Hm и t∈ [0; 1]. Положим km+1 = is.
Таким образом, возможность выбора требуемых чисел km+1,
pm+1, а значит, и числовых последовательностей (kn :n∈N),
(pn :n∈N) доказана. Обозначим через H выпуклую оболоч-
ку множества {pnxkn :n∈N}. Очевидно, H =

⋃
m∈N

Hm. Поэтому

µv(x)>γ для любого x∈H. Последовательность натуральных
чисел s1<s2< . . . выберем так, чтобы последовательность чи-
сел psn , n∈N, была стационарной. Тогда подпоследователь-
ность x̂′ = (xksn

:n∈N) последовательности x̂ удовлетворяет
требованию теоремы. I

Теорема 3.64 более применима вместе со следующей теоре-
мой об отделении выпуклых множеств (в связи с ней см. [54],
с. 70—72, 99).

Теорема 3.65. Пусть µv — функционал Минковского по-
глощающего выпуклого множества v в векторном простран-
стве X, H ⊂X — такое непустое выпуклое подмножество,
что inf

z∈H
µv(z) =α> 1, x0 ∈H — некоторый вектор, а µu —

функционал Минковского множества u= v−H +x0. Тогда
1 6µv(x0)(1 +µv(x0)−α)−1 6µu(x0) 6α. Кроме того, сущест-
вуют линейный функционал f , определенный на X, и число
γ ∈ (0; 1], такие, что <(f(x0)) =µu(x0), <(f(x)) 6µu(x) 6µv(x)
и <(f(y)) 6 γ6 γ+µu(x0)− 1 6<(f(z)) для всех x∈X, y ∈ v и
z ∈H. При этом если v вещественно уравновешено, то
|<(f(x))|6µv(x) и |<(f(y))|6 γ, а если v уравновешено, то
|f(x)|6µv(x) и |f(y)|6 γ для всех x∈X и y ∈ v.
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J Предположим µu(x0)< 1. Тогда найдется такое число
r∈ (0; 1), что x0 ∈ ru. Поэтому x0 = r(y0− z0 +x0) для некото-
рых y0 ∈ v и z0 ∈H. Положим z1 = (1− r)x0 + rz0. Очевидно,
z1 ∈H и z1 = ry0. По условию, µv(z1) > 1, а с другой стороны,
µv(z1) =µv(ry0) = rµv(y0) 6 r < 1. Полученное противоречие до-
казывает, что µu(x0) > 1.

Для ε> 0, z ∈H и t=µv(z) имеем 1 6α6 t, (t+ ε)−1z ∈ v и
x0− (t− 1 + ε)(t+ ε)−1z= (t+ ε)−1z− z+x0 ∈u. Поэтому

µu(x0)−(t−1+ε)(t+ε)−1µu(z) 6 µu(x0−(t−1+ε)(t+ε)−1z) 6 1,

т. е. µu(x0) 6 1 + (t− 1 + ε)(t+ ε)−1µu(z). Однако µu(z) 6 t и,
значит, µu(x0) 6 1 + t(t− 1 + ε)(t+ ε)−1. Отсюда в силу произ-
вольности ε вытекает, что µu(x0) 6 t=µv(z). Но тогда в силу
произвольности z получаем µu(x0) 6α.

Обозначим r=µu(x0). Имеем, что 1 6 r6α и (r+ ε)−1x0 ∈u
для любого ε> 0. Поэтому (r+ ε)−1x0 = y′− z′ +x0 для некото-
рых y′ ∈ v и z′ ∈H. Так как z′− (r− 1 + ε)(r+ ε)−1x0 = y′, то

µv(z′)− (r − 1 + ε)(r + ε)−1µv(x0) 6

6 µv(z′ − (r − 1 + ε)(r + ε)−1x0) = µv(y′) 6 1,

т. е. µv(z′) 6 1 + (r− 1 + ε)(r+ ε)−1µv(x0). Отсюда в силу про-
извольности ε получаем µv(z′) 6 1 + (r− 1)r−1µv(x0). Следова-
тельно, α6 1 + (r− 1)r−1µv(x0). Из этого неравенства для числа
r=µu(x0) получается указанная в теореме оценка снизу.

На одномерном вещественном векторном подпространстве,
содержащем x0, определим вещественно линейный веществен-
ный функционал ϕ1, положив ϕ1(tx0) = tµu(x0) 6µu(tx0), t∈R.
Согласно теореме Хана−Банаха о продолжении функционала с
сохранением мажоранты, существует такой вещественно линей-
ный вещественный функционал ϕ на X, что ϕ(tx0) =ϕ1(tx0) =
= tµu(x0) и ϕ(x) 6µu(x) 6µv(x) для всех t∈R и x∈X. Для лю-
бых y ∈ v и z ∈H с учетом y− z+x0 ∈u имеем

ϕ(y)− ϕ(z) + µu(x0) = ϕ(y − z + x0) 6 µu(y − z + x0) 6 1.

Отсюда получаем, что ϕ(y) +µu(x0)− 1 6ϕ(z). Обозначим
γ= sup

y∈v
ϕ(y). Очевидно, γ6 sup

y∈v
µu(y) 6 1. Так как t0x0 ∈ v для

некоторого t0> 0 и ϕ(t0x0) = t0µu(x0)> 0, то γ > 0. Таким обра-
зом, ϕ(y) 6 γ6 γ+µu(x0)− 1 6ϕ(z) для всех y ∈ v и z ∈H.
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Если множество v вещественно уравновешено, то −ϕ(x) =
=ϕ(−x) 6µv(−x) =µv(x) и −ϕ(y) =ϕ(−y) 6 γ для всех x∈X и
y ∈ v. Поэтому |ϕ(x)|6µv(x) и |ϕ(y)|6 γ. Ясно, что в случае
вещественного векторного пространства в качестве требуемого
функционала может служить f =ϕ.

В случае комплексного векторного пространства X требуе-
мый функционал f определяется формулой f(x) =ϕ(x)− iϕ(ix),
x∈X. Проверим лишь указанныe в теореме оценки для f в слу-
чае уравновешенного v. Для x∈X положим c= |f(x)|(f(x))−1

при f(x) 6= 0 и c= 1 при f(x) = 0. Тогда получим, что |c|= 1 и
|f(x)|= cf(x) = f(cx) =ϕ(cx). Однако если v уравновешено, то
ϕ(cx) 6µv(cx) = |c|µv(x) =µv(x) и ϕ(cy) 6 γ для всех x∈X и
y ∈ v, так как cy ∈ v. Поэтому |f(x)|6µv(x) и |f(y)|6 γ. I

В векторном пространстве X векторная топология τ назы-
вается локально выпуклой, если каждая окрестность нуля из τ
содержит выпуклую окрестность нуля из τ . Как известно (см.
[54], с. 19, 72), в любом топологическом векторном простран-
стве (X, τ) каждая выпуклая окрестность нуля из τ содержит
уравновешенную выпуклую окрестность нуля из τ , причем если
пересечение всех выпуклых окрестностей нуля из τ содержит
только нуль, то система всех τ -непрерывных линейных функ-
ционалов на X разделяет точки в X.

При помощи теорем 3.64 и 3.65 докажем следующую тео-
рему, которая в теории топологических векторных пространств
доказывается применением теоремы Банаха−Алаоглу и пред-
ложения, аналогичного теореме 3.58 (см. [54], с. 80—84).

Теорема 3.66. Если операция предела линейного простран-
ства (X, Λ) определяется некоторой локально выпуклой топо-
логией τ в X, то для ограниченности подмножества M⊂X
достаточна ограниченность числового множества f(M) для
любого τ -непрерывного линейного функционала f на X.

J Пусть подмножество M ⊂X не ограничено. Тогда суще-
ствуют последовательность (yn :n∈N) в M и сходящаяся к ну-
лю последовательность чисел αn> 0, n∈N, а также выпуклая
и уравновешенная окрестность нуля v ∈ τ , для которых α2

nyn /∈ v
при всех n∈N. Положим xn =αnyn. Пусть µv — функционал
Минковского множества v. Очевидно, µv(xn) >α−1

n . Поэтому
числовое множество {µv(xn) :n∈N} не ограничено. В силу тео-
ремы 3.64 выпуклая оболочка H некоторой подпоследователь-
ности (xkn :n∈N) не пересекается с v. А в силу теоремы 3.65
существуют линейный функционал f на X и число γ > 0, та-
кие, что <(f(z)) > γ и |f(x)|6µv(x) для всех z ∈H и x∈X.
Из последнего неравенства вытекает τ -непрерывность f . Для
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каждого n∈N имеем также |f(xkn)|> |<(f(xkn))|> γ. Значит,
|f(ykn)|=α−1

kn
|f(xkn)|> γα−1

kn
для всех n∈N. Отсюда вытекает,

что числовое множество f(M) не ограничено. I
Отметим, что и, обратно, теорема 3.64 может быть доказана

с использованием теоремы 3.66.
В связи с теоремой 3.66 заметим, что если локально вы-

пуклая топология τ в векторном пространстве X содержит все
выпуклые открытые окрестности нуля линейного пространства
(X, Λ), то Λ-секвенциально непрерывный линейный функцио-
нал на X непрерывен в топологии τ (операция предела Λ может
не определяться топологией τ). В § 16, n◦ 9 приведен пример ли-
нейного пространства (X, Λ), операция предела которого опре-
деляется локально выпуклой топологией вX, и Λ-секвенциально
непрерывного линейного функционала на X, не непрерывного
в этой топологии. Отсюда вытекает, что в X существуют две
различные локально выпуклые топологии, определяющие одну
и ту же операцию предела последовательности Λ (другим при-
мером таких топологий, как следует из теоремы Шура (см. [32],
с. 292), могут служить секвенциальная топология и слабая то-
пология нормированного линейного пространства l1).

В качестве еще одного применения теорем 3.64 и 3.65 дока-
жем следующее предложение, примыкающее к теореме об от-
крытом отображении.

Предложение 3.53. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства, а f — вещественно линейное отображение X
на Y . Тогда

а) если f переводит каждую выпуклую окрестность нуля
пространства (X, Λ) в окрестность нуля пространства (Y, Λ̃),
то для любого линейного функционала ϕ на Y , не являющегося
секвенциально непрерывным, функционал ψ на X, определен-
ный равенством ψ(x) =<(ϕ(f(x))), x∈X, тоже не является
секвенциально непрерывным;

б) если в (Y, Λ̃) для каждой сходящейся к нулю последо-
вательности ŷ существует такая неограниченная числовая
последовательность r̂, что r̂ŷ сходится к нулю, а отобра-
жение f такое, что для любого линейного функционала ϕ на
Y , не являющегося секвенциально непрерывным, функционал ψ
на X, определенный равенством ψ(x) =<(ϕ(f(x))), x∈X, то-
же не является секвенциально непрерывным, то f переводит
каждую выпуклую окрестность нуля пространства (X, Λ) в
окрестность нуля пространства (Y, Λ̃).



412 Глава III. Линейные пространства с операцией предела

J (а) Секвенциальная непрерывность линейного функциона-
ла ϕ на Y эквивалентна секвенциальной непрерывности функ-
ционала g на Y , определенного равенством g(y) =<(ϕ(y)), y∈Y .
Пусть ψ — функционал на X, определенный равенством ψ(x) =
= g(f(x)), x∈X, а v= {y ∈Y : |g(y)|< 1}, u= {x∈X : |ψ(x)|< 1}.
Ясно, что f(u) = v, а множества u и v выпуклы. Если g не явля-
ется секвенциально непрерывным, то v не есть окрестность ну-
ля в (Y, Λ̃). Но тогда u тоже не есть окрестность нуля в (X, Λ).
Значит, ψ не является секвенциально непрерывным.

(б) Пусть u — вещественно уравновешенная выпуклая окре-
стность нуля в (X, Λ). Тогда множество v= f(u) поглощающе,
вещественно уравновешено и выпукло. Предположим v не яв-
ляется окрестностью нуля в (Y, Λ̃), т. е. существует сходяща-
яся к нулю последовательность векторов yn ∈Y \v, n∈N. По
условию, для некоторых подпоследовательности (ykn :n∈N) и
стремящейся к бесконечности последовательности чисел rn> 0,
n∈N, последовательность векторов zn = rnykn , n∈N, сходит-
ся к нулю. Пусть µv — функционал Минковского множества
v. Имеем, что µv(zn) = rnµv(ykn) > rn. Поэтому числовое множе-
ство {µv(zn) :n∈N} не ограничено. В силу теоремы 3.64 выпук-
лая оболочка H некоторой подпоследовательности (zin :n∈N)
не пересекается с v, a в силу теоремы 3.65 существуют линей-
ный функционал ϕ на Y и число γ > 0, такие, что |<(ϕ(y))|6 γ и
<(ϕ(z)) > γ для всех y ∈ v и z ∈H. Отсюда следует, что функцио-
нал ψ на X, определенный равенством ψ(x) =<(ϕ(f(x))), x∈X,
удовлетворяет неравенству |ψ(x)|6 γ для всех x∈u и, значит, се-
квенциально непрерывен. Но тогда, по условию, функционал ϕ
тоже секвенциально непрерывен. Поэтому последовательность
чисел ϕ(zin), n∈N, сходится к нулю. Это противоречит нера-
венству <(ϕ(zin)) > γ, n∈N. Следовательно, v является окрест-
ностью нуля в (Y, Λ̃). I

Докажем следующий вариант теоремы Хана−Банаха (см.
[54], с. 68—72; [70], с. 179).

Теорема 3.67. Секвенциально непрерывный линейный (ве-
щественно линейный) функционал f1, определенный на век-
торном (вещественном векторном) подпространстве X1 ли-
нейного пространства (X, Λ), допускает секвенциально непре-
рывное линейнoe (вещественно линейнoe) продолжение на X
тогда и только тогда, когда для некоторой выпуклой окрест-
ности нуля w пространства (X, Λ) выполняется включение
w∩X1⊂w1 = {x∈X1 : |f1(x)|< 1}.



§ 12. Пространства отображений в линейное пространство 413

J Пусть f — секвенциально непрерывное линейнoe (веще-
ственно линейнoe) продолжение на X функционала f1. Тогда
множество w= {x∈X : |f(x)|< 1} является выпуклой окрестно-
стью нуля пространства (X, Λ), причем w∩X1 =w1.

Пусть, обратно, w∩X1⊂w1 для некоторой выпуклой окрест-
ности нуля w пространства (X, Λ). Рассмотрим выпуклую урав-
новешенную окрестность нуля v⊂w пространства (X, Λ) и ее
функционал Минковского µv. Если f1(x) 6= 0 для некоторого
x∈X1, а r= |f1(x)|−1, то |f1(rx)|= 1 и, значит, rx /∈w1. Так как
v∩X1⊂w1, то rx /∈ v. Отсюда вытекает, что 1 6µv(rx) = rµv(x),
т. е. |f1(x)|6µv(x). Последнее неравенство имеет место для всех
x∈X1. Поэтому в силу секвенциальной непрерывности µv и тео-
ремы Хана−Банаха о продолжении функционала с сохранением
мажоранты функционал f1 допускает секвенциально непрерыв-
ное линейнoe (вещественно линейнoe) продолжение на X. I

Предложение 3.54. Пусть (X, Λ) — линейное простран-
ство, а τ — сильнейшая локально выпуклая топология в X,
состоящая из открытых подмножеств этого пространства.
Если векторное (вещественное векторное) подпространство
X1⊂X такое, что τ индуцирует в X1 топологию, совпадаю-
щую с секвенциальной топологией подпространства (X1, Λ1)⊂
⊂ (X, Λ), то всякий секвенциально непрерывный линейный (ве-
щественно линейный) функционал f1, определенный на X1, до-
пускает секвенциально непрерывное линейнoe (вещественно ли-
нейнoe) продолжение на X. В частности, утверждение о про-
должении функционала верно в случаях, когда (X, Λ) локально
выпукло и X1 замкнуто или (X, Λ) является локально выпук-
лым пространством Фреше−Урысона и X1 произвольно.

J Так как f1 секвенциально непрерывен, то множество
M = {x∈X1 : |f1(x)|= 1} замкнуто в (X1, Λ1). Отсюда в силу на-
ложенного на X1 условия вытекает, что M∩X1 =M , где M —
τ -замыкание множества M . Поскольку 0 /∈M , существует непе-
ресекающаяся с M выпуклая окрестность нуля w∈ τ . Ясно, что
|f1(x)|< 1 для x∈w∩X1. Остается применить теорему 3.67. I

Замечание 3.15. Векторное пространство X∗ всех секвен-
циально непрерывных линейных функционалов, определенных
на линейном пространстве (X, Λ), называется сопряженным с
(X, Λ) векторным пространством. Отображение Λ∗ :XN→ 2X ,
сопоставляющее каждой последовательности x̂= (xn :n∈N)∈
∈XN множество Λ∗(x̂) всех таких x∈X, что lim

n
f(xn) = f(x)

для любого f∈X∗, является линейной операцией предела в X и
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называется операцией предела ослабленной (или слабой) сходи-
мости, соответствующей пространству (X, Λ), причем Λ 6 Λ∗.
Заметим, что X∗ является также сопряженным с (X, Λ∗) век-
торным пространством, а операция предела ослабленной сходи-
мости, соответствующая пространству (X, Λ∗), совпадает с Λ∗.
Слабейшая топология τ∗ в X, в которой непрерывны все функ-
ционалы из X∗, называется ослабленной (или слабой) топологи-
ей, соответствующей пространству (X, Λ). Если τ и τ ′ — секвен-
циальные топологии пространств (X, Λ) и (X, Λ∗) соответствен-
но, то τ∗⊂ τ ′⊂ τ . Топология τ∗ локально выпукла и определя-
ет операцию предела Λ∗. Пусть  L — множество всех линейных
операций предела в X, порождающих ту же систему ограничен-
ных подмножеств в X, что и Λ. Теорема 3.66 показывает, что в
некоторых случаях Λ∗ ∈  L. Возможны случаи, когда Λ является
наименьшим, а Λ∗ — максимальным элементом частично упоря-
доченного множества  L, причем X является множеством второй
категории в (X, Λ) и первой категории в (X, Λ∗). Примером мо-
жет служить случай, когда Λ является операцией предела бес-
конечномерного рефлексивного банахова пространства (опре-
деление этого пространства общеизвестно и приведено также
в § 14). Действительно, в силу теоремы Эберлейна−Шмульяна
(см. [31], с. 201; [32], с. 283—287) в пространстве (X, Λ∗) ограни-
ченное (т. е. ограниченное по норме) множество секвенциально
квазикомпактно. Поэтому, согласно утверждению б) следствия
3.7, Λ∗ является максимальным элементом в  L. Так как за-
мкнутый шар секвенциально компактен, а также замкнут в
(X, Λ∗) и в силу теоремы 3.24 не имеет квазивнутренних то-
чек, то X является множеством первой категории и секвен-
циально первой категории в (X, Λ∗). Банахово пространство
C[0; 1] всех непрерывных числовых функций, определенных на
отрезке [0; 1] вещественной оси, где норма элемента x задается
равенством ‖x‖= max

06t61
|x(t)|, нерефлексивно. Если Λ — опе-

рация предела пространства C[0; 1], то Λ∗ ∈  L и является опе-
рацией предела поточечной сходимости на [0; 1] ограниченных
по норме последовательностей непрерывных функций (см. [47],
с. 170), причем Λ является наименьшим элементом в  L, но Λ∗ не
является максимальным элементом в  L, так как соответству-
ющее пространство не квазиполно. Если же Λ — операция пре-
дела нерефлексивного банахова пространства l1, то Λ является
наименьшим элементом в  L и, согласно теореме Шура, Λ∗ = Λ,
а для линейных операций предела Λ′ и Λ1 в l1, соответству-
ющих поточечной и равномерной сходимостям на N ограни-
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ченных по норме последовательностей элементов из l1, имеем
Λ<Λ1<Λ′, причем Λ′ является максимальным элементом в  L,
так как в пространстве (l1, Λ′) ограниченное множество секвен-
циально квазикомпактно.

Теорема 3.68. Пусть в линейном пространстве (X, Λ) си-
стема всех выпуклых окрестностей нуля определяет операцию
предела Λ, а каждая ограниченная последовательность либо
сходится к нулю, либо обладает конечным числом таких под-
последовательностей, что некоторая их линейная комбинация
сходится к вектору из X\Λ(0̇). Тогда операция предела ослаб-
ленной сходимости, соответствующая пространству (X, Λ),
совпадает с Λ.

J Пусть Λ∗ — операция предела ослабленной сходимости, со-
ответствующая пространству (X, Λ). Имеем, что Λ 6 Λ∗. В силу
теоремы 3.66 подмножество в X Λ-ограничено тогда и только
тогда, когда оно Λ∗-ограничено. Поэтому из теоремы 3.30 выте-
кает, что Λ∗ = Λ. I

Отметим, что если (X, Λ) есть указанное в замечании 3.15
пространство C[0; 1], а Λ∗ — операция предела ослабленной схо-
димости, соответствующая этому пространству, то линейное про-
странство (X, Λ∗) не удовлетворяет второму условию теоремы
3.68, хотя операция предела ослабленной сходимости, соответ-
ствующая пространству (X, Λ∗), совпадает с Λ∗ (в связи с тео-
ремой 3.68 см. примеры в § 16, n◦ 9, n◦ 17 и n◦ 18).

Из теорем 3.28, 3.29 и 3.68 с учетом замечания 3.6 вытекает
Следствие 3.14. Пусть X0 — векторное подпространство

векторного пространства X, а Λ — сильнейшая линейная опе-
рация предела в X, для которой Λ(0̇) =X0. Тогда операция пре-
дела ослабленной сходимости, соответствующая пространст-
ву (X, Λ), совпадает с Λ, а сопряженное с (X, Λ) векторное
пространство совпадает с множеством всех линейных функ-
ционалов на X, обращающихся в нуль на X0. I

Для выпуклых подмножеств линейного пространства дока-
жем и следующую теорему (в связи с ней см. [54], с. 71, 78).

Теорема 3.69. Пусть (X, Λ) — локально выпуклое линей-
ное пространство, а τ∗ — соответствующая ему ослаблен-
ная топология. Тогда

а) если в (X, Λ) непустые и непересекающиеся выпуклые
множества K и M такие, что K секвенциально компактно, а
M замкнуто, то существуют секвенциально непрерывный ли-
нейный функционал f на X и числа γ1 ∈R, γ2 ∈R, такие, что
<(f(x))<γ1<γ2<<(f(y)) для всех x∈K и y ∈M ;

б) замкнутое в (X, Λ) выпуклое множество τ∗-замкнуто.
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J (а) С учетом утверждения д) предложения 3.11 можно
так выбрать выпуклую открытую окрестность нуля u, чтобы
(K +u)∩(M +u) = Ø. Для некоторой точки x0 ∈K обозначим
v=K +u−x0 и w=M +u−x0. Ясно, что множества v и w вы-
пуклы, открыты и не пересекаются, причем v является окрест-
ностью нуля. В силу теоремы 3.65 существуют секвенциаль-
но непрерывный линейный функционал f на (X, Λ) и число
γ > 0, такие, что <(f(x)) 6 γ6<(f(y)) для всех x∈ v и y ∈w.
Однако множества {<(f(x)) :x∈ v} и {<(f(y)) : y ∈w} откры-
ты. Поэтому <(f(x))<γ <<(f(y)) для всех x∈ v и y ∈w. По-
ложим γ2 = γ+<(f(x0)). Тогда <(f(x))<γ2<<(f(y)) для всех
x∈K +u и y ∈M +u. В силу компактности f(K) найдется та-
кое γ1<γ2, что <(f(x))<γ1 для всех x∈K. Таким образом,
<(f(x))<γ1<γ2<<(f(y)) для всех x∈K и y ∈M .

(б) Пусть H — замкнутое выпуклое множество в (X, Λ). В
силу а) для каждого x0 ∈X\H существуют секвенциально непре-
рывный линейный функционал f на X и число γ ∈R, такие,
что <(f(x0))<γ <<(f(y)) при всех y ∈H. Однако множество
{x∈X :<(f(x))<γ} есть τ∗-открытая окрестность точки x0 и
не пересекается с H. Отсюда вытекает τ∗-замкнутость H. I

В связи с утверждением б) теоремы 3.69 заметим, что в силу
теоремы 3.65 в любом линейном пространстве замкнутая выпук-
лая окрестность нуля замкнута также в ослабленной топологии.
Кроме того, если в векторном пространстве X линейные опера-
ции предела Λ и Λ′ такие, что Λ(0̇) = Λ′(0̇) и Λ 6 Λ′, то замкнутое
секвенциально компактное подмножество пространства (X, Λ)
замкнуто и секвенциально компактно также в (X, Λ′).

В заключение настоящего параграфа рассмотрим внешнюю
меру µ∗ на непустом множестве X. Пусть X0⊂X, (Y, Λ̃) — ли-
нейное пространство, а F =Y X . Введенная в главе II, § 10, n◦ 2
операция псевдопредела Λ сходимости почти всюду на X0 в рас-
сматриваемом случае является линейной операцией псевдопре-
дела в векторном пространстве F (см. замечание 3.7), а опера-
ция предела Λ0 сходимости на X0 по внешней мере является
линейной операцией предела в F . Однако операция псевдопре-
дела Λ1 равномерной сходимости почти всюду на X0 является
групповой операцией псевдопредела в F , т. е. обладает всеми
указанными в теореме 1.3 свойствами, кроме, быть может, свой-
ства 3), и удовлетворяет условиям определения 3.16. Операция
предела Λ2 равномерной сходимости на X0 по внешней мере
является групповой операцией предела в F . Точнее, Λ1 и Λ2
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удовлетворяют условию 3) определения 3.1, а условие 2) вы-
полняется для почти стационарных числовых последовательно-
стей, но может не выполняться для произвольных сходящихся
числовых последовательностей. Несмотря на это, пространство
(F , Λ2) содержит подпространства, которые являются линейны-
ми пространствами. Найдем наибольшее по отношению вклю-
чения подпространство в (F , Λ2), являющееся линейным про-
странством. Заметим, что Λ2(0̇) = Λ1(0̇) = Λ0(0̇) = Λ(0̇).

Определение 3.26. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X, (Y, Λ̃) — линейное пространство, а F =
=Y X . Функция f ∈F называется существенно ограниченной
на X0⊂X, если она ограничена на некотором M ⊂X0 с
µ∗(X0\M) = 0. Система F функций из F называется сущест-
венно равномерно ограниченной на X0, если каждая последова-
тельность функций из F равномерно ограничена на некотором
M ⊂X0 с µ∗(X0\M) = 0.

Очевидно, множество F1 всех существенно ограниченных на
X0 функций из F является векторным подпространством в F .

Для f ∈F и произвольной сходящейся к нулю последова-
тельности чисел αn, n∈N, последовательность (αnf :n∈N) схо-
дится к нулю равномерно на X0 почти всюду (по внешней мере)
только при f ∈F1. Кроме того, F1 есть наибольшее по отно-
шению включения векторное подпространство в F , на котором
ограничение операции псевдопредела Λ1 (операции предела Λ2)
является линейной операцией псевдопредела (линейной опера-
цией предела). При этом в подпространстве (F1, Λ′

2)⊂ (F , Λ2)
множество F ограничено тогда и только тогда, когда оно суще-
ственно равномерно ограничено на X0.

С использованием теоремы 3.49 легко доказывается
Предложение 3.55. Пусть линейное пространство (Y, Λ̃)

имеет такую полную систему окрестностей нуля Ũ0, что си-
стема окрестностей нуля {u+u :u∈ Ũ0} определяет операцию
предела Λ̃, f̂ = (fn :n∈N) — последовательность существенно
ограниченных на X0⊂X функций из F =Y X , а f ∈F . Тогда

а) если последовательность f̂ существенно равномерно
ограничена на X0 и сходится к f на X0 по внешней мере, то
функция f существенно ограничена на X0;

б) если f̂ сходится к f равномерно на X0 по внешней ме-
ре, то функция f существенно ограничена на X0, а последова-
тельность f̂ существенно равномерно ограничена на X0. I
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Следствие 3.15. Если линейное пространство (Y, Λ̃) име-
ет такую полную систему окрестностей нуля Ũ0, что си-
стема окрестностей нуля {u+u :u∈ Ũ0} определяет операцию
предела Λ̃, то множество F1 всех существенно ограниченных
на X0⊂X функций замкнуто в функциональном пространстве
(F , Λ2) равномерной сходимости на X0 по внешней мере. I

С учетом теорем 2.59 и 2.60 легко доказываются также сле-
дующие предложения.

Предложение 3.56. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X, а в векторном пространстве Y линейная
операция предела Λ̃ определяется полунормой p̃. Тогда в вектор-
ном подпространстве F1⊂Y X всех существенно ограниченных
на X0⊂X функций линейная операция предела Λ′

2 равномерной
сходимости на X0 по внешней мере может быть определена
полунормой p, заданной равенством
p(f) = min { sup

x∈M
p̃(f(x)) : M ⊂X0, µ

∗(X0\M) = 0}, f ∈F1.

При этом Λ′
2 совпадает с линейной операцией псевдопредела

Λ′
1 в F1 равномерной сходимости почти всюду на X0. I

Предложение 3.57. Пусть µ∗ — внешняя мера на непу-
стом множестве X, X0⊂X, (Y, Λ̃) — полное полуметризуе-
мое линейное пространство, F =Y X , а F1 — множество су-
щественно ограниченных на X0 функций из F . Тогда

а) функциональное пространство (F , Λ2) равномерной схо-
димости на X0 по внешней мере как коммутативная груп-
па с операцией предела полно, а подпространство (F1, Λ′

2)⊂
⊂ (F , Λ2) как линейное пространство тоже полно;

б) если µ∗ и X0 такие, что X0 =
⋃
n∈N

Bn, где Bn⊂Bn+1 и

µ∗(Bn)<∞ для всех n∈N, а lim
n
µ∗(An) = 0 для любой по-

следовательности подмножеств An⊂X0, n∈N, имеющей пу-
стое пересечение и удовлетворяющей условиям µ∗(A1)<∞,
An+1⊂An для всех n∈N, то функциональное пространство
(F , Λ0) сходимости на X0 по внешней мере как линейное про-
странство полно. I

В связи с утверждением а) теоремы 2.61 и утверждением б)
предложения 3.57 заметим, что если µ — мера на непустом мно-
жестве X, X0⊂X — измеримое подмножество, а F ′ — множест-
во измеримых числовых функций, определенных на X (см. [38],
с. 282), то функциональное пространство (F ′, Λ′

0) сходимости
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на X0 по мере как линейное пространство полно (хотя в этом
случае внешняя мера µ∗ на X, порожденная мерой µ, может
и не удовлетворять условию утверждения б) предложения 3.57,
возникающие в доказательстве множества измеримы, а для них
указанное условие выполняется).

§ 13. Дифференциалы и производные

Введенные М. Фреше понятия дифференциала и производ-
ной функции, действующей в нормированных линейных про-
странствах, хорошо известны (см. [32], с. 646; [38], с. 480; [46], с.
196). Однако в теории топологических векторных пространств
введение указанных понятий в случае, когда пространства не-
нормируемы, связяно с определенными трудностями (см. [65], с.
5—16). Одно из определений дифференцируемого отображения
принадлежит Себаштьяну э Сильва (см. [55]; [23], с. 43—48):
для топологических векторных пространств (X, τ) и (Y, τ̃) отоб-
ражение f :X→Y называется дифференцируемым в точке x∈X,
если существует такое (τ, τ̃)-непрерывное линейное отображе-
ние A :X→Y , что для любых ограниченного M ⊂X и окрест-
ности нуля v пространства (Y, τ̃) найдется ε> 0, для которого
t−1(f(x+th)−f(x))−A(h)∈ v при любых h∈M и t∈ (0; ε). По-
следнее требование эквивалентно следующему: для любых огра-
ниченной последовательности векторов hn∈X, n∈N, и сходящей-
ся к нулю последовательности чисел tn> 0, n∈N, последователь-
ность векторов t−1

n (f(x+tnhn)−f(x))−A(hn), n∈N, сходится к
нулю в (Y, τ̃). Недостатком этого определения является то, что
в условии, наложенном на f(x+z)−f(x)−A(z), z ∈X, использу-
ются лишь те сходящиеся к нулю последовательности ẑ векторов
пространства (X, τ), которые представляются в виде ẑ= t̂ĥ, где
t̂ — сходящаяся к нулю последовательность чисел, а ĥ — огра-
ниченная последовательность векторов. Поэтому дифференци-
руемое в указанном смысле отображение может не быть секвен-
циально непрерывным (см. замечание 3.19 в § 14).

Здесь дается определение дифференцируемого отображения,
в котором используются все сходящиеся к нулю последователь-
ности векторов пространства (в общем случае трудно дать его
эффективное описание в терминах окрестностей). Вводятся три
различных понятия дифференцируемости отображения: диф-
ференцируемость по векторному подпространству, веществен-
ная дифференцируемость по вещественному векторному под-
пространству и дифференцируемость по направлению вектора.
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Определение 3.27. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства над одним и тем же числовым пространст-
вом, X0⊂X — векторное подпространство, а G⊂X — не-
пустое подмножество. Функция f :G→Y называется диффе-
ренцируемой в точке x∈G по X0, если существует такое
секвенциально непрерывное линейное отображение A :X0→Y ,
что для любой сходящейся к нулю в (X, Λ) последователь-
ности векторов hn ∈X0∩(G−x), n∈N, и любой последова-
тельности чисел tn> 0, n∈N, при которой последователь-
ность (tnhn :n∈N) ограничена в (X, Λ), последовательность
векторов tn(f(x+hn)− f(x)−A(hn)), n∈N, сходится к нулю в
(Y, Λ̃). При этом A называется производной функции f в точке
x по X0, а для любого h∈X0∩(G−x) вектор A(h) называется
дифференциалом функции f в точке x по X0 при приращении
h. В случае X0 =X функция f просто называется дифферен-
цируемой в точке x, A — производной функции f в точке x, а
A(h) — дифференциалом функции f в точке x при приращении
h. Если функция f дифференцируема по X0 в каждой точке
из G, то она просто называется дифференцируемой по X0, а в
случае X0 =X она называется дифференцируемой.

Если функция f дифференцируема в точке x по векторному
подпространству X0, то она дифференцируема в точке x по лю-
бому векторному подпространству X1⊂X0, причем если A —
производная функции f в точке x по X0, то сужение A1 отоб-
ражения A на X1 есть производная функции f в точке x поX1.

Секвенциально непрерывное линейное отображение, опреде-
ленное на векторном подпространстве X0, дифференцируемо по
X0 и является своей производной по X0 в каждой точке из X0.

Функция f :G→Y , где G⊂X, принимающая одно и то же
значение во всех точках из G, дифференцируема и нулевое отоб-
ражение векторного пространства X в Y является производной
функции f в каждой точке из G.

Дифференцируемая в некоторой точке функция секвенци-
ально непрерывна в этой точке.

Предложение 3.58. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства над одним и тем же числовым пространством,
X0⊂X — векторное подпространство, а G⊂X — непустое
подмножество. Если функции f1 :G→Y и f2 :G→Y диффе-
ренцируемы в точке x∈G по X0, то для любых чисел α1 и α2
функция α1f1 +α2f2 дифференцируема в точке x по X0, при-
чем если A1 и A2 — производные функций f1 и f2 в точке x
по X0 соответственно, то α1A1 +α2A2 является производной
функции α1f1 +α2f2 в точке x по X0. I
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Предложение 3.59. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства над одним и тем же числовым пространством;
X0⊂X — векторное подпространство; подмножество G⊂X и
точка x∈G такие, что для каждого h∈X0 существует схо-
дящаяся к нулю последовательность чисел rn> 0, n∈N, для
которой rnh∈G−x при всех n∈N; f :G→Y — функция, диф-
ференцируемая в точке x по X0. Если A и B производные функ-
ции f в точке x по X0, то A(h)−B(h)∈ Λ̃(0̇), h∈X0. Следова-
тельно, если Λ̃ является операцией однозначного предела, то
функция f имеет лишь одну производную в точке x по X0.

J Каждая из последовательностей векторов

r−1
n (f(x+rnh)−f(x)−A(rnh)), r−1

n (f(x+rnh)−f(x)−B(rnh)),

n∈N, сходится к нулю в (Y, Λ̃). Поэтому последовательность
векторов r−1

n (A(rnh)−B(rnh)) =A(h)−B(h), n∈N, тоже схо-
дится к нулю в (Y, Λ̃). Следовательно, A(h)−B(h)∈ Λ̃(0̇). I

Теорема 3.70. Пусть (X, Λ), (Y, Λ̃) и (Z, Λ′) — линей-
ные пространства над одним и тем же числовым простран-
ством, G⊂X и M ⊂Y — непустые подмножества, f :G→Y
и ϕ :M→Z — некоторые функции, причем H = f−1(M) 6= Ø,
x∈H и y= f(x), а X0⊂X и Y0⊂Y — векторные подпростран-
ства, причем f(H)− y⊂Y0. Если функция f дифференцируема
в точке x по X0 и имеет производную A в точке x по X0, а
функция ϕ дифференцируема в точке y по Y0 и имеет производ-
ную B в точке y по Y0, то функция F :H→Z, определенная ра-
венством F (ξ) =ϕ(f(ξ)), ξ ∈H, дифференируема в точке x по
X1 =A−1(Y0) и имеет производную C в точке x по X1, опреде-
ленную равенством C(h) =B(A(h)), h∈X1.

J Пусть последовательность векторов hn ∈X1∩(H −x),
n∈N, сходится к нулю в (X, Λ), а последовательность чисел
tn> 0, n∈N, такая, что последовательность (tnhn :n∈N) огра-
ничена в (X, Λ). Для каждого n∈N обозначим

zn = tn(F (x+ hn)− F (x)− C(hn)) =

= tn(ϕ(f(x+ hn))− ϕ(f(x))−B(A(hn))),
gn = f(x+ hn)− f(x), ηn = gn −A(hn).

В силу линейности производной B имеем
zn = tn(ϕ(y + gn)− ϕ(y)−B(gn)) +B(tnηn). (1)

Из линейности и секвенциальной непрерывности отображения
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A следует, что (A(hn) :n∈N) сходится к нулю, а последователь-
ность (A(tnhn) :n∈N) ограничена в (Y, Λ̃). Так как функция f
дифференцируема в точке x по X0 и имеет производную A, то
последовательности (ηn :n∈N) и (tnηn :n∈N) сходятся к нулю
в (Y, Λ̃). Поэтому (gn :n∈N) сходится к нулю, a последователь-
ность (tngn :n∈N) ограничена в (Y, Λ̃), причем gn ∈Y0∩(M − y)
для всех n∈N. Но тогда в силу дифференциремости функции
ϕ в точке y по Y0 и секвенциальной непрерывности B из (1)
следует, что (zn :n∈N) сходится к нулю в (Z, Λ′). А это означа-
ет, что функция F дифференцируема в точке x по X1 и имеет
производную C в точке x по X1. I

Определение 3.28. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные
пространства, X0⊂X — вещественное векторное подпро-
странство, а G⊂X — непустое подмножество. Функция
f :G→Y называется вещественно дифференцируемой в точ-
ке x∈G по X0 (или дифференцируемой в точке x по направ-
лению X0), если существует такое секвенциально непре-
рывное вещественно линейное отображение A :X0→Y , что
для любой сходящейся к нулю в (X, Λ) последовательности
векторов hn ∈X0∩(G−x), n∈N, и любой последовательно-
сти чисел tn> 0, n∈N, при которой последовательность
(tnhn :n∈N) ограничена в (X, Λ), последовательность век-
торов tn(f(x+hn)− f(x)−A(hn)), n∈N, сходится к нулю в
(Y, Λ̃). При этом A называется вещественной производной
функции f в точке x по X0, а для h∈X0∩(G−x) вектор A(h)
называется вещественным дифференциалом функции f в точ-
ке x по X0 при приращении h. В случае X0 =X функция f
просто называется вещественно дифференцируемой в точке x,
A — вещественной производной функции f в точке x, а A(h)
— вещественным дифференциалом функции f в точке x при
приращении h. Если функция f вещественно дифференцируе-
ма по X0 в каждой точке из G, то она просто называется
вещественно дифференцируемой по X0, а в случае X0 =X она
называется вещественно дифференцируемой.

Приведенные выше утверждения относительно функций,
дифференцируемых по векторному подпространству, могут
быть сформулированы также для функций, вещественно диф-
ференцируемых по вещественному векторному подпространству.

Функция, дифференцируемая в некоторой точке по вектор-
ному подпространству X0, вещественно дифференцируема в
этой точке по X0. При этом для функций, действующих в веще-
ственных линейных пространствах, понятия дифференцируемо-
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сти и вещественной дифференцируемости совпадают. Отметим,
что в определении 3.28 (X, Λ) и (Y, Λ̃) могут быть линейными
пространствами над различными числовыми пространствами.
В случае комплексных линейных пространств (X, Λ), (Y, Λ̃) и
векторного подпространства X0⊂X вещественно дифференци-
руемая по X0 функция может не быть дифференцируемой по
X0, так как вещественно линейное отображение X0 в Y мо-
жет не быть линейным. Примером может служить функция
f : C→C , определенная равенством f(x) =<x, x∈C . Эта функ-
ция не дифференцируема, но она вещественно дифференциру-
ема, причем ее вещественная производная Ax : C→C в точке
x∈C определяется равенством Ax(h) =<h, h∈C .

Замечание 3.16. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — комплексные
линейные пространства, X0⊂X — векторное подпространство,
а G⊂X — непустое подмножество. Очевидно, что функция
f :G→Y тогда и только тогда дифференцируема в точке x∈G
по X0, когда она вещественно дифференцируема в точке x по
X0 и одна ее вещественная производная A в точке x по X0
удовлетворяет равенству A(ih) = iA(h) для всех h∈X0. В слу-
чае X0 =X =Y = C это равенство есть не что иное, как усло-
вия Коши−Римана (см. [48], с. 35—38). В общем случае при на-
личии в X и Y секвенциально непрерывных инволюций усло-
вие A(ih) = iA(h), h∈X, с помощью подходящих обозначений
тоже можно записать в виде условий, аналогичных условиям
Коши−Римана.

Определение 3.29. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные про-
странства, e∈X и X1 = {αe :α∈R+}, а G⊂X — непустое под-
множество. Функция f :G→Y называется дифференцируемой
в точке x∈G по направлению e, если существует такое се-
квенциально непрерывное положительно однородное отображе-
ние A1 :X1→Y , что для любой сходящейся к нулю в (X, Λ)
последовательности векторов hn ∈X1∩(G−x), n∈N, и любой
последовательности чисел tn> 0, n∈N, при которой последо-
вательность (tnhn :n∈N) ограничена в (X, Λ), последователь-
ность векторов tn(f(x+hn)−f(x)−A1(hn)), n∈N, сходится к
нулю в (Y, Λ̃). При этом A1 называется производной функции
f в точке x по направлению e, а для любого h∈X1∩(G−x)
вектор A1(h) называется дифференциалом функции f в точке
x по направлению e при приращении h. Если функция f диф-
ференцируема по направлению e в каждой точке из G, то она
просто называется дифференцируемой по направлению e.
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Предложение 3.60. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) —линейные про-
странства, e∈X, а G⊂X — непустое подмножество. Для
вещественной дифференцируемости функции f :G→Y в точ-
ке x∈G по X0 = {αe :α∈R} необходимо и достаточно суще-
ствование таких производных A1 и A2 функции f в точке x по
направлениям векторов e и −e соответственно, что A1(e) =
=−A2(−e). При этом отображение A :X0→Y , определенное
равенством A(αe) =αA1(e), α∈R, является вещественной про-
изводной функции f в точке x по X0. I

Пусть (X, λ) и (Y, Λ̃) — линейные пространства, причем λ —
операция однозначного предела, G⊂X — такое подмножество,
что αG⊂G для всех α∈R+, а f :G→Y — положительно одно-
родное отображение. В силу однозначности операции предела
λ для любого e∈X всякое положительно однородное отобра-
жение, определенное на множестве X1 = {αe :α∈R+}, секвен-
циально непрерывно. Поэтому f дифференцируемо в нуле по
направлению каждого вектора, хотя оно может не быть секвен-
циально непрерывным в нуле. При этом если положительно од-
нородное отображение A :X→Y такое, что A(x) = f(x) для всех
x∈G, то его сужение на X1 является производной отображения
f в нуле по направлению e, а при e∈G отображение f диф-
ференцируемо в любой точке x∈X1 по направлению e и его
сужение на X1 является производной отображения f в точке x
по направлению e.

В случае нормированных линейных пространств дифферен-
цируемость функции по пространству (по направлению векто-
ра) совпадает с дифференцируемостью по Фреше (соответст-
венно по Гато) (см. [38], с. 480—482; [47], с. 196—207).

По аналогии с теоремой 3.70 доказывается
Теорема 3.71. Пусть (X, Λ), (Y, Λ̃) и (Z, Λ′) — линейные

пространства, G⊂X и M ⊂Y — непустые подмноже-
ства, f :G→Y и ϕ :M→Z — некоторые функции, причем
H = f−1(M) 6= Ø, x∈H, y= f(x), h∈X и X0 = {rh : r∈R+}, а
Y0⊂Y — такое вещественное векторное подпространство,
что f(H∩(x+X0))− y⊂Y0. Если функция f дифференцируе-
ма в точке x по направлению h и имеет такую производную
A в точке x по направлению h, что A(h)∈Y0, а функция
ϕ вещественно дифференцируема в точке y по Y0 и имеет
вещественную производную B в точке y по Y0, то функция
F :H→Z, определенная равенством F (ξ) =ϕ(f(ξ)), ξ ∈H, диф-
ференируема в точке x по направлению h и имеет производ-
ную C в точке x по направлению h, определенную равенством
C(rh) =B(A(rh)), r∈R+. I



§ 13. Дифференциалы и производные 425

Замечание 3.17. Как известно (см. [47], с. 203—204), если
вещественная функция g определена и непрерывна на отрезке
[a; b] вещественной оси и имеет в каждой точке t∈ (a; b) правую
производную g′+(t), то |g(b)− g(a)|6 (b− a) sup

a<t<b
|g′+(t)|. Кроме

того, если функция g определена и непрерывна на промежутке
(a; b) и имеет на нем непрерывную правую производную, то g
имеет также непрерывную производную на (a; b).

Докажем следующий вариант теоремы о конечных прира-
щениях (см. [47], с. 201—204).

Теорема 3.72. Пусть (X, Λ) и (Y, Λ̃) — линейные прост-
ранства, G⊂X — такое подмножество, что x+ th∈G для
некоторых x∈G и h∈X при всех t∈ [0; 1], а f :G→Y — та-
кая функция, что функция g : [0; 1]→Y , определенная равен-
ством g(t) = f(x+ th), t∈ [0; 1], секвенциально непрерывна. Ес-
ли функция f дифференцируема в каждой точке x+ th, t∈ (0; 1),
по направлению h и имеет производную f ′x+th в точке x+ th
по направлению h, то для любого секвенциально непрерывного
вещественно линейного вещественного функционала ϕ на Y
и функционала Минковского µv всякой вещественно уравно-
вешенной выпуклой окрестности нуля v пространства (Y, Λ̃)
выполняются неравенства

|ϕ(f(x+ h)− f(x))| 6 sup
0<t<1

|ϕ(f ′x+th(h))|, (2)

µv(f(x+ h)− f(x)) 6 sup
0<t<1

µv(f ′x+th(h)). (3)

Если же функция f вещественно дифференцируема в каждой
точке x+ th, t∈ (0; 1), по одномерному вещественному век-
торному подпространству X0 = {rh : r∈R} и имеет вещест-
венную производную f ′x+th в точке x+ th по X0, то справедли-
вы неравенства (2), (3) и, кроме того, для каждого указанного
выше функционала ϕ существует такое число θ∈ (0; 1), что

ϕ(f(x+ h)− f(x)) = ϕ(f ′x+θh(h)). (4)

J Пусть ϕ — секвенциально непрерывный вещественно ли-
нейный вещественный функционал на Y . Рассмотрим функцию
ψ, определенную равенством ψ(t) =ϕ(f(x+ th)), t∈ [0; 1]. Оче-
видно, функция ψ непрерывна. Докажем, что ψ имеет правую
производную ψ′+(t) в каждой точке t∈ (0; 1), причем ψ′+(t) =
=ϕ(f ′x+th(h)). С этой целью рассмотрим сходящуюся к нулю
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последовательность чисел rn ∈ (0; 1− t), n∈N. Из равенства

r−1
n (ψ(t+ rn)− ψ(t))− ϕ(f ′x+th(h)) =

= ϕ(r−1
n (f(x+ th+ rnh)− f(x+ th)− f ′x+th(rnh)))

в силу секвенциальной непреривности ϕ получаем

ψ′+(t) = lim
n
r−1
n (ψ(t+ rn)− ψ(t)) = ϕ(f ′x+th(h)).

Из указанных свойств функции ψ с учетом замечания 3.17 выте-
кает, что |ψ(1)−ψ(0)|6 sup

0<t<1
|ψ′+(t)|. Отсюда с учетом равенств

ψ(1) =ϕ(f(x+h)) и ψ(0) =ϕ(f(x)) получаем (2). Пусть µv —
функционал Минковского вещественно уравновешенной выпук-
лой окрестности нуля v в (Y, Λ̃). В силу теоремы Хана−Банаха о
продолжении линейного функционала с сохранением мажоран-
ты можно так выбрать функционал ϕ, что ϕ(f(x+h)− f(x)) =
=µv(f(x+h)− f(x)) и |ϕ(y)|6µv(y) для всех y ∈Y . Тогда из
(2) получим (3).

Предположим теперь, что функция f вещественно диффе-
ренцируема в каждой точке x+ th, t∈ (0; 1), по X0. Тогда, как
легко убедиться, функция ψ имеет производную ψ′(t) в каж-
дой точке t∈ (0; 1), причем ψ′(t) =ϕ(f ′x+th(h)). Согласно теоре-
ме Лагранжа (см. [61], с. 226), существует такое число θ∈ (0; 1),
что ψ(1)−ψ(0) =ψ′(θ), т. е. выполняется равенство (4). I

Следующая теорема тоже обобщает и усиливает результат,
известный в случае нормированных линейных пространств (см.
[47], с. 204—206).

Теорема 3.73. Пусть (X, Λ) — линейное пространство,
X0⊂X — вещественное векторное подпространство, G⊂X —
непустое открытое подмножество, (Y, λ̃) — линейное прост-
ранство с операцией однозначного предела, в котором система
всех выпуклых окрестностей нуля определяет операцию пре-
дела λ̃, f :G→Y — секвенциально непрерывная функция, диф-
ференцируемая в каждой точке x∈G по направлению любого
вектора e∈X0, а Ax :X0→Y для каждого x∈G — такое отоб-
ражение, что при любом e∈X0 сужение отображения Ax на
множестве {αe :α∈R+} является производной функции f в
точке x по направлению e. Пусть, кроме того, для каждого
x∈G выполняются следующие условия:

1) отображение Ax секвенциально непрерывно в нуле;
2) если векторы e∈X0, h∈X0 и сходящиеся к нулю по-
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следовательности вещественных чисел rn и tn, n∈N, такие,
что x+ rne+ tnh∈G для всех n∈N, то последовательность
векторов Ax+rne+tnh(e), n∈N, сходится к Ax(e) в (Y, λ̃);

3) если последовательность чисел tn> 0, n∈N, и сходя-
щаяся к нулю последовательность векторов hn ∈X0, n∈N,
такие, что последовательность (tnhn :n∈N) ограничена и
x+hn ∈G для всех n∈N, то последовательность векторов
Ax+hn(tnhn)−Ax(tnhn), n∈N, сходится к нулю в (Y, λ̃).

Тогда функция f вещественно дифференцируема в каждой
точке x∈G по X0, а Ax является ее вещественной производной
(притом единственной) в точке x по X0.

J Сначала докажем, что для каждого x∈G отображение Ax
вещественно линейно. Так как Ax положительно однородно, то
Ax(0) = 0. Рассмотрим некоторые e∈X0, h∈X0 и секвенциаль-
но непрерывный вещественно линейный вещественный функци-
онал ϕ на Y . Поскольку множество G открыто, число ε> 0 мож-
но выбрать так, чтобы x+ re+ th∈G при всех |r|<ε и |t|<ε.
Функцию g двух вещественных переменных определим равен-
ством g(r, t) =ϕ(f(x+ re+ th)) для всех |r|<ε и |t|<ε. Из
условия 2) с учетом замечания 3.17 вытекает, что g имеет непре-
рывные частные производные g′r и g′t, причем

g′r(r, t) = ϕ(Ax+re+th(e)), g′t(r, t) = ϕ(Ax+re+th(h)).

Пусть α и β — некоторые вещественные числа. Выберем число
ε′ ∈ (0; ε) так, чтобы x+ rαe+ tβh∈G при всех |r|<ε′ и |t|<ε′.
Рассмотрим также функцию p, определенную равенством

p(s) = g(αs, βs) = ϕ(f(x+ s(αe+ βh))), |s|<ε′.
Функция p имеет непрерывную производную p′, причем, с одной
стороны, p′(s) =αg′r(αs, βs) +βg′t(αs, βs), а с другой стороны,
p′(s) =ϕ(Ax+s(αe+βh)(αe+βh)). В частности, имеем

p′(0) = αg′r(0, 0) + βg′t(0, 0) = αϕ(Ax(e)) + βϕ(Ax(h))

и p′(0) =ϕ(Ax(αe+βh)). Поэтому

ϕ(Ax(αe+ βh)) = ϕ(αAx(e) + βAx(h)).

Однако в силу теоремы 3.65 при условии, наложенном на про-
странство (Y, λ̃), множество всех секвенциально непрерывных
вещественно линейных вещественных функционалов, определен-
ных на Y , разделяет точки в Y . Поэтому из последнего равен-
ства получаем Ax(αe+βh) =αAx(e) +βAx(h). Тем самым ве-
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щественная линейность отображения Ax доказана.
Теперь докажем, что вещественно линейное отображение Ax,

которое, по условию 1), секвенциально непрерывно, является
вещественной производной функции f в точке x по X0. Рас-
смотрим такой вектор h∈X0, что x+ th∈G при всех t∈ [0; 1].
Функцию ψ определим равенством ψ(t) =ϕ(f(x+ th)− tAx(h)),
t∈ [0; 1]. Функция ψ непрерывна и имеет на (0; 1) непрерывную
производную ψ′, причем ψ′(t) =ϕ(Ax+th(h)−Ax(h)), t∈ (0; 1).
По теореме Лагранжа, ψ(1)−ψ(0) =ψ′(θ), где θ∈ (0; 1) — неко-
торое число. Отсюда получаем

ϕ(f(x+ h)− f(x)−Ax(h)) = ϕ(Ax+θh(h)−Ax(h)). (5)
В этом равенстве число θ зависит от ϕ. Пусть µv — функционал
Минковского вещественно уравновешенной выпуклой окрестно-
сти нуля v в (Y, λ̃). Выберем ϕ так, чтобы

ϕ(f(x+ h)− f(x)−Ax(h)) = µv(f(x+ h)− f(x)−Ax(h))

и |ϕ(y)|6µv(y) для всех y ∈Y . Тогда из (5) получим

µv(f(x+ h)− f(x)−Ax(h)) 6 µv(Ax+θh(h)−Ax(h)). (6)
Рассмотрим сходящуюся к нулю последовательность векто-

ров hn ∈X0, n∈N. Очевидно, существует такое m∈N, что
x+ rhn ∈G при всех r∈ [0; 1] и n>m. Без нарушения общности
можно считать x+ rhn ∈G при всех r∈ [0; 1] и n∈N. Пусть по-
следовательность чисел tn> 0, n∈N, такая, что последователь-
ность векторов tnhn, n∈N, ограничена. В силу (6) для каждого
n∈N выполняется неравенство
µv(tn(f(x+hn)−f(x)−Ax(hn))) 6 µv(Ax+θnhn(tnhn)−Ax(tnhn))

с некоторым θn ∈ (0; 1). Из условия 3) вытекает, что

lim
n
µv(Ax+θnhn(tnhn)−Ax(tnhn)) = 0.

Следовательно, lim
n
µv(tn(f(x+hn)− f(x)−Ax(hn))) = 0. Одна-

ко система всех выпуклых окрестностей нуля пространства
(Y, λ̃) определяет операцию предела λ̃. Поэтому из послед-
него равенства вытекает, что последовательность векторов
tn(f(x+hn)− f(x)−Ax(hn)), n∈N, сходится к нулю в (Y, λ̃).
А это означает, что Ax является вещественной производной
функции f в точке x по X0. Единственность вещественной про-
изводной функции f в каждой точке x∈G по X0 вытекает из
утверждения, аналогичного предложению 3.59. I
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§ 14. Дифференцируемость нормы

Исследуем несколько вопросов, связанных со свойством диф-
ференцируемости нормы (в связи с этим см. [30], с. 482—511; [23],
с. 27—43). Доказанные здесь утверждения могут быть сформу-
лированы также для полунормы.

Предложение 3.61. Пусть x и h — векторы нормирован-
ного линейного пространства, а r, t, t′ — числа из R. Тогда

‖x+(rt+(1−r)t′)h‖ 6 r‖x+th‖+(1−r)‖x+t′h‖, r∈ [0; 1], (1)

‖x+ th‖+ ‖x− th‖ 6 ‖x+ t′h‖+ ‖x− t′h‖, |t| 6 |t′|, (2)
‖h‖ > ‖tx+h‖−t‖x‖ > ‖t′x+h‖−t′‖x‖ > −‖h‖, 0 6 t6 t′, (3)

0 6 ‖tx+ h‖+ ‖tx− h‖ − 2t‖x‖ 6 2‖h‖, t > 0. (4)
J В доказательстве нуждается лишь (2). Достаточно рас-

смотреть случай 0 6 t< t′. Обозначим α= (t′− t)(t′ + t)−1. С уче-
том (1 +α)−1(1−α)t′ = t и αt− (1−α)t′ =−t имеем

‖x+ t′h‖+‖x− t′h‖ = (‖x+ t′h‖+α‖x− t′h‖)+(1−α)‖x− t′h‖ >

> ‖(1 + α)x+ (1− α)t′h‖+ (1− α)‖x− t′h‖ =

= (1 + α)‖x+ (1 + α)−1(1− α)t′h‖+ (1− α)‖x− t′h‖ =

= (1 + α)‖x+ th‖+ (1− α)‖x− t′h‖ =

= ‖x+ th‖+ α‖x+ th‖+ (1− α)‖x− t′h‖ >

> ‖x+ th‖+ ‖x+ (αt− (1− α)t′)h‖ = ‖x+ th‖+ ‖x− th‖. I

В силу неравенства (1) функция ψ : R→R+, определенная
равенством ψ(t) = ‖x+ th‖, t∈R, удовлетворяет неравенству

ψ(rt+ (1− r)t′) 6 rψ(t) + (1− r)ψ(t′)

для всех t, t′ из R и r∈ [0; 1], т. е. она выпуклая. Отсюда, как
известно, следует, что функция ψ имеет односторонние произ-
водные в каждой точке t∈R и может не быть дифференциру-
емой лишь в точках некоторого множества, имеющего нулевую
меру Лебега. Из этого свойства функции ψ вытекает, что норма
дифференцируема в точке x+ th по направлению каждого из
векторов h и −h при каждом t∈R и вещественно дифференци-
руема в точке x+ th по одномерному вещественному векторному
подпространству {αh :α∈R} при всех t∈R, кроме некоторого
множества значений, имеющего нулевую меру Лебега.
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Теорема 3.74. Пусть x и h — векторы в нормированном
линейном пространстве X. Тогда для любой сходящейся к
нулю последовательности чисел rn> 0, n∈N, последователь-
ность чисел ‖r−1

n x+h‖− r−1
n ‖x‖, n∈N, сходится и ее предел

не зависит от выбора (rn :n∈N). При этом для каждого x∈X
по формуле

px(h) = lim
n

(‖r−1
n x+ h‖ − r−1

n ‖x‖), h∈X, (5)

определяется функционал px :X→R, относительно которого
справедливы следующие утверждения:

a) px(h) = inf
t>0

(‖tx+h‖− t‖x‖);

б) px(αx) =<α ‖x‖ для любого числа α и, следовательно,
px(0) = 0, px(x) = ‖x‖, px(αx) + px(−αx) = 0;

в) |px(h)|6‖h‖, px(h)+px(−h)>0 и px(αh)=αpx(h) при α> 0;
г) для любых h1 и h2 из X

px(h1)− px(−h2) 6 px(h1 + h2) 6 px(h1) + px(h2),

|px(h1)− px(h2)| 6 ‖h1 − h2‖,
причем если px(h2) + px(−h2) = 0, то

px(h1 + h2) = px(h1) + px(h2)

и, значит, px(h+αx) = px(h) +<α ‖x‖ для любого числа α;
д) функционал px секвенциально равномерно непрерывен;
е) для каждого вектора e сужение функционала px на мно-

жестве {αe :α> 0} является производной нормы в точке x по
направлению e;

ж) для каждого вещественно линейно независимого с x
вектора h существуют две такие вещественные линейные
комбинации e1 =α1x+β1h и e2 =α2x−β2h с β1> 0 и β2> 0,
что ‖e1‖= ‖e2‖= 1, e1 6= e2 и px(e1) = px(e2) = 0;

з) множество X̃ = {h∈X : px(h) + px(−h) = 0} является
замкнутым вещественным векторным подпространством, со-
держащим αx для любого числа α, причем сужение функцио-
нала px на X̃ является вещественно линейным функционалом,
а сужение функционала px на каждом конечномерном веще-
ственном векторном подпространстве X1⊂ X̃ является веще-
ственной производной нормы в точке x по X1;

и) p0(h) = ‖h‖ и pαx(h) = px(|α|α−1h) для любого числа α 6= 0;
к) если ‖x1 +x2‖= ‖x1‖+ ‖x2‖, то для любых h1 и h2 из X
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px1+x2(h1 + h2) 6 px1(h1) + px2(h2),
а если ‖x1 +x2‖= ‖x1‖ − ‖x2‖, то

px1+x2(h1 + h2) > px1(h1)− px2(h2).

J В силу неравенств (3) функция ϕ : R+→R, определенная
равенством ϕ(t) = ‖tx+h‖− t‖x‖, t> 0, монотонна и ограниче-
на. Поэтому для любой сходящейся к нулю последовательности
чисел rn> 0, n∈N, существует предел (5), который не зависит
от выбора (rn :n∈N) и для которого имеет место утверждение
a). Утверждения в), е), и) очевидны, а д) следует из г). Докажем
утверждения б), г), ж), з), к).

(б) Для любого t> 0 имеем

‖tx+αx‖− t‖x‖ = (|t+α|− t)‖x‖ = <α ‖x‖+(|t+α|− t−<α)‖x‖.
Однако inf

t>0
(|t+α| − t−<α) = 0. Поэтому px(αx) =<α ‖x‖.

(г) Для любого t> 0 имеем

(‖2tx−h1‖−2t‖x‖)− (‖tx−h2‖− t‖x‖) 6 ‖tx+h1 +h2‖− t‖x‖ 6

6 (‖2−1tx+ h1‖ − 2−1t‖x‖) + (‖2−1tx+ h2‖ − 2−1t‖x‖).
Отсюда получаем, что

px(h1)− px(−h2) 6 px(h1 + h2) 6 px(h1) + px(h2).

В силу первого из полученных неравенств с учетом в) имеем

px(h1)− px(h2) 6 px(h1 − h2) 6 ‖h1 − h2‖,
px(h2)− px(h1) 6 px(h2 − h1) 6 ‖h2 − h1‖.

Поэтому |px(h1)− px(h2)|6 ‖h1−h2‖. Пусть px(h2) + px(−h2) =
= 0. Тогда
px(h1)+px(h2) = px(h1)−px(−h2) 6 px(h1+h2) 6 px(h1)+px(h2).

Следовательно, px(h1 +h2) = px(h1) + px(h2).
(ж) Пусть α′1 =− px(h)‖x‖−1 и α′2 =−px(−h)‖x‖−1. В силу б)

и г) имеем

px(α′1x+ h) = px(α′1x) + px(h) = α′1‖x‖+ px(h) = 0,

px(α′2x− h) = px(α′2x) + px(−h) = α′2‖x‖+ px(−h) = 0.
Обозначим β1 = ‖α′1x+h‖−1, β2 = ‖α′2x−h‖−1, α1 =α′1β1 и α2 =
=α′2β2. Очевидно, векторы e1 =α1x+β1h и e2 =α2x−β2h удов-
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летворяют требованиям теоремы.
(з) Поскольку при x= 0 в силу p0(h) = ‖h‖ имеем X̃ = {0},

нужно рассматривать случай x 6= 0. Если h∈ X̃ и α∈R, то, оче-
видно, αh∈ X̃ и px(αh) =αpx(h). Для h1 ∈ X̃ и h2 ∈ X̃ в силу г)
имеем px(h1 +h2) = px(h1) + px(h2) и

px(h1+h2)+px(−h1−h2) = px(h1)+px(h2)+px(−h1)+px(−h2) = 0,

т. е. h1 +h2 ∈ X̃. Поэтому X̃ является вещественным векторным
подпространством, а сужение функционала px на X̃ является ве-
щественно линейным функционалом. Замкнутость X̃ следует из
секвенциальной непрерывности px. Рассмотрим конечномерное
вещественное векторное подпространство X1⊂ X̃ и сходящуюся
к нулю последовательность ненулевых векторов hn ∈X1, n∈N.
Обозначим tn = ‖hn‖ и en = t−1

n hn. Докажем, что последователь-
ность чисел
t−1
n (‖x+hn‖−‖x‖−px(hn)) = ‖t−1

n x+en‖−t−1
n ‖x‖−px(en), n∈N,

(6)
сходится к нулю. Для этого достаточно доказать, что каждая
подпоследовательность этой последовательности обладает схо-
дящейся к нулю подпоследовательностью. Так как X1 конеч-
номерно и ‖en‖= 1 для всех n ∈ N, то каждая подпоследова-
тельность последовательности (en :n∈N) обладает сходящейся
подпоследовательностью (ekn :n∈N). Пусть e — предел после-
довательности (ekn :n∈N). Тогда

0 6 ‖t−1
kn
x+ ekn‖ − t−1

kn
‖x‖ − px(ekn) 6

6 (‖t−1
kn
x+ e‖ − t−1

kn
‖x‖ − px(e)) + ‖ekn − e‖+ (px(e)− px(ekn)).

Следовательно, lim
n

(‖t−1
kn
x+ ekn‖− t−1

kn
‖x‖− px(ekn)) = 0 и, зна-

чит, последовательность чисел (6) сходится к нулю. Поэтому
сужение функционала px на X1 является вещественной произ-
водной нормы в точке x по X1.

(к) Если ‖x1 +x2‖= ‖x1‖+ ‖x2‖, то для всех t> 0

‖t(x1 + x2) + h1 + h2‖ − t‖x1 + x2‖ 6

6 (‖tx1 + h1‖ − t‖x1‖) + (‖tx2 + h2‖ − t‖x2‖).
Отсюда следует, что px1+x2(h1 +h2) 6 px1(h1) + px2(h2). Если же
‖x1 +x2‖= ‖x1‖−‖x2‖, то
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‖t(x1 + x2) + h1 + h2‖ − t‖x1 + x2‖ >

> (‖tx1 + h1‖ − t‖x1‖)− (‖tx2 + h2‖ − t‖x2‖)
и, значит, px1+x2(h1 +h2) > px1(h1)− px2(h2). I

В связи с утвержением з) теоремы 3.74 отметим, что норма
может не быть вещественно дифференцируемой в точке x по X̃
(см. пример в § 16, n◦ 14). Заметим еще, что любая норма не яв-
ляется вещественно дифференцируемой в нуле по одномерному
вещественному векторному подпространству.

Для векторного пространстваX над числовым полем K отоб-
ражение (x, y) 7→ 〈x, y〉 декартова произведения X×X в K назы-
вается квазискалярным произведением на X, если

1) 〈x, x〉> 0 для всех x∈X;
2) 〈x, y〉= 〈y, x〉 для всех x и y из X;
3) 〈x+ z, y〉= 〈x, y〉+ 〈z, y〉 для всех x, y и z из X;
4) 〈αx, y〉=α〈x, y〉 для всех x∈X, y ∈X и α∈K.

При этом число 〈x, y〉 называется квазискалярным произведе-
нием векторов x и y, а пара (X, 〈· , ·〉) называется линейным
пространством с квазискалярным произведением.

На векторном пространстве X квазискалярное произведе-
ние определяет по формуле p(x) =

√
〈x, x〉, x∈X, полунорму

p, причем |〈x, y〉|6 p(x)p(y) для всех x и y из X. При помо-
щи квазискалярного произведения определяются вX две линей-
ные операции предела Λ и Λ∗. Именно: для x∈X и последова-
тельности x̂= (xn :n∈N) в X считается x∈Λ(x̂) (x∈Λ∗(x̂)), ес-
ли lim

n
〈xn−x, xn−x〉= 0 (соответственно lim

n
〈xn−x, y〉= 0 для

всех y ∈X). Ясно, что Λ 6 Λ∗ и Λ(0̇) = Λ∗(0̇), причем Λ совпадает
с операцией предела, определенной полунормой p, а Λ∗ совпада-
ет с операцией предела ослабленной сходимости, соответствую-
щей пространству (X, Λ) (ее будем называть операцией предела
ослабленной сходимости, определенной квазискалярным произ-
ведением). Заметим, что если одно из линейных пространств
(X, Λ) и (X, Λ∗) полно, то другое тоже полно.

Квазискалярное произведение называется скалярным произ-
ведением, если равенство 〈x, x〉= 0 имеет место только для
x= 0. В этом случае по формуле ‖x‖=

√
〈x, x〉, x∈X опреде-

ляется норма на X, причем |〈x, y〉|6 ‖x‖‖y‖ для всех x и y из
X. Полное линейное пространство со скалярным произведением
называется гильбертовым пространством.
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Теорема 3.75. Если в нормированном линейном прост-
ранстве X норма порождается скалярным произведением, то
она вещественно дифференцируема в каждой точке x 6= 0, а
‖x‖−1<〈h, x〉 является ее вещественным дифференциалом в
точке x при приращении h∈X. Обратно, если для любых не-
нулевых векторов x и h выполняются равенства px + p−x = 0,
‖x‖px(h) = ‖h‖ph(x) (они также необходимы), то норма поро-
ждается скалярным произведением, причем <〈h, x〉= ‖x‖px(h)
для всех x и h (т. е. 〈h, x〉= ‖x‖px(h) в случае вещественного
пространства и 〈h, x〉= ‖x‖(px(h) + ipix(h)) в случае комплекс-
ного пространства).

J Пусть норма порождается скалярным произведением.
Тогда для любых ненулевых векторов x и h имеем

‖x+ h‖ − ‖x‖ = (‖x+ h‖2 − ‖x‖2)(‖x+ h‖+ ‖x‖)−1 =

= (2<〈h, x〉+ ‖h‖2)(‖x+ h‖+ ‖x‖)−1 =

= ‖x‖−1<〈h, x〉 − (‖x+ h‖ − ‖x‖)<〈h, x〉
‖x‖(‖x+ h‖+ ‖x‖)

+
‖h‖2

‖x+ h‖+ ‖x‖
.

Отсюда получаем неравенство

‖h‖−1|‖x+ h‖ − ‖x‖ − ‖x‖−1<〈h, x〉| 6

6 (‖x+ h‖ − ‖x‖+ ‖h‖)(‖x+ h‖+ ‖x‖)−1,

из которого следует утверждение относительно ‖x‖−1<〈h, x〉.
С использованием теоремы 3.74 проверка справедливости

обратного утверждения не вызывает затруднений. I
Замечание 3.18. Известно также другое необходимое и до-

статочное условие, при котором норма на векторном простран-
стве X порождается скалярным произведением (см. [38], с. 162).
Это — выполнение равенства

‖x+ h‖2 + ‖x− h‖2 = 2(‖x‖2 + ‖h‖2)
для всех x и h из X. При наличии этого равенства скалярное
произведение, порождающее рассматриваемую норму, в случае
вещественного пространства определяется для всех x и h из X
равенством 〈x, h〉= 1

4(‖x+h‖2−‖x−h‖2), а в комплексном слу-
чае — равенством

〈x, h〉 = 1
4((‖x+ h‖2 − ‖x− h‖2) + i(‖x+ ih‖2 − ‖x− ih‖2)).

Замечание 3.19. Пусть (X, 〈· , ·〉) — бесконечномерное ве-
щественное гильбертово пространство, а λ∗ — операция пре-
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дела ослабленной сходимости, определенная в X скалярным
произведением. Функционал f на X, определенный равенством
f(x) = ‖x‖2 = 〈x, x〉, x∈X, не является λ∗-секвенциально непре-
рывным ни в одной точке, хотя f дифференцируем по Себа-
штьяну э Сильва в любой точке (в качестве векторной топо-
логии в X, определяющей операцию предела λ∗, принимается
ослабленная топология (см. замечание 3.15)).

Пусть X и Y — нормированные линейные пространства,
X0⊂X — вещественное векторное подпространство, а f :X0→Y
— секвенциально непрерывное в нуле положительно однородное
отображение. Нормой отображения f называется число, обозна-
чаемое через ‖f‖ и определяемое равенством

‖f‖ = sup {‖f(ξ)‖ : ξ ∈X0, ‖ξ‖6 1}
(секвенциальная непрерывность f в нуле необходима и доста-
точна для конечности правой части этого равенства).

С учетом обозначений, использованных в теореме 3.74, спра-
ведлива

Теорема 3.76. Пусть X — нормированное линейное про-
странство, X0⊂X — вещественное векторное подпростран-
ство, f :X0→R — такой секвенциально непрерывный веще-
ственно линейный функционал, что f(x) = ‖f‖ 6= 0 для неко-
торого x∈X0 с ‖x‖= 1, X ′

0 — ядро функционала f , а X ′′
0 =

=X ′
0	 (X̃∩X ′

0). Тогда справедливы следующие утверждения.
а) f(h) 6 ‖f‖px(h) для всех h∈X0, причем f(h) = ‖f‖px(h)

для h∈ X̃∩X0.
б) Для любых z ∈X и h∈X ′

0 справедливы неравенства
px(z−h) >−px(−z) и px(h− z) >−px(z), причем

inf
h∈X′

0

px(z−h) = inf
h∈X′′

0

px(z−h), inf
h∈X′

0

px(h− z) = inf
h∈X′′

0

px(h− z),

(7)
0 6 inf

h∈X′
0

px(z − h) + inf
h∈X′

0

px(h− z) 6 px(z) + px(−z). (8)

Множество X̃0 тех z ∈X, для которых
inf
h∈X′

0

px(z − h) + inf
h∈X′

0

px(h− z) = 0, (9)

является замкнутым вещественным векторным подпростран-
ством, содержащим X̃ +X0, причем если X0⊂ X̃, то X̃0 = X̃.

в) Если X ′⊂X — вещественное векторное подпростран-
ство, содержащее X0, а F :X ′→R — такой вещественно ли-
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нейный функционал, что F (h) = f(h) для всех h∈X0, то ра-
венство ‖F‖= ‖f‖ имеет место тогда и только тогда, когда
F (h) 6 ‖f‖px(h) для всех h∈X ′ (т. е. всякое вещественно ли-
нейное вещественное продолжение функционала f на X ′ с со-
хранением нормы является продолжением с сохранением ма-
жоранты ‖f‖px и обратно).

г) Функционал f тогда и только тогда допускает един-
ственное вещественно линейное вещественное продолжение с
сохранением нормы на вещественное векторное подпростран-
ство X ′⊂X, содержащее X0, когда X ′⊂ X̃0 (т. е. X̃0 являет-
ся наибольшим вещественным векторным подпространством
в X, на которое f допускает единственное вещественно ли-
нейное вещественное продолжение с сохранением нормы).

J (а) Для всех h∈X0 и t> 0 имеем

f(h) = f(tx+ h)− tf(x) 6 ‖f‖(‖tx+ h‖ − t‖x‖).

Отсюда вытекает, что f(h) 6 ‖f‖px(h). Если h∈ X̃∩X0, то

−f(h) = f(−h) 6 ‖f‖px(−h) = −‖f‖px(h).

Поэтому f(h) > ‖f‖px(h) и, следовательно, f(h) = ‖f‖px(h).
(б) Если h∈X ′

0, то в силу а) px(h) > 0 и px(−h) > 0, причем
если h∈ X̃∩X ′

0, то px(h) = px(−h) = 0. В силу утверждения г)
теоремы 3.74 для любых z ∈X и h∈X ′

0 имеем

px(z − h) > px(−h)− px(−z) > −px(−z),

px(h− z) > px(−h)− px(z) > −px(z).

Вектор h∈X ′
0 представим в виде h=h′ +h′′, где h′ ∈ X̃∩X ′

0 и
h′′ ∈X ′′

0 . Тогда

px(z − h) = px(z − h′′) + px(−h′) = px(z − h′′),

px(h− z) = px(h′) + px(h′′ − z) = px(h′′ − z).

Отсюда получаются равенства (7). Если h1 ∈X ′
0 и h2 ∈X ′

0, то

0 6 px(h2 − h1) 6 px(z − h1) + px(h2 − z) 6

6 px(z) + px(−z) + px(−h1) + px(h2).
Поэтому имеют место неравенства (8).

Для любых z ∈ X̃0 и α∈R
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inf
h∈X′

0

px(αz − h) + inf
h∈X′

0

px(h− αz) =

= |α|( inf
h∈X′

0

px(z − h) + inf
h∈X′

0

px(h− z)) = 0,

т. е. αz ∈ X̃0. Пусть z1 и z2 — векторы из X̃0, а h1, h2, h′1 и h′2
— векторы из X̃ ′

0. Тогда

0 6 px(h′1+h′2−h1−h2) 6 px(z1+z2−h1−h2)+px(h′1+h′2−z1−z2) 6

6 px(z1 − h1) + px(z2 − h2) + px(h′1 − z1) + px(h′2 − z2).
Отсюда следует, что

inf
h∈X′

0

px(z1 + z2 − h) + inf
h∈X′

0

px(h− z1 − z2) = 0,

т. е. z1 + z2 ∈ X̃0. Тем самым X̃0 является вещественным век-
торным подпространством в X. Замкнутость X̃0 легко вытека-
ет из секвенциальной непрерывности px. Пусть z ∈X0. Нетруд-
но убедиться, что z можно представить в виде z=αx+h′, где
h′ ∈X ′

0 и α∈R. Поэтому для любых h1 ∈X ′
0 и h2 ∈X ′

0

px(z − h1) + px(h2 − z) = px(αx) + px(h′ − h1)+

+px(h2 − h′) + px(−αx) = px(h′ − h1) + px(h2 − h′).

Отсюда получаем, что для z выполняется (9), т. е. z ∈ X̃0 и,
значит, X0⊂ X̃0. Если же z ∈ X̃, то
px(z − h1) + px(h2 − z) = px(z) + px(−h1) + px(h2) + px(−z) =

= px(−h1) + px(h2).

Отсюда опять вытекает, что для z выполняется (9), т. е. z ∈ X̃0

и, значит, X̃ ⊂ X̃0. Таким образом, X0 + X̃ ⊂ X̃0. Пусть X0⊂ X̃0

и z ∈ X̃0. Тогда
px(z − h1) + px(h2 − z) = px(z) + px(−h1) + px(h2) + px(−z) =

= px(z) + px(−z).
Отсюда в силу (9) получаем, что px(z) + px(−z) = 0, т. е. z ∈ X̃.
Поэтому X̃0⊂ X̃ и, следовательно, X̃0 = X̃.

(в) Пусть вещественно линейный функционал F :X ′→R, где
X0⊂X ′⊂X, такой, что ‖F‖= ‖f‖ и F (h) = f(h) для всех h∈X0.
Тогда F (x) = f(x) = ‖f‖= ‖F‖. Поэтому в силу утверждения а)
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F (h) 6 ‖F‖px(h) = ‖f‖px(h) для всех h∈X ′. Обратно, если F
является вещественно линейным вещественным продолжением
функционала f , таким, что F (h) 6 ‖f‖px(h) для всех h∈X ′, то
F (h) 6 ‖f‖‖h‖ и, следовательно, ‖F‖= ‖f‖.

(г) Пусть F :X ′→R — вещественно линейное продолжение
функционала f с сохранением нормы на некоторое веществен-
ное векторное подпространство X ′⊂X, содержащее X0. Такой
функционал F существует согласно известной теореме Хана−
Банаха для нормированных линейных пространств (см., напри-
мер, [47], с. 138). Пусть z ∈X ′. Из (8) следует, что если обо-
значить ϕ(z) = inf

h∈X′
0

‖f‖px(z−h), то −ϕ(−z) 6ϕ(z). Очевидно,

F (z) =F (z−h) 6 ‖f‖px(z−h) и −F (z) =F (h− z) 6 ‖f‖px(h− z)
при h∈X ′

0. Поэтому −ϕ(−z) 6F (z) 6ϕ(z). Пусть число b та-
кое, что −ϕ(−z) 6 b6ϕ(z). Отсюда, как легко убедиться, сле-
дует −ϕ(−tz) 6 tb6ϕ(tz) для всех t∈R. При z ∈X ′\X0 на ве-
щественном векторном подпространстве {y+ tz : y ∈X0, t∈R}
определим вещественно линейный функционал F1 при помощи
равенства F1(y+ tz) = f(y) + tb. Вектор y ∈X0 представим в ви-
де y=αx−h, где h∈X ′

0 и α∈R. Тогда

F1(y + tz) = f(αx) + tb = ‖f‖px(αx) + tb 6

6 ‖f‖(px(αx) + px(tz − h)) = ‖f‖px(αx− h+ tz) =
= ‖f‖Px(y + tz) 6 ‖f‖‖y + tz‖.

Следовательно, F1 является продолжением функционала f с со-
хранением нормы, причем F1(z) = b. Согласно теореме Хана−
Банаха, F1 допускает вещественно линейное вещественное про-
должение на X ′ с сохранением нормы. Отсюда вытекает, что
рассмотренный выше функционал F единственен тогда и толь-
ко тогда, когда −ϕ(−z) =ϕ(z) для всех z ∈X ′. А это равенство
эквивалентно равенству (9). I

Замечание 3.20. Из доказательства теоремы 3.76 ясно, что
всякое вещественно линейное вещественное продолжение функ-
ционала f на X с сохранением нормы является продолжением
с сохранением мажоранты ϕ :X→R, определенной равенством
ϕ(z) = inf

h∈X′
0

‖f‖px(z−h), z ∈X.

Как известно (см. [47], с. 134—140), в нормированном ли-
нейном пространстве X для каждого вектора x 6= 0 существует
такой секвенциально непрерывный вещественно линейный ве-
щественный функционал f , определенный на X, что f(x) = ‖x‖
и ‖f‖=1. При этом X =X0⊕X1, где X0 — ядро функционала f ,
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а X1 = {αx :α∈R}. Кроме того, в случае комплексного про-
странства для любого секвенциально непрерывного линейного
функционала g на X функционал f , определенный равенством
f(h) =<(g(h)), h∈X, является секвенциально непрерывным ве-
щественно линейным вещественным функционалом наX, имею-
щим норму ‖f‖= ‖g‖, причем g(h) = f(h)− if(ih) для всех h∈X.
Обратно, для любого секвенциально непрерывного веществен-
но линейного вещественного функционала f на X функционал
g, определенный равенством g(h) = f(h)− if(ih), h∈X, являет-
ся секвенциально непрерывным линейным функционалом на X,
имеющим норму ‖g‖= ‖f‖. С учетом сказанного из теорем 3.74
и 3.76 вытекает

Следствие 3.16. Пусть X — нормированное линейное
пространство, x∈X — некоторый вектор с нормой ‖x‖= 1,
X1 = {αx :α∈R}, H ′ — множество всех таких h∈X, что
px(h) > 0 и px(−h) > 0, а H0 — множество всех таких h∈X,
что px(h) = px(−h) = 0. Тогда

а) X =H ′ +X1, причем rH ′⊂H ′ для всех r∈R, а H0 явля-
ется вещественным векторным подпространством;

б) равенство H0 =H ′ эквивалентно каждому из равенств
X =H0 +X1 и px + p−x = 0;

в) для ядра X0 всякого секвенциально непрерывного веще-
ственно линейного функционала f :X→R, такого, что f(x) =
= ‖f‖ 6= 0, имеют место включения H0⊂X0⊂H ′, причем вы-
полнение равенства H0 =H ′ необходимо и достаточно для
единственности функционала f с указанными свойствами
при заданной норме ‖f‖;

г) ядро всякого секвенциально непрерывного линейного
функционала g на X, такого, что g(x) = ‖g‖ 6= 0, содержит-
ся в H ′, причем выполнение равенства H0 =H ′ необходимо и
достаточно для единственности функционала g с указанными
свойствами при заданной норме ‖g‖. I

Теорема 3.77. Пусть X — нормированное линейное про-
странство, X0⊂X — векторное подпространство, g — такой
секвенциально непрерывный линейный функционал на X0, что
g(x) = ‖g‖ 6= 0 для некоторого x∈X0 с ‖x‖= 1, Y — ядро функ-
ционала g, а X̃0 — множество всех таких z ∈X, что

inf
y∈Y

px(z − y) + inf
y∈Y

px(y − z) = 0.

Тогда условие X ′⊂ X̃0 необходимо и достаточно для того
чтобы функционал g допускал единственное линейное продол-
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жение с сохранением нормы на векторное подпространство
X ′⊂X, содержащее X0.

J Очевидно, нужно рассматривать случай комплексного
пространства. Вещественно линейный функционал, f :X0→R
определим равенством f(h) =<(g(h)), h∈X0. Тогда g(h) =
= f(h)− if(ih), причем f(x) = g(x) = ‖g‖= ‖f‖. Пусть X ′

0 — яд-
ро функционала f . Легко убедиться, что X ′

0 = {y+ iαx : y ∈Y ,
α∈R}. В силу утверждения г) теоремы 3.74 для любых z ∈X и
h= y+ iαx∈X ′

0 имеем

px(z − h) = px(z − y − iαx) = px(z − y),

px(h− z) = px(y + iαx− z) = px(y − z).
Следовательно,

inf
h∈X′

0

px(z − h) = inf
y∈Y

px(z − y), inf
h∈X′

0

px(h− z) = inf
y∈Y

px(y − z).

Отсюда вытекает, что X̃0 является множеством всех z, удовле-
творяющих равенству (9). Пусть X ′⊂X — векторное подпро-
странство, содержащее X0, а F — вещественно линейное ве-
щественное продолжение на X ′ функционала f с сохранением
нормы. Тогда функционал G, определенный на X ′ равенством
G(h) =F (h)− iF (ih), h∈X ′, является линейным продолжением
функционала g с сохранением нормы. Обратно, если G — линей-
ное продолжение на X ′ функционала g с сохранением нормы, то
функционал F , определенный наX ′ равенством F (h) =<(G(h)),
h∈X ′, является вещественно линейным продолжением функци-
онала f с сохранением нормы, причем G(h) =F (h)− iF (ih). По-
этому в силу утверждения г) теоремы 3.76 функционал g тогда
и только тогда допускает на X ′ единственное линейное продол-
жение с сохранением нормы, когда X ′⊂ X̃0. I

Предложение 3.62. Пусть X — нормированное линейное
пространство, X0⊂X — векторное (вещественное векторное)
подпространство, а f — секвенциально непрерывный линейный
(вещественно линейный вещественный) функционал на X0.
Чтобы функционал f допускал единственное линейное (веще-
ственно линейное вещественное) продолжение на X с сохране-
нием нормы, необходимо выполнение равенства

inf
x′∈X0

inf
x′′∈X0

(‖f‖(‖x′ + z‖+ ‖x′′ − z‖)−<(f(x′ + x′′))) = 0 (10)

для каждого z ∈X, и достаточно выполнение этого равен-
ства для каждого z ∈X\X0.
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J Сначала рассмотрим случай вещественного векторно-
го подпространства X0 и вещественно линейного вещественного
функционала f . В этом случае равенство (10) принимает вид
ψ(z) +ψ(−z) = 0, где ψ(z) = inf

x∈X0

(‖f‖‖x+ z‖− f(x)).

Для любых x′ ∈X0, x′′ ∈X0 и z ∈X имеем

f(x′)+f(x′′) = f(x′+x′′) 6 ‖f‖‖x′+x′′‖ 6 ‖f‖(‖x′+z‖+‖‖x′′−z‖).
Отсюда получаем

(‖f‖‖x′ + z‖ − f(x′)) + (‖f‖‖x′′ − z‖ − f(x′′)) > 0

и, следовательно, ψ(z) +ψ(−z) > 0. Очевидно, ψ(z) +ψ(−z) = 0
при z ∈X0.

Пусть функционал F :X→R является вещественно линей-
ным вещественным продолжением функционала f с сохранени-
ем нормы. Для любых x∈X0 и z ∈X имеем

f(x) + F (z) = F (x+ z) 6 ‖F‖‖x+ z‖ = ‖f‖‖x+ z‖,
f(x)− F (z) = F (x− z) 6 ‖F‖‖x− z‖ = ‖f‖‖x− z‖.

Поэтому −(‖f‖‖x− z‖− f(x)) 6F (z) 6 ‖f‖‖x+ z‖− f(x). От-
сюда следует, что −ψ(−z) 6F (z) 6ψ(z).

С учетом неравенства −ψ(−z) 6ψ(z) рассмотрим некоторое
такое число b, что −ψ(−z) 6 b6ψ(z). Отсюда, как легко убе-
диться, следует, что −ψ(−tz) 6 tb6ψ(tz) для всех t∈R. Исполь-
зуя это, нетрудно убедиться также в справедливости

−‖f‖‖x+ tz‖ 6 f(x) + tb 6 ‖f‖‖x+ tz‖ (11)

для всех x∈X0 и t∈R. При z ∈X\X0 на вещественном век-
торном подпространстве X ′′ = {x+ tz :x∈X0, t∈R} определим
вещественно линейный вещественный функционал F1, поло-
жив F1(x+ tz) = f(x) + tb. В силу (11) имеем |F1(x+ tz)|6
6 ‖f‖‖x+ tz‖. Поэтому F1 является продолжением функциона-
ла f на X ′′ с сохранением нормы, причем F1(z) = b. Однако F1
допускает вещественно линейное вещественное продолжение на
X с сохранением нормы. Отсюда вытекает, что рассмотренный
выше функционал F единственен тогда и только тога, когда
−ψ(−z) =ψ(z) для всех z ∈X\X0. А это равенство эквивалент-
но равенству (10).

Рассмотрим теперь случай, когда линейное пространство ком-
плексное, а функционал f линейный. Вещественно линейный
функционал g :X0→R определим равенством g(x) =<(f(x)),
x∈X0. Тогда f(x) = g(x)− ig(ix), причем ‖f‖= ‖g‖. Поэтому
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равенство (10) выполняется тогда и только тогда, когда

inf
x′∈X0

inf
x′′∈X0

(‖g‖(‖x′ + z‖+ ‖x′′ − z‖)− g(x′ + x′′)) = 0. (12)

Легко доказывается, что функционал f тогда и только тогда
допускает единственное линейное продолжение на X с сохране-
нием нормы, когда g допускает единственное вещественно ли-
нейное вещественное продолжение на X с сохранением нормы.
Однако, как уже было доказано, функционал g тогда и только
тогда допускает единственное вещественно линейное веществен-
ное продолжение на X с сохранением нормы, когда выполняет-
ся равенство (12). Поэтому функционал f тогда и только тогда
допускает единственное линейное продолжение на X с сохране-
нием нормы, когда выполняется равенство (10). I

Теорема 3.78. Пусть X — нормированное линейное про-
странство, X0⊂X — векторное (вещественное векторное)
подпространство, а E= {x∈X0 : ‖x‖= 1} и H =X 	X0. Если
для любых h∈H, последовательности векторов en ∈E, n∈N,
и сходящейся к нулю последовательности чисел rn> 0, n∈N,
выполняется равенство

lim
n

(pen+rnh(h) + pen−rnh(−h)) = 0, (13)

то всякий секвенциально непрерывный линейный (веществен-
но линейный вещественный) функционал f , определенный на
X0, допускает единственное линейное (вещественно линейное
вещественное) продолжение на X с сохранением нормы.

J Очевидно, нужно рассматривать случай ‖f‖ 6= 0. Дока-
жем, что для каждого z ∈X\X0 имеет место (10). Равенство
(10) при помощи обозначений x′ = t−1e− ξ и x′′ = t−1e+ ξ, где
t> 0, e∈E и ξ ∈X0, приведем к виду

inf
t>0

inf
e∈E

inf
ξ∈X0

t−1(‖e+t(z−ξ)‖+‖e−t(z−ξ)‖−2‖f‖−1<(f(e))) = 0.

(14)
Вектор z ∈X\X0 представим в виде z=h+ η, где h∈H и
η ∈X0. Для любой сходящейся к η последовательности векторов
ξn ∈X0, n∈N, имеем

inf
ξ∈X0

(‖e+ t(h+ η − ξ)‖+ ‖e− t(h+ η − ξ)‖) 6

6 lim
n

(‖e+t(h+η−ξn)‖+‖e−t(h+η−ξn)‖) = ‖e+th‖+‖e−th‖.

Поэтому равенство (14) будет доказано, если покажем, что для
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каждого h∈H
inf
t>0

inf
e∈E

t−1(‖e+ th‖+ ‖e− th‖ − 2‖f‖−1<(f(e))) = 0. (15)

Вещественно линейный функционал g :X0→R определим ра-
венством g(x) =<(f(x)), x∈X0. Тогда ‖g‖= ‖f‖. Из определе-
ния нормы положительно однородного отображения следует су-
ществование такой последовательности векторов en ∈E, n∈N,
что lim

n
g(en) = ‖g‖. Следовательно, lim

n
<(f(en)) = ‖f‖. Выберем

сходящуюся к нулю последовательность чисел tn> 0, n∈N, так,
чтобы lim

n
t−1
n (‖f‖−<(f(en))) = 0. Очевидно,

inf
t>0

inf
e∈E

t−1(‖e+ th‖+ ‖e− th‖ − 2‖f‖−1<(f(e))) 6

6 inf
n∈N

t−1
n (‖en + tnh‖+ ‖en − tnh‖ − 2). (16)

Для каждого n∈N рассмотрим функцию ψn : R→R, определен-
ную при помощи равенства ψn(r) = ‖en + rtnh‖+ ‖en− rtnh‖,
r∈R. Функция ψn непрерывна и имеет в каждой точке r∈R
правую производную, равную pen+rtnh(tnh) + pen−rtnh(−tnh). От-
сюда с учетом замечания 3.17 вытекает, что

‖en + tnh‖+ ‖en − tnh‖ − 2 = ψn(1)− ψn(0) 6

6 sup
0<θ<1

(pen+θtnh(tnh) + pen−θtnh(−tnh)).

Поэтому
t−1
n (‖en + tnh‖+ ‖en − tnh‖ − 2) 6

6 sup
0<θ<1

(pen+θtnh(h) + pen−θtnh(−h)).

Следовательно,

t−1
n (‖en+ tnh‖+‖en− tnh‖−2) < pen+rnh(h)+pen−rnh(−h)+n−1,

(17)
где rn ∈ (0; tn) — некоторые числа. Из (13) и (17) следует, что
lim
n
t−1
n (‖en + tnh‖+ ‖en− tnh‖ − 2) = 0. Отсюда в силу (16) вы-

текает справедливость равенства (15). Поэтому, согласно пред-
ложению 3.62, функционал f допускает единственное линейное
(вещественно линейное вещественное) продолжение на X с со-
хранением нормы. I

Отметим, что если в нормированном линейном простран-
стве норма порождается скалярным произведением, то любое
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вещественное векторное подпространство этого пространства
удовлетворяет условию теоремы 3.78 (другие примеры такого
рода приведены в § 16, n◦ 15).

Замечание 3.21. Пусть X — нормированное линейное про-
странство, X0⊂X — такое векторное подпространство, что
каждый определенный на X0 секвенциально непрерывный ли-
нейный функционал допускает единственное линейное продол-
жение на X с сохранением нормы, F ′

0 — векторное простран-
ство всех секвенциально непрерывных линейных функционалов
на X0, а F ′ — множество всех линейных функционалов на X,
являющихся продолжениями функционалов из F ′

0 с сохранени-
ем нормы. Тогда, вообще говоря, F ′ может не быть векторным
пространством. А именно: если F1, F2 и F из F ′ являются со-
ответственно продолжениями функционалов f1, f2 и f1 + f2 из
F ′

0 с сохранением нормы, то может оказаться F 6=F1 +F2, т. е.
‖F‖< ‖F1 +F2‖, и, следовательно, F1 +F2 /∈F ′ (см. пример
в § 16, n◦ 13). Однако если в X норма порождается скалярным
произведением, то F =F1 +F2 и, значит, F ′ является вектор-
ным пространством.

Для нормированного линейного пространства X нормиро-
ванное линейное пространство X∗ всех секвенциально непре-
рывных линейных функционалов на X называется сопряжен-
ным пространством. При этом сопряженное пространство X∗∗

пространства X∗ называется вторым сопряженным простран-
ством пространства X. Если для каждого ϕ∈X∗∗ существует
такое x∈X, что ϕ(f) = f(x) при всех f ∈X∗, то пространство
X называется рефлексивным. При этом указанное отображение
x 7→ϕ является изометрическим изоморфизмом X на X∗∗. Если
пространство X рефлексивно, то его сопряженное пространство
X∗ тоже рефлексивно и для каждого f ∈X∗ существует такое
x∈X с ‖x‖= 1, что f(x) = ‖f‖.

Теорема 3.79. Пусть X — нормированное линейное про-
странство, f0 — такой секвенциально непрерывный линейный
функционал на X, что f0(x) = ‖f0‖ 6= 0 для некоторого x∈X с
‖x‖= 1, X0 — ядро функционала f0, H — множество всех та-
ких h∈X0, что px(h) = 0, а X∗ — сопряженное пространство
и K = {f ∈X∗ : ‖f‖6 ‖f0‖}. Тогда

а) H +H =H, rH ⊂H для любого r> 0 и, значит, H−H
является вещественно линейной оболочкой множества H;

б) если для некоторых f1 ∈K, f2 ∈K и t∈ (0; 1) выполня-
ется равенство f0 = tf1 + (1− t)f2, то f0(x) = f1(x) = f2(x) =
= ‖f0‖= ‖f1‖= ‖f2‖ и <(f1(h)) =<(f2(h)) = 0 при h∈H;
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в) для того чтобы функционал f0 был крайней точкой
шара K необходимо выполнение равенства

inf
h∈Y

inf
h′∈Y

px(y − h)px(h′ − y) = 0 (18)

для любых y ∈X0, Y =X0	{βy :β ∈R} и достаточно выпол-
нение либо равенства H−H =X0, либо равенства (18) для
любых y ∈X0\H−H и замкнутого Y =X0	{βy :β ∈R}, со-
держащего H.

J Утверждение а) очевидно.
(б) Так как ‖f0‖= f0(x) = tf1(x) + (1− t)f2(x), |f1(x)|6

6 ‖f1‖6 ‖f0‖ и |f2(x)|6 ‖f2‖6 ‖f0‖, то f0(x) = f1(x) = f2(x) =
= ‖f0‖= ‖f1‖= ‖f2‖. А равенства <(f1(h)) =<(f2(h)) = 0, h∈
∈H, вытекают из неравенств <(f1(h)) 6 px(h), <(f2(h)) 6 px(h)
и равенств px(h) = 0, tf1(h) + (1− t)f2(h) = 0.

(в) Сначала рассмотрим случай вещественного пространст-
ва X. Пусть f0 — крайняя точка шара K. Предположим для
некоторых y и Y равенство (18) не имеет места. Функционал
ϕ :X→R определим равенством ϕ(z) = inf

h∈Y
‖f0‖px(z−h), z ∈X.

Имеем, что ϕ(ξ) > 0 и ϕ(−ξ) > 0 для всех ξ ∈X0. Поэтому из
предположения ϕ(y)ϕ(−y) 6= 0 следует, что ϕ(y)> 0 и ϕ(−y)> 0.
Выберем число b> 0 так, чтобы b<min {ϕ(y), ϕ(−y)}. Каждый
вектор z ∈X единственным образом представляется в виде
z=αx+βy+ γh с некоторыми h∈Y , α∈R, β ∈R, γ ∈R. Лег-
ко убедиться, что ϕ(z) =α‖f0‖+ϕ(βy), причем |ϕ(z)|6 ‖f0‖‖z‖.
Линейные функционалы f1 и f2 на X определим равенствами
f1(z) =α‖f0‖+βb и f2(z) =α‖f0‖−βb. В силу выбора b имеем
f1(z) 6ϕ(z) и f2(z) 6ϕ(z) для всех z ∈X. Отсюда следует, что
|f1(z)|6 ‖f0‖‖z‖ и |f2(z)|6 ‖f0‖‖z‖. Однако f1(x) = f2(x) = ‖f0‖.
Поэтому ‖f1‖= ‖f2‖= ‖f0‖ и, значит, f1 ∈K, f2 ∈K. Очевид-
но, f1 + f2 = 2f0, причем f1 6= f0 и f2 6= f0, так как f1(y) = b и
f2(y) =−b. Следовательно, f0 не является крайней точкой для
K. Полученное противоречие доказывает справедливость равен-
ства ϕ(y)ϕ(−y) = 0, т. е. равенства (18).

Докажем достаточность. Пусть f0 = tf1 + (1− t)f2 для неко-
торых f1 ∈K, f2 ∈K и t∈ (0; 1). Если H−H =X0, то в силу б)
f0 = f1 = f2, т. е. f0 является крайней точкой для K. В случае
H−H 6=X0 предположим выполняется равенство (18) для лю-
бых y ∈X0\H−H и замкнутого Y =X0	{βy :β ∈R}, содер-
жащего H. В силу б) f0(x) = f1(x) = f2(x) = ‖f0‖= ‖f1‖= ‖f2‖
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и f1(h) = f2(h) = 0 при h∈H. Обозначим через X1 и X2 ядра
функционалов f1 и f2 соответственно. Очевидно, X0∩X1⊂X2
и X0∩X2⊂X1. Для доказательства равенств f0 = f1 = f2 доста-
точно доказать X1 =X0. Допустим X1 6=X0. Тогда X0\X1 6= Ø.
Выберем некоторое y ∈X0\X1 и обозначим Y =X0∩X1. Ясно,
что Y =X0	{βy :β ∈R}, причем Y замкнуто и содержит H.
Рассмотрим введенный выше функционал ϕ. По условию,
ϕ(y)ϕ(−y) = 0. При этом ϕ(y) > 0 и ϕ(−y) > 0. Обозначим че-
рез f ′0 сужение функционала f0 на векторном подпространстве
Y ⊕{αx :α∈R}. Имеем, что f ′0(x) = f0(x) = ‖f0‖= ‖f ′0‖. Кроме
того, f1 и f2 являются линейными продолжениями функционала
f ′0 с сохранением мажоранты ϕ. Поэтому −ϕ(−y) 6 f1(y) 6ϕ(y)
и −ϕ(−y) 6 f2(y) 6ϕ(y). Отсюда в силу ϕ(y)ϕ(−y) = 0 вытека-
ет, что f1(y)f2(y) > 0. Однако tf1(y) + (1− t)f2(y) = 0, f1(y) 6= 0
и, значит, f1(y)f2(y)< 0. Полученное противоречие доказывает,
что X1 =X0, т. е. f0 = f1 = f2. Следовательно, f0 является край-
ней точкой шара K.

В случае комплексного пространства X утверждение легко
доказывается применением приведенных выше рассуждений
к функционалу g0 :X→R, определенному равенством g0(z) =
=<(f0(z)), z ∈X. При этом нужно учесть равенства px(ix) =
= px(−ix) = 0. I

В связи с утверждением в) теоремы 3.79 заметим, что край-
ние точки шара K существуют. Это с использованием теоремы
Банаха−Алаоглу следует из теоремы Крейна−Мильмана (см.
[54], с. 85).

Следствие 3.17. Пусть X — такое нормированное линей-
ное пространство, что px + p−x = 0 для каждого x∈X с ‖x‖= 1,
а X∗ — сопряженное пространство. Если для каждого f ∈X∗

существует вектор x∈X с ‖x‖= 1, для которого f(x) = ‖f‖,
то сфера {f ∈X∗ : ‖f‖= 1} в случае вещественного векторного
пространства X совпадает с множеством {px :x∈X, ‖x‖= 1},
а в комплексном случае — с {px + ipix :x∈X, ‖x‖= 1}. При этом
указанная сфера совпадает с множеством всех крайних точек
шара {f ∈X∗ : ‖f‖6 1}. I

Пусть X — нормированное линейное пространство, а X∗ —
сопряженное пространство. Определим в X операции одно-
значного предела λ и λ′ следующим образом. Для последова-
тельности ĥ= (hn :n∈N) в X и вектора h∈X будем считать
λ(ĥ) =h (λ′(ĥ) =h), если lim

n
px(hn−h) = 0 (lim

n
px(hn) = px(h))

для всех x∈X с ‖x‖= 1. Легко можно доказать, что λ′ удов-
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летворяет условию 2) определения 3.1, а λ является слабейшей
линейной операцией предела, удовлетворяющей условию λ6λ′

(эти свойства выполняются как в случае вещественного про-
странства, так и в комплексном случае). Кроме того, в случае
комплексного пространства равенство λ(ĥ) =h (λ′(ĥ) =h) име-
ет место тогда и только тогда, когда lim

n
(px + ipix)(hn−h) = 0

(lim
n

(px + ipix)(hn) = (px + ipix)(h)) для всех x∈X с ‖x‖= 1. След-
ствие 3.17 показывает, что в некоторых случаях λ совпадает
с операцией предела λ0 ослабленной сходимости, соответству-
ющей пространству X (см. замечание 3.15). Если для каждо-
го f ∈X∗ существует такое x∈X с ‖x‖= 1, что f(x) = ‖f‖, то
λ6λ0. Пусть X∗ в случае вещественного пространства X обо-
значает линейную оболочку множества {px :x∈X, ‖x‖= 1}, а в
комплексном случае — линейную оболочку множества {px + ipix:
x∈X, ‖x‖= 1}. Каждый элемент из X∗, будучи секвенциаль-
но равномерно непрерывным положительно однородным функ-
ционалом на X, имеет конечную норму. Тем самым возникает
нормированное линейное пространство X∗, совпадающее в неко-
торых случаях с X∗. Исходя из пространства X∗, аналогично
можно построить нормированное линейное пространство X∗∗ и
продолжить такое построение.

§ 15. Интеграл

Известны различные способы введения понятия интеграла
функции (см. [21]; [32], с. 50—69; [38], с. 291—310; [46], с. 227—
234). Введем здесь понятие интеграла в случае, когда простран-
ство значений функции не обязятельно нормировано, не исполь-
зуя при этом линейные функционалы.

Пусть X и Y — непустые множества. Функция f :X→Y на-
зывается ступенчатой, если множество f(X) конечно. При на-
личии меры на X ступенчатая функция f называется измери-
мой, если для каждого y ∈Y множество f−1(y) измеримо. Оче-
видно, что если Y — векторное пространство, то множество всех
ступенчатых функций и множество всех измеримых ступенча-
тых функций являются векторными пространствами.

Определение 3.30. Пусть µ — мера на непустом мно-
жестве X, A⊂X — подмножество конечной меры, а (Y, Λ̃)
— линейное пространство. Функция f :X→Y , существенно
ограниченная на A, называется интегрируемой на A, если
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1) существует последовательность измеримых ступен-
чатых функций fn :X→Y , n∈N, которая существенно рав-
номерно ограничена на A и сходится к f равномерно на неко-
торой системе {Mn :n∈N} таких измеримых Mn⊂A, что
Mn⊂Mn+1 и lim

n
µ(A\Mn) = 0;

2) для любой последовательности измеримых ступенча-
тых функций fn :X→Y , n∈N, с указанными в условии 1)
свойствами и любого измеримого A′⊂A последовательность
векторов

s′n =
∑

y∈fn(A)

µ(A′∩f−1
n (y))y, n∈N, (1)

сходится в (Y, Λ̃) (в случае A= Ø считается s′n = 0, n∈N).
При этом для любой последовательности измеримых сту-

пенчатых функций fn :X→Y , n∈N, с указанными в условии
1) свойствами множество пределов Λ̃(ŝ) последовательности
ŝ= (sn :n∈N) векторов

sn =
∑

y∈fn(A)

µ(A∩f−1
n (y))y (2)

(или ее предел в случае операции однозначного предела Λ̃) на-
зывается интегралом функции f на A и обозначается через∫
A

f dµ.

Докажем, что в этом определении множество Λ̃(ŝ) не за-
висит от выбора последовательности измеримых ступенчатых
функций fn, n∈N, с указанными в условии 1) свойствами. Дей-
ствительно, пусть функция f удовлетворяет условиям 1) и 2)
определения 3.30. Рассмотрим последовательности измеримых
ступенчатых функций gn :X→Y и hn :X→Y , n∈N, суще-
ственно равномерно ограниченных на A и сходящихся к f рав-
номерно соответственно на системах {Gn :n∈N} и {Hn :n∈N}
таких измеримых подмножеств в A, что Gn⊂Gn+1, Hn⊂Hn+1

и lim
n
µ(A\Gn) = lim

n
µ(A\Hn) = 0. По условию 2), последователь-

ности ŷ= (yn :n∈N) и ẑ= (zn :n∈N) векторов

yn =
∑

y∈gn(A)

µ(A∩g−1
n (y))y, zn =

∑
y∈hn(A)

µ(A∩h−1
n (y))y

сходятся в (Y, Λ̃). Нужно доказать, что Λ̃(ŷ) = Λ̃(ẑ). Построим
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последовательность f̂ = (fn :n∈N) измеримых ступенчатых
функций, положив f2i−1 = gi и f2i =hi для всех i∈N. Для век-
торов sn, n∈N, определенных равенством (2), имеем s2i−1 = yi
и s2i = zi для всех i∈N. Очевидно, последовательность f̂ суще-
ственно равномерно ограничена на A и сходится к f равномерно
на системе {Mn :n∈N} множеств Mn =Gn∩Hn. Имеем также
Mn⊂Mn+1, µ(A\Mn) 6µ(A\Gn) +µ(A\Hn) и lim

n
µ(A\Mn) = 0.

Поэтому построенная последовательность f̂ обладает указан-
ными в условии 1) свойствами. По условию 2), Λ̃(ŝ) 6= Ø для
ŝ= (sn :n∈N). Отсюда с учетом ŷ≺ ŝ и ẑ≺ ŝ получаем Λ̃(ŷ) =
= Λ̃(ẑ) = Λ̃(ŝ).

Замечание 3.22. Нетрудно убедиться, что множество инте-
грируемых функций не изменится, если в условии 1) определе-
ния 3.30 равномерную сходимость на системе {Mn :n∈N} заме-
нить равномерной сходимостью на такой системе по мере. Кроме
того, данное в определении 3.30 понятие интеграла характерно
именно для существенно ограниченных функций, поскольку ес-
ли пространство (Y, Λ̃) удовлетворяет условию теоремы 3.49, то
условие 1) определения 3.30 может выполняться лишь для су-
щественно ограниченных функций.

Определение 3.31. Пусть µ — мера на непустом множе-
стве X, A⊂X — подмножество бесконечной меры, а (Y, Λ̃) —
линейное пространство. Функция f :X→Y , существенно огра-
ниченная на A, называется интегрируемой на A, если она ин-
тегрируема в смысле определения 3.30 на каждом подмноже-
стве в A конечной меры, а для любого A′⊂A бесконечной ме-
ры и любой последовательности таких подмножеств Mn⊂A,
n∈N, конечной меры, что µ(A\M) = 0 для M =

⋃
i>1

⋂
n>i

Mn, по-

следовательность некоторых y′n ∈
∫

A′∩Mn

fdµ, n∈N, сходится в

(Y, Λ̃). При этом для любой последовательности ŷ= (yn :n∈N)
векторов yn ∈

∫
Mn

f dµ множество пределов Λ̃(ŷ) называется

интегралом функции f на A и обозначается через
∫
A

f dµ.

Докажем, что в этом определении множество Λ̃(ŷ) не за-
висит ни от выбора последовательности подмножеств Mn⊂A,
n∈N, ни от выбора последовательности ŷ= (yn :n∈N) векторов
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yn ∈
∫
Mn

f dµ. Сначала докажем инвариантность множества Λ̃(ŷ)

относительно выбора ŷ. Очевидно,
∫
Mn

f dµ= yn + Λ̃(0̇). Поэтому

для любого zn ∈
∫
Mn

f dµ имеем zn− yn ∈ Λ̃(0̇). Отсюда следует,

что при любом выборе zn последовательность векторов zn− yn,
n∈N, сходится к нулю. Но тогда Λ̃(ẑ) = Λ̃(ŷ) для ẑ= (zn :n∈N).
Значит, Λ̃(ŷ) инвариантно относительно выбора ŷ. Рассмот-
рим последовательности таких подмножеств Gn⊂A и Hn⊂A,
n∈N, имеющих конечные меры, что µ(A\G) =µ(A\H) = 0 для
G=

⋃
i>1

⋂
n>i

Gn и H =
⋃
i>1

⋂
n>i

Hn. Рассмотрим также последова-

тельности ξ̂= (ξn :n∈N) и η̂= (ηn :n∈N) некоторых векторов
ξn ∈

∫
Gn

f dµ и ηn ∈
∫
Hn

f dµ. Как было доказано, множества Λ̃(ξ̂)

и Λ̃(η̂) не зависят от выбора ξ̂ и η̂. По условию, ξ̂ и η̂ сходятся.
Нужно доказать, что Λ̃(ξ̂) = Λ̃(η̂). Для последовательности под-
множеств Mn⊂A, n∈N, где M2i−1 =Gi и M2i =Hi при всех
i∈N, положим M =

⋃
i>1

⋂
n>i

Mn. Тогда M =G∩H и µ(A\M) =

=µ(A\G) +µ(G\H) 6µ(A\G) +µ(A\H) = 0. Так как для ŷ=
= (yn :n∈N), где y2i−1 = ξi и y2i = ηi при всех i∈N, множество
Λ̃(ŷ) не зависит от выбора yn ∈

∫
Mn

f dµ, n∈N, то в силу условия

определения 3.31 имеем Λ̃(ŷ) 6= Ø. Отсюда с учетом ξ̂≺ ŷ и η̂≺ ŷ
получаем Λ̃(ξ̂) = Λ̃(η̂) = Λ̃(ŷ).

Определение 3.32. Пусть µ — мера на непустом множе-
стве X, A⊂X — подмножество конечной или бесконечной ме-
ры, а (Y, Λ̃) — линейное пространство. Функция f :X→Y , не
являющаяся существенно ограниченной на A, называется ин-
тегрируемой на A, если

1) функция f интегрируема в смысле определения 3.30 или
3.31 на любом измеримом подмножестве в A на котором она
существенно ограничена;

2) существует такая последовательность измеримых под-
множеств Mn⊂A, n∈N, что функция f существенно огра-
ничена на каждом Mn и µ(A\M) = 0 для M =

⋃
i>1

⋂
n>i

Mn;

3) для любой последовательности измеримых подмножеств
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Mn⊂A, n∈N, с указанными в условии 2) свойствами и любо-
го измеримого A′⊂A, на котором функция f не является су-
щественно ограниченной, последовательность некоторых век-
торов y′n ∈

∫
A′∩Mn

f dµ, n∈N, сходится в (Y, Λ̃).

При этом для любой последовательности измеримых под-
множеств Mn⊂A, n∈N, с указанными в условии 2) свойст-
вами и любой последовательности ŷ= (yn :n∈N) векторов
yn ∈

∫
Mn

f dµ множество пределов Λ̃(ŷ) называется интегралом

функции f на A и обозначается через
∫
A

f dµ.

По аналогии с определением 3.31 можно доказать, что в
определении 3.32 множество Λ̃(ŷ) не зависит ни от выбора по-
следовательности подмножеств Mn⊂A, n∈N, ни от выбора по-
следовательности ŷ= (yn :n∈N) векторов yn ∈

∫
Mn

f dµ.

Непосредственно из определений 3.30—3.32 вытекает
Предложение 3.63. Для понятия интеграла, данного в

определениях 3.30, 3.31 и 3.32, справедливы утверждения
а) если µ(A) = 0, то любая функция f интегрируема на A и∫

A

f dµ= Λ̃(0̇);

б) если функция f интегрируема на измеримом множестве
A, а функция g является пределом почти всюду на A стаци-
онарной последовательности ḟ , то функция g тоже интегри-
руема на A и

∫
A

f dµ=
∫
A

g dµ;

в) если функции f и g интегрируемы на измеримом мно-
жестве A, то для любых чисел α и β функция αf +βg тоже
интегрируема на A и∫

A

(αf + βg) dµ = α
∫
A

f dµ+ β
∫
A

g dµ

(в случае α=β= 0 в качестве правой части этого равенства
нужно принять Λ̃(0̇));

г) если функция f интегрируема на измеримом множестве
A, то она интегрируема на любом измеримом A′⊂A;

д) если функция f интегрируема на измеримых множествах
A и B, то она интегрируема на A∪B и



452 Глава III. Линейные пространства с операцией предела∫
A∪B

f dµ =
∫

A\B
f dµ+

∫
B\A

f dµ+
∫

B∩A
f dµ,

причем если µ(A∩B) = 0, то∫
A∪B

f dµ =
∫
A

f dµ+
∫
B

f dµ. I

Существование функции, интегрируемой на множестве нену-
левой меры, нами пока не установлено. Для этого приходится
накладывать условие на линейное пространство (Y, Λ̃).

Теорема 3.80. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, а (Y, Λ̃) — линейное пространство, в котором система всех
выпуклых окрестностей нуля определяет операцию предела Λ̃.
Тогда всякая измеримая ступенчатая функция f :X→Y ин-
тегрируема в смысле определения 3.30 на любом A⊂X конеч-
ной меры и

∫
A

f dµ = Λ̃(ṡ), где

s =
∑

y∈f(A)

µ(A∩f−1(y))y.

Если же µ(A∩B)<∞ для A⊂X бесконечной меры, где B=
= {x∈X : f(x) /∈ Λ̃(0̇)}, то функция f интегрируема на A в смы-
сле определения 3.31 и

∫
A

f dµ=
∫

A∩B
f dµ, где интеграл на A∩B

понимается в смысле определения 3.30.
J Очевидно, первое утверждение нуждается в доказатель-

стве в случае µ(A) 6= 0. Пусть последовательность измеримых
ступенчатых функций fn :X→Y , n∈N, существенно равно-
мерно ограничена на A и сходится к f равномерно на систе-
ме {Mn :n∈N} таких измеримых Mn⊂A, что Mn⊂Mn+1 и
lim
n
µ(A\Mn) = 0 (примером может служить ḟ). Для измеримого

A′⊂A обозначим

s′ =
∑

y∈f(A)

µ(A′∩f−1(y))y.

Пусть ŝ′ = (s′n :n∈N) и ŝ= (sn :n∈N) — последовательности,
где s′n и sn определены равенствами (1) и (2). Докажем равенст-
во Λ̃(ŝ′) = Λ̃(ṡ′). Последовательность измеримых ступенчатых
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функций gn = fn− f , n∈N, существенно равномерно ограниче-
на на A и сходится к нулю равномерно на системе {Mn :n∈N}.
Обозначим

z′n =
∑

y∈gn(A)

µ(A′∩g−1
n (y))y, n∈N.

Имеем z′n = s′n− s′, n∈N. Нужно доказать, что последователь-
ность ẑ′ = (z′n :n∈N) сходится к нулю в (Y, Λ̃). Пусть v — выпук-
лая окрестность нуля пространства (Y, Λ̃). Нетрудно убедиться,
что для любых n∈N и i∈N

z′n =
∑

y∈gn(A)

µ((A′\Mi)∩g−1
n (y))y+

+
∑

y∈gn(Mi)

µ(A′∩Mi∩g−1
n (y))y. (3)

Последовательность ĝ= (gn :n∈N) равномерно ограничена на
некотором таком C ⊂A, что µ(A\C) = 0. Поэтому найдется та-
кое ε> 0, что gn(C)⊂ 1

2εv для всех n∈N. Число i∈N выберем
так, чтобы µ(A\Mi)<ε. Тогда с учетом выпуклости v∑

y∈gn(A)

µ((A′\Mi)∩g−1
n (y))y =

∑
y∈gn(C)

µ((A′\Mi)∩g−1
n (y))y ∈

∈
∑

y∈gn(C)

µ((A′\Mi)∩g−1
n (y)) 1

2εv = µ(A′\Mi) 1
2εv ⊂

1
2v. (4)

Поскольку ĝ сходится к нулю равномерно на Mi, существует та-
кое n0 ∈N, что gn(Mi)⊂ (2µ(A))−1v для всех n>n0. Поэтому
с учетом выпуклости v для всех n>n0 имеем∑

y∈gn(Mi)

µ(A′∩Mi∩g−1
n (y))y ∈

∈
∑

y∈gn(Mi)

µ(A′∩Mi∩g−1
n (y))(2µ(A))−1v =

= µ(A′∩Mi)(2µ(A))−1v ⊂ 1
2v. (5)

Из (3), (4) и (5) следует, что z′n ∈ 1
2(v+ v) = v для всех n>n0.

Значит, ẑ′ сходится к нулю. Тем самым равенство Λ̃(ŝ′) = Λ̃(ṡ′)
и вместе с ним интегрируемость функции f на A доказаны. В
частности, при A′ =A имеем также Λ̃(ŝ) = Λ̃(ṡ), означающее,
что

∫
A

f dµ= Λ̃(ṡ). Второе утверждение теоремы очевидно. I
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Теорема 3.81. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, (Y, Λ̃) — линейное пространство, а f :X→Y — функция,
существенно ограниченная на измеримом A⊂X и интегри-
руемая на каждом подмножестве в A конечной меры. Тогда
для каждой выпуклой окрестности нуля v пространства (Y, Λ̃)
существует такое число ε> 0, что

∫
B

f dµ⊂ v для любого

B⊂A с мерой µ(B)<ε.
J Так как функция f ограничена на некотором C ⊂A с

µ(A\C) = 0, то для окрестности нуля v найдется такое ε> 0, что
f(C)⊂ 1

8εv. Пусть B⊂A — подмножество с мерой µ(B)<ε, а
f̂ = (fn :n∈N) — последовательность измеримых ступенчатых
функций fn :X→Y , существенно равномерно ограниченная на
B и сходящаяся к f равномерно на системе {Mn :n∈N} таких
измеримыхMn⊂B, чтоMn⊂Mn+1 и lim

n
µ(B\Mn) = 0. Рассмот-

рим последовательность ŝ= (sn :n∈N) векторов

sn =
∑

y∈fn(B)

µ(B∩f−1
n (y))y.

По определению 3.30,
∫
B

f dµ= Λ̃(ŝ). Если s∈ Λ̃(ŝ), то Λ̃(ŝ) =

= s+ Λ̃(0̇). Однако s− sn ∈ 1
2v для всех n>n0 при некотором

n0 ∈N. Поэтому
∫
B

f dµ⊂ sn + 1
2v для всех n>n0. В силу рав-

номерной ограниченности f̂ на некотором B1⊂B с µ(B\B1) = 0
найдется такое r > 0, что fn(B1)⊂ 1

4rv для всех n∈N. Число i∈N
выберем так, чтобы µ(B\Mi)<r. Для любого n∈N имеем

sn =
∑

y∈fn(B)

µ((B\Mi)∩f−1
n (y))y +

∑
y∈fn(Mi)

µ(Mi∩f−1
n (y))y. (6)

Кроме того, с учетом выпуклости окрестности нуля v∑
y∈fn(B)

µ((B\Mi)∩f−1
n (y))y =

∑
y∈fn(B1)

µ((B\Mi)∩f−1
n (y))y ∈

∈
∑

y∈fn(B1)

µ((B\Mi)∩f−1
n (y)) 1

4rv = µ(B\Mi) 1
4rv ⊂

1
4v. (7)

Поскольку f̂ сходится к f равномерно на Mi, существует такое
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m0 ∈N, что fn(x)− f(x)∈ 1
8εv для всех x∈Mi и n>m0. Пусть

B′ =C∩Mi. Тогда µ(Mi\B′) = 0 и fn(x)− f(x)∈ 1
8εv для всех

x∈B′ и n>m0. Отсюда в силу f(C)⊂ 1
8εv получаем fn(B′)⊂ 1

4εv
для всех n>m0. Однако µ(Mi)<ε, а при n>m0∑

y∈fn(Mi)

µ(Mi∩f−1
n (y))y =

∑
y∈fn(B′)

µ(Mi∩f−1
n (y))y ∈

∈
∑

y∈fn(B′)

µ(Mi∩f−1
n (y)) 1

4εv = µ(Mi) 1
4εv ⊂

1
4v. (8)

Положим m= max {n0, m0}. В силу (6), (7) и (8) имеем sm ∈
∈ 1

4(v+ v) = 1
2v. Из

∫
B

f dµ⊂ sm + 1
2v с учетом sm ∈ 1

2v получа-

ем, что
∫
B

f dµ⊂ 1
2(v+ v) = v. I

Замечание 3.23. Пусть функция f :X→Y существенно
ограничена на измеримом A⊂X и интегрируема на каждом
подмножестве в A конечной меры, множество которых обо-
значим через S′

A. Для каждого B ∈S′
A интеграл ϕ(B) =

∫
B

f dµ

можно считать элементом фактор-пространства (Φ, λ̃) линейно-
го пространства (Y, Λ̃) по векторному подпространству Λ̃(0̇) и
тем самым определить функцию ϕ : S′

A→Φ. Очевидно, что ес-
ли (Y, Λ̃) удовлетворяет условию теоремы 3.80, то утверждение
теоремы 3.81 с учетом замечания 2.5 равносильно секвенциаль-
но равномерной непрерывности функции ϕ.

Теорема 3.82. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, (Y, Λ̃) — линейное пространство, в котором система всех
выпуклых окрестностей нуля определяет операцию предела Λ̃,
а f :X→Y — функция, существенно ограниченная и интегри-
руемая на A⊂X конечной меры. Если A=

⋃
n∈N

An, где каждое

An измеримо и µ(Ai∩Aj) = 0 при i 6= j, то∫
A

f dµ =
∞∑
n=1

∫
An

f dµ, (9)

причем сумма ряда есть множество пределов Λ̃(ŝ) последова-

тельности ŝ= (si : i∈N), где si =
i∑

n=1
yn и yn ∈

∫
An

f dµ.
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J Для каждого i∈N обозначим Bi =
⋃
n>i

An. В силу утвер-

ждения д) предложения 3.63 для всех i∈N имеем∫
A

fdµ =
i∑

n=1

∫
An

fdµ+
∫
Bi

fdµ =
i∑

n=1
yn + ξi + Λ̃(0̇) = si + ξi + Λ̃(0̇),

(10)

где yn ∈
∫
An

f dµ, ξi ∈
∫
Bi

f dµ и si =
i∑

n=1
yn. Однако

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An) =
i∑

n=1
µ(An) + µ(Bi).

Так как µ(A)<∞, то lim
i
µ(Bi) = 0. В силу теоремы 3.81 для

каждой выпуклой окрестности нуля v пространства (Y, Λ̃) най-
дется такое i0 ∈N, что

∫
Bi

f dµ⊂ v при всех i> i0. Поэтому

0∈ Λ̃(ξ̂) для ξ̂= (ξi : i∈N). Но тогда из (10) получаем (9). I
Замечание 3.24. Равенство (9) имеет место и в случае, ко-

гда функция f интегрируема на A в смысле определения 3.31
или 3.32, причем без условия на (Y, Λ̃), указанного в теореме
3.82. Именно: если функция f существенно ограничена и инте-
грируема на множестве A бесконечной меры, а µ(An)<∞ для
всех n∈N, кроме конечного числа значений, то имеет место (9).
Если функция f , не являющаяся существенно ограниченной на
множестве A конечной или бесконечной меры, интегрируема на
A и существенно ограничена на каждом множестве An конеч-
ной или бесконечной меры, то имеет место (9). Это следует из
определений 3.31, 3.32 и утверждения д) предложения 3.63.

Пусть µ — мера на непустом множестве X, (Y, Λ̃) — линей-
ное пространство, а p — секвенциально непрерывная полунор-
ма на Y . Легко убедиться, что для любой измеримой ступенча-
той функции g :X→Y композиция p◦g, определенная равенст-
вом (p◦g)(x) = p(g(x)), x∈X, как ступенчатая числовая функ-
ция измерима. Кроме того, если последовательность измеримых
ступенчатых функций fn :X→Y , n∈N, сходится к функции
f :X→Y почти всюду на измеримом A⊂X, то сужение функ-
ции p◦f на A является измеримой числовой функцией на A, так
как в силу неравенства |(p◦f)(x)− (p◦fn)(x)|6 (p◦(f − fn))(x),
x∈X, функция p◦f является пределом почти всюду на A по-
следовательности измеримых ступенчатых числовых функций
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p◦fn, n∈N. Заметим еще, что если при этом функция f суще-
ственно ограничена на A, то числовая функция p◦f тоже суще-
ственно ограничена на A и, будучи измеримой на A, интегриру-
ема на A по Лебегу (см. [38], с. 291—310), причем если в качестве
значений p

( ∫
A

f dµ
)

и
∫
A

p◦f dµ принимать числа вместо одноэле-

ментных числовых множеств, то p
( ∫
A

f dµ
)
6

∫
A

p◦f dµ. Нетрудно

убедиться также в том, что если (Y, Λ̃) есть числовое простран-
ство, то введенное здесь понятие интеграла совпадает с общеиз-
вестным понятием интеграла Лебега.

Теорема 3.83. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, (Y, Λ̃) — линейное пространство, в котором система всех
выпуклых окрестностей нуля определяет операцию предела Λ̃,
а f :X→Y — функция, существенно ограниченная на A⊂X
конечной меры. Тогда

а) для интегрируемости f на A достаточно существование
одной последовательности измеримых ступенчатых функций
fn :X→Y , n∈N, обладающей свойствами, указанными в усло-
виях 1) и 2) определения 3.30;

б) если (Y, Λ̃) полно, то для интегрируемости f на A доста-
точно существование последовательности измеримых сту-
пенчатых функций fn :X→Y , n∈N, обладающей свойством,
указанным в условии 1) определения 3.30;

в) если (Y, Λ̃) полуметризуемо, то для интегрируемости f
на A достаточно существование такой последовательности
измеримых ступенчатых функций fn :X→Y , n∈N, сущест-
венно равномерно ограниченной на A и сходящейся к f почти
всюду на A, что для любого измеримого A′⊂A последователь-
ность векторов (1) сходится;

г) если (Y, Λ̃) полно и полуметризуемо, то для интегриру-
емости f на A достаточно существование последовательно-
сти измеримых ступенчатых функций fn :X→Y , n∈N, схо-
дящейся к f почти всюду на A.

J (а) Пусть последовательности измеримых ступенчатых
функций fn :X→Y и hn :X→Y , n∈N, существенно равномер-
но ограничены на A и сходятся к f равномерно соответственно
на системах {Gn :n∈N} и {Hn :n∈N} таких измеримых под-
множеств в A, что Gn⊂Gn+1, Hn⊂Hn+1 и lim

n
µ(A\Gn) =

= lim
n
µ(A\Hn) = 0. Пусть, кроме того, для любого измеримого

A′⊂A последовательность векторов s′n, n∈N, определенных
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равенством (1), сходится. Нужно доказать, что последователь-
ность векторов

y′n =
∑

y∈hn(A)

µ(A′∩h−1
n (y))y, n∈N,

тоже сходится. Для этого достаточно доказать, что последова-
тельность векторов z′n = s′n− y′n, n∈N, сходится к нулю. Поло-
жим Mn =Gn∩Hn. Имеем, что Mn⊂Mn+1 и lim

n
µ(A\Mn) = 0.

Кроме того, последовательность измеримых ступенчатых функ-
ций gn = fn−hn, n∈N, существенно равномерно ограничена на
A и сходится к нулю равномерно на каждом Mn. Поскольку для
z′n имеет место равенство (3), доказательство сходимости к нулю
последовательности (z′n ;n∈N) можно завершить повторением
рассуждений, сделанных в доказательстве теоремы 3.80.

(б) Нужно доказать, что если последовательность измери-
мых ступенчатых функций fn, n∈N, обладает свойством, ука-
занным в условии 1) определения 3.30, то для любого измеримо-
го A′⊂A последовательность векторов s′n, n∈N, определенных
равенством (1), сходится. Пусть p — секвенциально непрерыв-
ная полунорма на Y , т. е. p является функционалом Минковско-
го выпуклой уравновешенной окрестности нуля пространства
(Y, Λ̃). Последовательность функций fn :X→Y , n∈N, сходится
к f почти всюду на A. Кроме того, для каждого n∈N числовая
функция p◦(f − fn) интегрируема на A по Лебегу, причем по-
следовательность функций p◦(f − fn), n∈N, существенно рав-
номерно ограничена на A и сходится к нулю почти всюду на
A. Но тогда в силу теоремы Лебега о предельном переходе под
знаком интеграла (см [38], с. 302)

lim
n

∫
A

p◦(f − fn) dµ = 0. (11)

Для любых n∈N, m∈N и x∈X имеет место неравенство
(p◦(fn− fm))(x) 6 (p◦(f − fn))(x) + (p◦(f − fm))(x). Поэтому∫

A

p◦(fn− fm) dµ 6
∫
A

p◦(f − fn) dµ+
∫
A

p◦(f − fm) dµ. (12)

Так как s′i ∈
∫
A′
fi dµ для всех i∈N, то

p(s′n − s′m) 6
∫
A′
p◦(fn− fm) dµ 6

∫
A

p◦(fn− fm) dµ.

Отсюда в силу (11), (12) и произвольности p вытекает, что по-
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следовательность векторов s′n, n∈N, фундаментальна и, зна-
чит, сходится в полном пространстве (Y, Λ̃). Таким образом, по-
следовательность измеримых ступенчатых функций fn, n∈N,
обладает также свойством, указанным в условии 2) определения
3.30. Поэтому в силу а) функция f интегрируема на A.

(в) В рассматриваемом случае интегрируемость f вытекает
из а) с учетом утверждения б) теоремы 2.61.

(г) Пусть последовательность измеримых ступенчатых функ-
ций fn, n∈N, сходится к f почти всюду на A. В силу утвер-
ждения б) теоремы 2.61 для каждого m∈N существует такое
подмножествоHm⊂A с мерой µ(Hm)<m−1, что последователь-
ность (fn :n∈N) сходится к f равномерно на Gm =A\Hm. Оче-
видно, можно считать Hm+1⊂Hm и, значит, Gm⊂Gm+1 для
всех m∈N. При этом имеем, что lim

m
µ(A\Gm) = 0. По условию,

функция f ограничена на некотором C ⊂A с µ(A\C) = 0. По-
ложим G′

m =C∩Gm. Ясно, что G′
m⊂G′

m+1 и lim
m
µ(A\G′

m) = 0.
Пусть d — инвариантная относительно сдвигов полуметрика на
Y , определяющая операцию предела Λ̃. Строго возрастающую
последовательность натуральных чисел in, n∈N, выберем так,
чтобы d(fi(x), f(x))<n−1 для всех x∈G′

n и i> in. Для каждого
n∈N определим измеримую ступенчатую функцию gn :X→Y ,
положив gn(x) = fin(x) при x∈G′

n и gn(x) = 0 при x /∈G′
n. После-

довательность (gn :n∈N) сходится к f равномерно на каждом
G′
n. Докажем, что она равномерно ограничена на X, т. е. для

любой последовательности векторов xn ∈X, n∈N, и любой схо-
дящейся к нулю последовательности чисел rn, n∈N, последова-
тельность векторов rngn(xn), n∈N, сходится к нулю. Это оче-
видно в случае, когда неравенство gn(xn) 6= 0 выполняется лишь
для конечного числа значений n∈N. В противном случае рас-
смотрим строго возрастающую последовательность всех таких
натуральных kn, n∈N, что gkn(xkn) 6= 0. Так как xkn ∈G′

kn
, то

d(gkn(xkn)− f(xkn), 0) = d(gkn(xkn), f(xkn))<k−1
n для всех n∈N.

Следовательно, последовательность векторов gkn(xkn)− f(xkn),
n∈N, сходится к нулю. Однако

rkngkn(xkn) = rkn(gkn(xkn)− f(xkn)) + rknf(xkn),

а в силу ограниченности функции f на C последовательность
векторов rknf(xkn), n∈N, сходится к нулю. Поэтому последо-
вательность векторов rkngkn(xkn), n∈N, тоже сходится к нулю.
Но тогда, очевидно, последовательность векторов rngn(xn),
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n∈N, сходится к нулю. Тем самым доказано, что последова-
тельность измеримых ступенчатых функций gn, n∈N, обладает
свойством, указанным в условии 1) определения 3.30. Поэтому
в силу б) функция f интегрируема на A. I

В случае полного нормируемого линейного пространства
(Y, Λ̃) понятие интеграла, данное в определении 3.30, совпадает
с понятием интеграла Бохнера для существенно ограниченной
функции на множестве конечной меры (см. [31], с. 189—194; [47],
с. 227—234; в [47] допущены неточность в определении этого по-
нятия и необоснованность в доказательстве теоремы о достаточ-
ных условиях интегрируемости функции по Бохнеру).

Теорема 3.84. Пусть µ — мера на непустом множест-
ве X, (Y, Λ̃) — полуметрическое линейное пространство, а
f :X→Y — функция, интегрируемая на измеримом A⊂X. То-
гда существует последовательность f̂ = (fn :n∈N) измеримых
ступенчатых функций fn :X→Y , которая сходится к f рав-
номерно на системе {Mn :n∈N} таких подмножеств Mn⊂A
конечной меры, что Mn⊂Mn+1, µ

(
A\

⋃
n∈N

Mn

)
= 0 и функция f

ограничена на каждом Mn, причем fn(x) = 0 при x∈X\Mn, а
последовательность ŝ= (sn :n∈N) векторов

sn =
∑

y∈fn(Mn)

µ(Mn∩f−1
n (y))y (13)

сходится и Λ̃(ŝ) =
∫
A

f dµ. Кроме того, для существенно огра-

ниченной на A функции f последовательность f̂ с указанными
свойствами можно выбрать равномерно ограниченной на X.

J Если µ(A)<∞ и функция f существенно ограничена на A,
то из определения 3.30 следует, что утверждения теоремы верны
даже без условия полуметризуемости пространства (Y, Λ̃). По-
этому нужно рассматривать случаи, когда либо µ(A) =∞, ли-
бо функция f не является существенно ограниченной на A. Из
определений 3.31 и 3.32 следует существование последователь-
ности таких подмножеств Gn⊂A, n∈N, конечной меры, что
Gn⊂Gn+1, µ(A\

⋃
n∈N

Gn) = 0 и функция f ограничена на каждом

Gn. При этом если функция f ограничена на некотором C ⊂A с
µ(A\C) = 0, то можно считать Gn⊂C для всех n∈N. Из опре-
деления 3.30 следует, что для каждого n∈N существует после-
довательность измеримых ступенчатых функций gnm :X→Y ,
m∈N, которая существенно равномерно ограничена на Gn и
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сходится к f равномерно на системе {Hnm :m∈N} таких изме-
римых Hnm⊂Gn, что Hnm⊂Hn,m+1 и lim

m
µ(Gn\Hnm) = 0. Чис-

ло mn ∈N выберем так, чтобы µ(Gn\Hnmn)< 2−n. Положим
Mn =

⋂
k>n

Hkmk
. Имеем, что Mn⊂Mn+1 и

A\
⋃
n∈N

Mn =
(
A\

⋃
n∈N

Gn
) ⋃ ⋃

n>1

⋂
k>n

⋃
i>k

(Gn\Himi),

µ
(
A\

⋃
n∈N

Mn

)
= µ

( ⋃
n>1

⋂
k>n

⋃
i>k

(Gn\Himi)
)

=

= lim
n
µ
( ⋂
k>n

⋃
i>k

(Gn\Himi)
)

6 lim
n
µ
( ⋃
i>n

(Gn\Himi)
)

6

6 lim
n

∑
i>n

µ(Gn\Himi) 6 lim
n

∑
i>n

2−i = lim
n

21−n = 0.

Пусть d — инвариантная относительно сдвигов полуметрика на
Y , определяющая операцию предела Λ̃. Очевидно, число in ∈N
можно выбрать так, чтобы d(gnin(x), f(x))<n−1 для всех
x∈Mn, а d(zn− sn, 0) = d(zn, sn)<n−1 для zn ∈

∫
Mn

f dµ и

sn =
∑

y∈gnin (Mn)

µ(Mn∩g−1
nin

(y))y. (14)

Определим измеримую ступенчатую функцию fn :X→Y , по-
ложив fn(x) = gnin(x) при x∈Mn и fn(x) = 0 при x /∈Mn. То-
гда последовательность f̂ = (fn :n∈N) сходится к f равномер-
но на каждом Mn, а равенство (14) принимает вид (13). Пусть
ẑ= (zn :n∈N) и ŝ= (sn :n∈N). Так как 0∈ Λ̃(ẑ− ŝ) и Λ̃(ẑ) =
=

∫
A

f dµ, то Λ̃(ŝ) =
∫
A

f dµ. При помощи рассуждений, сделанных

в доказательстве утверждения г) теоремы 3.83, легко доказыва-
ется, что для существенно ограниченной на A функции f после-
довательность f̂ равномерно ограничена на X. I

Теорема 3.85. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, (Y, Λ̃) — полное полуметрическое линейное пространство,
в котором система всех выпуклых окрестностей нуля опреде-
ляет операцию предела Λ̃, A⊂X—измеримое подмножество,
а f :X→Y — функция, ограниченная на системе {Mn :n∈N}
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таких Mn⊂A конечной меры, что µ
(
A\

⋃
k>1

⋂
n>k

Mn

)
= 0, при-

чем выполняются условия:
1) существует последовательность измеримых ступенча-

тых функций fn :X→Y , n∈N, сходящаяся к f почти всюду
на A;

2) для каждой секвенциально непрерывной полунормы p на
Y числовая функция p◦f интегрируема на A.

Тогда функция f интегрируема на A и удовлетворяет нера-
венству p

( ∫
A

f dµ
)
6

∫
A

p◦f dµ для любой секвенциально непре-

рывной полунормы p на Y .
J Пусть p — секвенциально непрерывная полунорма на Y .

В силу утверждения г) теоремы 3.83 из условия 1) следует,
что функция f интегрируема на каждом подмножестве G⊂A
конечной меры, на котором она существенно ограничена. При
этом p

( ∫
G

f dµ
)
6

∫
G

p◦f dµ. Тем самым в случае, когда µ(A)<∞

и функция f существенно ограничена на A, справедливость
теоремы очевидна. Рассмотрим случаи, когда либо µ(A) =∞
и функция f существенно ограничена на A, либо µ(A)<∞ и
функция f не является существенно ограниченной на A. Пусть
{Mn :n∈N} — некоторая система таких Mn⊂A конечной меры,
что µ

(
A\

⋃
k>1

⋂
n>k

Mn

)
= 0 и функция f существенно ограничена

на каждом Mn. Для измеримого A′⊂A обозначим Hn =A′∩Mn
и рассмотрим последовательность ŷ′ = (y′n :n∈N) векторов
y′n ∈

∫
Hn

f dµ. Для любых натуральных n и m имеем

p(y′n− y′m) = p
( ∫
Hn

fdµ−
∫
Hm

fdµ
)

= p
( ∫
Hn\Hm

fdµ−
∫

Hm\Hn

fdµ
)
6

6
∫

Hn\Hm

p◦f dµ+
∫

Hm\Hn

p◦f dµ6
∫

A\Mm

p◦f dµ+
∫

A\Mn

p◦f dµ.

В силу условия 2) числовая функция p◦f интегрируема на A
по Лебегу. Поэтому для каждого ε> 0 найдется такое n0 ∈N,
что

∫
A\Mk

p◦f dµ< ε
2 при всех k>n0. Значит, p(y′n− y′m)<ε для

n>n0 и m>n0. Отсюда в силу произвольности p вытекает, что
последовательность ŷ′ фундаментальна. Тогда она сходится в
полном пространстве (Y, Λ̃). Таким образом, в рассматривае-
мых случаях функция f удовлетворяет условиям определения
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3.31 или 3.32 и, значит, интегрируема на A. Пусть y ∈
∫
A

f dµ

и yn ∈
∫
Mn

f dµ, n∈N. Последовательность векторов yn, n∈N,

сходится к y. В силу секвенциальной непрерывности p имеем
lim
n
p(yn) = p(y). Однако p(yn) = p

( ∫
Mn

fdµ
)
6

∫
Mn

p◦fdµ6
∫
A

p◦fdµ.

Поэтому p(y) = p
( ∫
A

f dµ
)
6

∫
A

p◦f dµ.

Рассмотрим теперь случай, когда µ(A) =∞ и функция f не
является существенно ограниченной на A. Как уже было дока-
зано, функция f интегрируема на любом измеримом подмно-
жестве G⊂A, на котором она существенно ограничена, причем
p
( ∫
G

f dµ
)
6

∫
G

p◦f dµ. Это позволяет повторить сделанные выше

рассуждения относительно произвольной системы {Mn :n∈N}
таких измеримых Mn⊂A, что µ

(
A\

⋃
k>1

⋂
n>k

Mn

)
= 0 и функция

f существенно ограничена на каждом Mn. В результате мы по-
лучим интегрируемость f на A и справедливость неравенства
p
( ∫
A

f dµ
)
6

∫
A

p◦f dµ также в рассматриваемом случае. I

Из теоремы 3.85 следует, что в случае полного нормируемо-
го линейного пространства (Y, Λ̃) функция, интегрируемая по
Бохнеру, интегрируема также в данном здесь смысле.

Теорема 3.86. Пусть µ — мера на непустом множестве
X, (Y, Λ̃) — полное полуметрическое линейное пространство,
в котором система всех выпуклых окрестностей нуля опреде-
ляет операцию предела Λ̃, A⊂X — измеримое подмножество,
f :X→Y — функция, ограниченная на системе {Gn :n∈N} та-
ких Gn⊂A конечной меры, что Gn⊂Gn+1 и µ

(
A\

⋃
n∈N

Gn
)
=0, а

(fn :n∈N) — последовательность интегрируемых на A функ-
ций fn :X→Y , сходящаяся к f на A по мере. Если для каж-
дой секвенциально непрерывной полунормы p на Y и некоторо-
го подмножества Bp⊂A с µ(A\Bp) = 0 выполняется неравен-
ство (p◦fn)(x) 6ϕp(x) для всех x∈Bp и n∈N, где ϕp :X→R —
интегрируемая на A числовая неотрицательная функция, то
функция f тоже интегрируема на A, а последовательность
ŷ= (yn :∈N) векторов yn ∈

∫
A

fn dµ сходится и Λ̃(ŷ) =
∫
A

f dµ.

J Докажем существование последовательности измеримых
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ступенчатых функций gn :X→Y , n∈N, сходящейся к f почти
всюду на A. Выберем подпоследовательность (fkn :n∈N), схо-
дящуюся к f поточечно на некотором C ⊂A с µ(A\C) = 0. В
силу теоремы 3.84 для каждого n∈N существует последователь-
ность измеримых ступенчатых функций gnm :X→Y , m∈N, ко-
торая сходится к fkn равномерно на системе {Hnm :m∈N} та-
ких подмножеств Hnm⊂A конечной меры, что Hnm⊂Hn,m+1

и µ
(
A\

⋃
m∈N

Hnm

)
= 0. Для каждого n∈N выберем mn ∈N так,

чтобы µ(Gn\Hnmn)< 2−n, где Gn — указанное в теореме мно-
жество. Положим Mn =

⋂
k>n

(C∩Hkmk
) и M =

⋃
n∈N

Mn. Очевид-

но, Mn⊂Mn+1. Как и в теореме 3.84, легко доказывается, что
µ(A\M) = 0. Пусть d — инвариантная относительно сдвигов
полуметрика на Y , определяющая операцию предела Λ̃. Чис-
ло in ∈N выберем так, чтобы d(gnin(x), fkn(x))<n−1 для всех
x∈Mn. Для каждых x∈M и ε> 0 найдется такое n0 ∈N, что
n−1

0 < ε
2 , x∈Mn и d(fkn(x), f(x))< ε

2 при всех n>n0. Но то-
гда d(gnin(x), f(x))<ε для всех n>n0. Отсюда следует, что по-
следовательность измеримых ступенчатых функций gn = gnin ,
n∈N, сходится к f почти всюду на A. В силу условий теоремы
для каждой секвенциально непрерывной полунормы p на Y име-
ет место неравенство (p◦f)(x) 6ϕp(x) для всех x∈C∩Bp. Чис-
ловая функция p◦f , будучи пределом почти всюду на A последо-
вательности измеримых ступенчатых числовых функций p◦gn,
n∈N, измерима на A и в силу указанного неравенства с уче-
том µ(A\(C∩Bp)) = 0 интегрируема на A по Лебегу. Таким об-
разом, функция f удовлетворяет условиям теоремы 3.85 и, сле-
довательно, интегрируема на A. Каждая из числовых функций
p◦fn, n∈N, тоже интегрируема на A по Лебегу. Так как после-
довательность числовых функций p◦(fn− f), n∈N, сходится к
нулю на A по мере, а (p◦(fn− f))(x) 6 2ϕp(x) для всех x∈C∩Bp
и n∈N, то в силу теоремы Лебега lim

n

∫
A

p◦(fn− f) dµ= 0. Однако∣∣p( ∫
A

fn dµ
)
− p

( ∫
A

f dµ
)∣∣ 6 p

( ∫
A

(fn − f) dµ
)

6
∫
A

p◦(fn − f) dµ.

Поэтому для последовательности ŷ= (yn :∈N) произвольных
векторов yn ∈

∫
A

fn dµ имеем, что lim
n
p(yn) = p

( ∫
A

f dµ
)
. Отсюда в

силу произвольности p получаем Λ̃(ŷ) =
∫
A

f dµ. I
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§ 16. Примеры

1. Пример линейного пространства с операцией однознач-
ного предела (X, λ), в котором существует фундаментальная и
неограниченная последовательность.

В качестве X возьмем векторное пространство, имеющее
счетный базис Гамеля (e1, e2, . . .). Обозначим через X̂ ′

0 множе-
ство таких последовательностей x̂= (x1, x2, . . .) в X, что

xn =
m∑
k=1

βknek +
in+sn∑
k=in

γknek, n∈N,

где m — независящее от n натуральное число (оно может быть
различным для различных x̂), in>m — натуральные числа, по-
следовательность которых стремится к бесконечности, sn > 0 —
целые числа, а βkn и γkn — произвольные числа, причем

lim
n

m∑
k=1

|βkn| = 0.

Пусть X̂0 — множество таких последовательностей x̂ в X, что
каждая подпоследовательность последовательности x̂ обладает
подпоследовательностью из X̂ ′

0. Легко проверить, что X̂0 удо-
влетворяет условиям теоремы 3.5 и, следовательно, является яд-
ром некоторой линейной операции однозначного предела λ в X.
Рассмотрим последовательность ŷ= (y1, y2, . . .) в X, где

yn =
n∑
k=1

ek, n∈N.

Очевидно, последовательность ŷ фундаментальна в линейном
пространстве (X, λ). Кроме того, для любой последовательно-
сти α̂ отличных от нуля чисел последовательность α̂ŷ не сходит-
ся к нулю, так как α̂ŷ /∈ X̂0. Следовательно, последовательность
ŷ не ограничена.

Пусть U0 — полная система окрестностей нуля построенного
линейного пространства (X, λ). В силу предложения 3.21 опе-
рация предела, определенная в X системой окрестностей ну-
ля {u+u :u∈U0}, отличается от λ. Отсюда, в частности, сле-
дует, что в (X, λ) существуют окрестность нуля u0 и открытая
окрестность нуля v0, такие, что (u+u)\u0 6= Ø и (v+ v)\v0 6= Ø
для любой окрестности нуля u и любой открытой окрестности
нуля v. Более того, в X не существует векторной топологии,
определяющей операцию предела λ.
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Пусть R — отношение секвенциальной равномерности в XN,
ассоциированное с линейным пространством (X, λ), а U — пол-
ная система окружений пространства (X, R). Тогда в силу тео-
ремы 3.10 и замечания 3.2 отношение секвенциальной квази-
равномерности, определенное системой окружений {u2 : u∈U},
отличается от R.

Заметим еще, что построенная линейная операция предела
λ обладает свойствами, указанными в утверждениях а) и б) тео-
ремы 3.30. Поэтому в X нет отличной от λ линейной операции
предела, порождающей ту же систему ограниченных подмно-
жеств, что и λ.

2. Пример неотделимого линейного пространства с операци-
ей однозначного предела (X, λ).

В качествеX возьмем векторное пространство, имеющее счет-
ный базис Гамеля E, состоящий из векторов e и enk (n∈N,
k∈N). Пусть X̂1 — множество последовательностей (enk− e :
k∈N), n∈N, и всех их подпоследовательностей, а X̂2 — множе-
ство последовательностей (enkn :n∈N) и всех их подпоследова-
тельностей, где (kn :n∈N)∈NN. Обозначим через X̂3 множество
всех последовательностей α̂x̂, где x̂∈ X̂1∪X̂2, а α̂ — сходящаяся
числовая последовательность. Пусть, кроме того, X̂4 — множе-
ство всех последовательностей β̂ż, где z ∈X, а β̂ — сходящаяся
к нулю числовая последовательность. Обозначим через X̂ ′

0 ли-
нейную оболочку множества X̂3∪X̂4 в векторном пространстве
XN, а через X̂0 — множество таких x̂∈XN, что каждое x̂′≺ x̂
обладает подпоследовательностью из X̂ ′

0. Легко проверить, что
X̂0 удовлетворяет условиям теоремы 3.5 и, следовательно, явля-
ется ядром некоторой линейной операции однозначного предела
λ в X. Нетрудно убедиться, что в построенном линейном про-
странстве (X, λ) любая окрестность нуля и любая окрестность
вектора e имеют непустое пересечение (в связи с этим см. при-
мер в главе I, § 10, n◦ 7).

Согласно утеврждению г) предложения 3.11, если векторная
топология определяет операцию однозначного предела, то эта
топология хаусдорфова. Поэтому построенная линейная опера-
ция предела λ не может определяться векторной топологией.
Более того, если U0 полная система окрестностей нуля простран-
ства (X, λ), то в силу предложения 3.6 операция предела λ не
определяется системой окрестностей нуля {u+ :u∈U0}.
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3. Рассмотрим линейное пространство (R, lim). Пусть R —
отношение секвенциальной равномерности, ассоциированное с
пространством (R, lim), а R′ — сильнейшее отношение секвен-
циальной равномерности в RN, определяющее операцию преде-
ла lim в R. Согласно теореме 2.13, полная система окружений
пространства (R, R′) совпадает с системой всех окрестностей
диагонали ∆(R) в (R, lim)×(R, lim). Рассмотрим последователь-
ности ξ̂= (n :n∈N) и η̂= (n+n−1 :n∈N). Очевидно, (ξ̂, η̂)∈R.
Однако (ξ̂, η̂) /∈R′, так как существует окрестность диагонали
∆(R), не содержащая точки (n, n+n−1), n∈N. Поэтому R′⊂R
и R′ 6=R. Пусть R′′ — отношение секвенциальной равномерности
в RN, состоящее из всех таких пар (x̂, ŷ) последовательностей
x̂= (xn :n∈N) и ŷ= (yn :n∈N) в R, что lim

n
| 3
√
xn− 3

√
yn|= 0. От-

ношение R′′ определяет операцию предела lim в R. При этом
R⊂R′′ и R 6=R′′, так как для последовательностей ξ̂= (n :n∈N)
и ζ̂ = (n+ 1 :n∈N) имеем (ξ̂, ζ̂)∈R′′ и (ξ̂, ζ̂) /∈R. Тем самым R
не является ни сильнейшим и ни слабейшим отношением сек-
венциальной равномерности в RN, определяющим операцию
предела lim в R.

Пусть ρ — метрика на R, заданная равенством ρ(x, y) =
= |x−y|+| 3

√
x− 3

√
y| для всех вещественных чисел x и y. Метрика

ρ не инвариантна относительно сдвигов и определяет операцию
предела lim в R. Однако отношение секвенциальной равномер-
ности, ассоциированное с пространством (R, ρ), совпадает с R.

4. Рассмотрим на R метрики ρ, ρ′, ρ∗ и ρ1, заданные для
всех x и y из R равенствами

ρ(x, y) = |x− y|, ρ′(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
,

ρ∗(x, y) = |arctg x− arctg y|,
ρ1(x, y) = min {ρ∗(x, y), π − ρ∗(x, y)}.

Каждая из этих метрик определяет операцию предела lim в R,
причем ρ и ρ′ инвариантны, а ρ∗ и ρ1 не инвариантны отно-
сительно сдвигов. Линейное пространство (R, lim) и простран-
ства с метрикой (R, ρ), (R, ρ′) полны. Пространства с метрикой
(R, ρ∗), (R, ρ1) не полны, так как последовательность (n :n∈N)
фундаментальна и не сходится в этих пространствах (в связи с
теоремой Бэра заметим, что R является множеством второй
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категории в этих неполных пространствах). Множество R не
ограничено в (R, lim) и не ρ-ограничено. Однако оно ρ′-ограни-
чено, ρ∗-ограничено и ρ1-ограничено, а именно: ρ′(x, y)< 1,
ρ∗(x, y)<π и ρ1(x, y) 6 π

2 для всех x и y из R. Множество R не
предкомпактно в (R, lim), (R, ρ) и (R, ρ′), хотя оно ρ∗-предком-
пактно и ρ1-предкомпактно.

Пополнение пространства (R, ρ∗) можно получить следую-
щим образом. Присоединим к R два новых элемента, обознача-
емых символами ∞ и −∞. Множество R = {−∞}∪R∪{∞} на-
зывается расширенной вещественной прямой и записывается в
виде R = [−∞; ∞], в отличие от записи R = (−∞; ∞). Метрику ρ
на R определим при помощи равенств: ρ(x, y) = ρ∗(x, y), x∈R и
y ∈R; ρ(∞, x) = ρ(x, ∞) = π

2 − arctg x и ρ(−∞, x) = ρ(x, −∞) =
= π

2 + arctg x, x∈R; ρ(∞, −∞) = ρ(−∞, ∞) =π; ρ(∞, ∞) =
= ρ(−∞, −∞) = 0. Пространство с метрикой (R, ρ) секвенциаль-
но компактно и является пополнением пространства (R, ρ∗).
Пусть λ — операция предела в R, определенная метрикой ρ. По-
скольку (R, λ) секвенциально компактно, его нельзя превратить
в линейное пространство.

В пространстве с метрикой (R, ρ1) любая последовательность
либо ρ1-фундаментальна, либо обладает сходящейся подпосле-
довательностью. Поэтому в силу теоремы 2.17 отношение се-
квенциальной равномерности, ассоциированное с пространством
(R, ρ1), является слабейшим отношением секвенциальной рав-
номерности в RN, определяющим операцию предела lim в R. В
качестве пополнения пространства (R, ρ1) может служить про-
странство с метрикой (R̃, ρ̃), где множество R̃ получается при-
соединением к R одного нового элемента, обозначаемого симво-
лом ∞, т. е. R̃ = R∪{∞}, а метрика ρ̃ на R̃ определяется при
помощи следующих равенств: ρ̃(x, y) = ρ1(x, y), x∈R и y ∈R;
ρ̃(∞, x) = ρ̃(x, ∞) = π

2 − |arctg x|, x∈R; ρ̃(∞, ∞) = 0. Пополне-
ние (R̃, ρ̃) секвенциально компактно (см. предложение 2.24). По-
этому (R̃, λ̃), где λ̃ — операция предела в R̃, определенная мет-
рикой ρ̃, нельзя превратить в линейное пространство.

5. Пример метрического линейного пространства (X, λ), не
имеющего λ-ограниченной окрестности нуля.

Пусть X = RN, а λ — операция предела в X, определенная
метрикой ρ, заданной для любых элементов x= (a1, a2, . . .) и
y= (b1, b2, . . .) из X равенством



§ 16. Примеры 469

ρ(x, y) =
∞∑
i=1

1
2i

|ai − bi|
1 + |ai − bi|

. (1)

Очевидно, что (X, λ) = (R, lim)N и счетная система открытых
шаров Kn = {x∈X : ρ(0, x)< 2−n}, n∈N, образует фундамен-
тальную систему окрестностей нуля линейного пространства
(X, λ). Однако ни один из этих шаров не является λ-ограни-
ченным множеством, так как (rKn)\Kn+1 6= Ø для всех n∈N
и r > 0. Действительно, для фиксированного n∈N и произ-
вольного r > 0 рассмотрим элемент x= (a1, a2, . . .) из X, где
an = 2 max {1, r−1} и ai = 0 для всех натуральных i 6=n. В силу
an > 2 и ran > 2 имеют место неравенства 2

3 6 an(1 + an)−1< 1 и
2
3 6 ran(1 + ran)−1< 1. Поэтому x∈Kn, x /∈Kn+1 и rx /∈Kn+1.

6. Пример линейного пространства (X, λ) и метрики ρ на X,
определяющей операцию предела λ, таких, что λ-ограниченное
множество может не быть ρ-ограниченным.

Пусть X — векторное пространство, имеющее счетный базис
Гамеля (e1, e2, . . .). Метрику ρ на X определим формулой

ρ(x, y) =
∞∑
i=1

(|ai − bi|+ |aii − bii|), (2)

для любых векторов x и y из X, имеющих представления

x =
∞∑
i=1

aiei, y =
∞∑
i=1

biei, (3)

где числа ai и bi равны нулю для всех i>m при некотором
m∈N. Докажем, что метрика ρ определяет вX линейную опера-
цию предела. Пусть в пространстве (X, ρ) последовательности
x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .) сходятся к x и y соответствен-
но, а числовая последовательность α̂= (α1, α2, . . .) сходится к
α. Для каждого n∈N векторы xn и yn представим в виде

xn =
∞∑
i=1

ainei, yn =
∞∑
i=1

binei, (4)

где числа ain и bin равны нулю для всех i>mn при некотором
mn ∈N. Из (3) и (4) в силу (2) получаем

ρ(xn, x) =
m−1∑
i=1

(|ain − ai|+ |aiin − aii|) +
∞∑
i=m

(|ain|+ |aiin|), (5)
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ρ(yn, y) =
m−1∑
i=1

(|bin − bi|+ |biin − bii|) +
∞∑
i=m

(|bin|+ |biin|), (6)

ρ(xn + yn, x+ y) =
∞∑
i=m

(|ain + bin|+ |ain + bin|i)+

+
m−1∑
i=1

(|(ain + bin)− (ai + bi)|+ |(ain + bin)i − (ai + bi)i|), (7)

ρ(αnxn, αx) =
∞∑
i=m

(|αnain|+ |αnain|i)+

+
m−1∑
i=1

(|αnain − αai|+ |(αnain)i − (αai)i|). (8)

По условию, lim
n
ρ(xn, x) = 0, lim

n
ρ(yn, y) = 0 и lim

n
αn =α. Из

(5) и (6) получаем, что lim
n
ain = ai и lim

n
bin = bi при 1 6 i6m− 1,

lim
n
ain = 0 и lim

n
bin = 0 при i>m. Более того,

lim
n

∞∑
i=m

|ain| = 0, lim
n

∞∑
i=m

|bin| = 0. (9)

Поэтому

lim
n

m−1∑
i=1

(|(ain + bin)− (ai + bi)|+ |(ain + bin)i − (ai + bi)i|) = 0,

(10)

lim
n

m−1∑
i=1

(|αnain − αai|+ |(αnain)i − (αai)i|) = 0. (11)

В силу (9) существует такое n0 ∈N, что |ain|< 1
4 , |bin|< 1

4 и
|αnain|< 1

2 для всех i>m и n>n0. Следовательно, |ain + bin|i 6
6 |ain|+ |bin| и |αnain|i 6 |αnain| для всех i>m и n>n0. Отсюда
в силу (9) получаем

lim
n

∞∑
i=m

(|ain + bin|+ |ain + bin|i) = 0, (12)

lim
n

∞∑
i=m

(|αnain|+ |αnain|i) = 0. (13)



§ 16. Примеры 471

Из (7), (8) и (10)—(13) следует, что lim
n
ρ(xn + yn, x+ y) = 0 и

lim
n
ρ(αnxn, αx) = 0. А это означает, что в (X, ρ) последователь-

ности x̂+ ŷ и α̂x̂ сходятся к x+ y и αx соответственно. Тем
самым ρ определяет в X линейную операцию предела λ.

Очевидно, ρ(0, 2en) = 2 + 2n для всех n∈N. Поэтому после-
довательность (2en :n∈N) не ρ-ограничена. Однако для любой
сходящейся к нулю последовательности чисел βn, n∈N, после-
довательность (2βnen :n∈N) сходится к нулю в (X, λ), так как
ρ(0, 2βnen) = |2βn|+ |2βn|n. А это означает, что последователь-
ность (2en :n∈N) λ-ограничена.

7. Пример линейного пространства (X, λ) и метрики ρ̃ на X,
определяющей операцию предела λ, таких, что λ-фундаменталь-
ная последовательность может не быть ρ̃-фундаментальной.

Пусть X — векторное пространство, имеющее счетный ба-
зис Гамеля (e1, e1, . . .), а ρ — инвариантная относительно сдви-
гов метрика на X, заданная формулой (1) для любых x и y
из X, имеющих представления (3). Для каждого n∈N обозна-
чим ξn = e1 + e2 + . . .+ en и Kn = {ξ ∈X : ρ(ξn, ξ)< 2−n−4}. Лег-
ко проверить, что ρ(ξn, ξs) > max {2−n−2, 2−s−2} при n 6= s и,
значит, Kn∩Ks = Ø. Определим функцию f :X→R, положив
f(x) = 0 для x∈X\

⋃
n∈N

Kn и f(x) = (−1)n(1− 2n+4ρ(ξn, x)) для

x∈Kn при каждом n∈N. Функция f секвенциально непрерыв-
на, причем 0 6 |f(x)|6 1 и f(ξn) = (−1)n для всех x∈X и n∈N.
Теперь определим метрику ρ̃ на X, положив

ρ̃(x, y) =
∞∑
i=1

2−i(|ai − bi|+ |aif(x)− bif(y)|) (14)

для любых x и y из X, имеющих представления (3). Докажем,
что ρ̃ определяет в X линейную операцию предела. Пусть в
(X, ρ̃) последовательности x̂= (x1, x2, . . .) и ŷ= (y1, y2, . . .) схо-
дятся к x и y соответственно, а числовая последовательность
α̂= (α1, α2, . . .) сходится к α. Для каждого n∈N векторы xn
и yn представим в виде (4). Из (3) и (4) в силу (14) получаем

ρ̃(xn, x) = (1 + |f(xn)|)
∞∑
i=m

2−i|ain|+

+
m−1∑
i=1

2−i(|ain − ai|+ |ainf(xn)− aif(x)|), (15)
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ρ̃(yn, y) = (1 + |f(yn)|)
∞∑
i=m

2−i|bin|+

+
m−1∑
i=1

2−i(|bin − bi|+ |binf(yn)− bif(y)|), (16)

ρ̃(xn + yn, x+ y) = (1 + |f(xn + yn)|)
∞∑
i=m

2−i|ain + bin|+

+
m−1∑
i=1

2−i|(ain + bin)f(xn + yn)− (ai + bi)f(x+ y)|+

+
m−1∑
i=1

2−i|(ain + bin)− (ai + bi)|, (17)

ρ̃(αnxn, αx) = |αn|(1 + |f(αnxn)|)
∞∑
i=m

2−i|ain|+

+
m−1∑
i=1

2−i(|αnain − αai|+ |αnainf(αnxn)− αaif(αx)|). (18)

По условию, lim
n
ρ̃(xn, x) = 0, lim

n
ρ̃(yn, y) = 0 и lim

n
αn =α. Из (15)

и (16) следует, что lim
n
ain = ai, lim

n
bin = bi при 1 6 i6m− 1 и

lim
n
ain = 0, lim

n
bin = 0 при i>m. Более того,

lim
n

∞∑
i=m

2−i|ain| = 0, lim
n

∞∑
i=m

2−i|bin| = 0. (19)

Отсюда с учетом (1) получаем lim
n
ρ(xn, x) = 0, lim

n
ρ(yn, y) = 0,

lim
n
ρ(xn + yn, x+ y) = 0 и lim

n
ρ(αnxn, αx) = 0. Следовательно,

lim
n
f(xn) = f(x), lim

n
f(yn) = f(y), lim

n
f(xn + yn) = f(x+ y) и

lim
n
f(αnxn) = f(αx). В силу этого из (17)—(19) вытекает, что

lim
n
ρ̃(xn + yn, x+ y) = 0 и lim

n
ρ̃(αnxn, αx) = 0. Значит, x̂+ ŷ и

α̂x̂ сходятся в (X, ρ̃) к x+ y и αx соответственно. Таким обра-
зом, ρ̃ определяет в X линейную операцию предела λ. С учетом
f(ξn) = (−1)n, n∈N, легко убедиться, что ρ̃(ξn+1, ξn) = 2− 2−n
и ρ̃(0, ξn+s− ξn) = (2−n− 2−n−s)(1 + |f(ξn+s− ξn)|) для всех n∈N
и s∈N. Отсюда следует, что последовательность (ξn :n∈N)
λ-фундаментальна, но не ρ̃-фундаментальна.
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8. Примеры различных линейных пространств с одним и тем
же носителем, имеющих одно и то же фактор-пространство по
одному и тому же замкнутому векторному подпространству.

Пусть X — векторное пространство всех функций x : R→R.
Обозначим через E множество таких M ⊂R, что R\M имеет
нулевую меру Лебега. Для каждого M ∈E рассмотрим линей-
ное пространство (X, ΛM ), где операция предела ΛM соответ-
ствует поточечной сходимости на M последовательности функ-
ций из X. Рассмотрим также линейные пространства (X, λ) и
(X, Λ0), где операции предела λ и Λ0 являются соответственно
точной нижней и точной верхней границами в L∗(X) множе-
ства {ΛM :M ∈E} (см. § 8). Операция предела λ соответству-
ет поточечной сходимости на R последовательности функций,
а Λ0 соответствует сходимости по внешней мере Лебега после-
довательности функций на R (см. главу I, § 10, n◦ 1). Обозна-
чим через X0 множество всех функций из X, значения каждой
из которых отличны от нуля лишь на множестве нулевой меры
Лебега. Оно является замкнутым векторным подпространством
в любом из линейных пространств (X, λ), (X, Λ0) и (X, ΛM ),
M ∈E, причем X0 = Λ0(0̇) =

⋃
M∈E

ΛM (0̇). Пусть Φ=X/X0. С уче-

том утверждения а) теоремы 3.32 нетрудно убедиться, что все
указанные линейные пространства имеют одно и то же фактор-
пространство (Φ, λ̃) по векторному подпространству X0.

Пусть X ′⊂X — векторное подпространство всех измери-
мых по Лебегу функций. Рассмотрим линейные подпростран-
ства (X ′, λ′)⊂ (X, λ), (X ′, Λ′

0)⊂ (X, Λ0) и (X ′, Λ′
M )⊂ (X, ΛM ),

M ∈E. Все эти подпространства тоже имеют одно и то же
фактор-пространство (Φ′, λ̃′)⊂ (Φ, λ̃) по векторному подпрост-
ранству X0⊂X ′. Операция предела Λ′

0 соответствует сходимо-
сти по мере Лебега и, следовательно, (X ′, Λ′

0) полуметризуемо,
а (Φ′, λ̃′) метризуемо. Отсюда следует, что в (X ′, λ′) для каждой
окрестности нуля u существует такая открытая окрестность
нуля v, что v+ v⊂u+X0, пеичем u+X0 является окрест-
ностью нуля также в (X ′, Λ′

0). Отметим, что X ′ является един-
ственным непустым открытым выпуклым множеством в (X ′, Λ′

0).
Поэтому G+X0 =X ′ для любого открытого выпуклого под-
множества G 6= Ø пространствa (X ′, λ′).

9. В векторном пространстве X всех функций x : R→R рас-
смотрим операцию предела λ, соответствующую поточечной
сходимости на R последовательности функций. Приведем неско-
лько примеров, связанных с линейным пространством (X, λ).
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Пусть X1⊂X — векторное подпространство всех непрерыв-
ных функций, а x0 — функция Дирихле, т. е. x0(r) = 1 для раци-
ональных r∈R и x0(r) = 0 для иррациональных r∈R. Известно
(см. [51], с. 348), что x0 /∈X+

1 и x0 ∈ (X+
1 )+ в (X, λ). Поэтому

(X, λ) не является пространством Фреше−Урысона. Отсюда в
силу предложения 3.11 следует существование такой окрестно-
сти нуля u0 в (X, λ), что (u+u)\u0 6= Ø для любой окрестности
нуля u. Примером может служить u0 =X\Z, где Z =X1−x0.
Действительно, 0 /∈Z+ и 0∈ (Z+)+, т. е. 0∈u−0 и 0 /∈ (u−0 )−. С
другой стороны, u⊂ (u+u)− для любой окрестности нуля u и,
значит, 0∈ ((u+u)−)−. Поэтому (u+u)\u0 6= Ø.

В связи с теоремами 3.38, 3.67 и замечанием 1.11 построим
теперь пример секвенциально непрерывного линейного функци-
онала, определенного на незамкнутом векторном подпростран-
стве Y пространства (X, λ) и не допускающего секвенциаль-
но непрерывного продолжения на квазизамыкание Y +. В каче-
стве Y возьмем линейную оболочку множества X1∪{x0}, т. е.
множество всех y=αx+βx0, где x∈X1, α∈R, β ∈R. Линей-
ный функционал f :Y →R определим равенством f(y) =β для
y=αx+βx0. В частности, f(x0) = 1 и f(x) = 0 для x∈X1. Функ-
ционал f секвенциально непрерывен, так как x0 /∈X+

1 в про-
странстве (X, λ). Однако f не допускает секвенциально непре-
рывного продолжения на Y +, так как x0 ∈ (X+

1 )+.
Теперь в связи с теоремой 3.66 рассмотрим в Y локаль-

но выпуклую топологию τ1, определенную следующим образом.
Для каждого x∈Y обозначим через Vx систему всех множеств

vx = vx(n, ε; r1, r2, . . . , rn) =

= {y ∈Y : |y(rk)−x(rk)|<ε, k= 1, 2, . . . , n},
где числа n∈N, ε> 0 и rk ∈R (k= 1, 2, . . . , n) произвольны.
Семейство (Vx :x∈Y ) образует базу локально выпуклой топо-
логии τ1 в Y . Топология τ1 определяет в Y операцию предела
поточечной сходимости на R. В подпространстве (Y, λ̃)⊂ (X, λ)
рассмотрим некоторую функцию x∈Y и ее выпуклую откры-
тую окрестность vx = vx(n, ε; r1, r2, . . . , rn). Очевидно, для
каждого α∈R функцию yα ∈X1 можно выбрать так, что
αx0(rk) + yα(rk)−x(rk) = 0 для всех k= 1, 2, . . . , n. Тогда
αx0 + yα ∈ vx и f(αx0 + yα) =α, где f — рассмотренный выше
линейный функционал на Y . Поэтому f(vx) = R. Следовательно,
секвенциально непрерывный линейный функционал f не непре-
рывен в локально выпуклой топологии τ1. Заметим, что мно-
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жество всех функций x+αx0, где x∈X1 и |α|< 1, является вы-
пуклым открытым множеством в (Y, λ̃) и не принадлежит τ1.
Поэтому система всех выпуклых открытых подмножеств про-
странства (Y, λ̃) является базой локально выпуклой топологии
τ ′1 в Y , которая отличается от τ1, причем τ1⊂ τ ′1. Кроме того,
обе топологии τ1 и τ ′1 хаусдорфовы и определяют в Y опера-
цию предела λ̃. Заметим еще, что для каждого r∈R по форму-
ле ϕr(x) =x(r), x∈Y определяется τ1-непрерывный линейный
функционал ϕr на Y . Отсюда вытекает, что операция предела
ослабленной сходимости, соответствующая пространству (Y, λ̃),
совпадает с λ̃.

В связи с теоремой 3.37 и приведенным примером функ-
ционала f рассмотрим пополнения подпространств (X1, λ1)⊂
⊂ (X, λ) и (Y, λ̃)⊂ (X, λ). Очевидно, пространство (X, λ) пол-
но. Поэтому в качестве носителей пополнений подпространств
(X1, λ1) и (Y, λ̃) можно взять квазизамыкания X+

1 и Y + соот-
ветственно. Пополнение (X+

1 , λ
′
1) подпространства (X1, λ1) не

совпадает с подпространством (X+
1 , λ2)⊂ (X, λ), т. е. λ′1 6=λ2,

причем λ′1<λ2. Действительно, рассмотрим последователь-
ность функций xn ∈X, n∈N, где для каждого n∈N функция
xn определяется следующим образом: xn(n−1) = 1 и xn(r) = 0
для всех вещественных чисел r 6=n−1. Нетрудно убедиться, что
xn ∈X+

1 для всех n∈N. Указанная последовательность функций
xn, n∈N, сходится к нулю в (X, λ), однако она в силу утвер-
ждения а) предложения 3.40 не сходится в пополнении (X+

1 , λ
′
1).

Заметим, что подпространство (X+
1 , λ2) не полно и может быть

получено из (X1, λ1) и (X+
1 , λ

′
1) указанным в предложении 3.41

способом (для (X1, λ1) условие предложения 3.41 выполняет-
ся). Аналогичные утверждения справедливы также для подпро-
странства (Y +, λ̃′′)⊂ (X, λ) и пополнения (Y +, λ̃′) подпростран-
ства (Y, λ̃)⊂ (X, λ).

Очевидно, операция предела ослабленной сходимости, соот-
ветствующая пространству (X, λ), совпадает с λ.

Относительно секвенциальной топологии τ линейного про-
странства (X, λ) остается открытым вопрос о том, является ли
τ векторной топологией?

В X существует локально выпуклая топология τ∗⊂ τ , опре-
деляющая операцию предела λ. Действительно, пусть V ∗

0 — си-
стема множеств
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v∗0 = v∗0(n, ε; r1, r2, . . . , rn) =
= {y ∈X : |y(rk)|<ε, k= 1, 2, . . . , n},

где числа n∈N, ε> 0 и rk ∈R (k= 1, 2, . . . , n) произвольны.
Каждое v∗0 является выпуклой уравновешенной открытой окре-
стностью нуля в (X, λ). Система {x+ v∗0 : x∈X, v∗0 ∈V ∗

0 } явля-
ется базой локально выпуклой топологии τ∗ в X, определяющей
операцию предела λ. Можно доказать, что для каждой окрест-
ности нуля u пространства (X, λ) существует такое n∈N, что
0∈ (u+u+ . . .+u)◦ ∈ τ∗, где число слагаемых равно n.

Построим в X топологии, определяющие операцию предела
λ и не являющиеся векторными топологиями.

Мощность и внешнюю меру Лебега произвольного M ⊂R
обозначим через card(M) и µ∗(M) соответственно. Для M ⊂R,
y ∈X и ε> 0 введем множество M(y, ε) = {t∈M : |y(t)|<ε}.
Пусть Ṽ ′

0 — система множеств

ṽ′0 = ṽ′0(r, ε, M) = {y ∈X : |y(r)|<ε, card(M(y, ε))>ω},
где r∈R и ε> 0 — произвольные числа, ω — счетная мощ-
ность, а M ⊂R — произвольное подмножество с card(M)>ω.
Каждое ṽ′0 явяется уравновешенной открытой окрестностью ну-
ля в (X, λ). Обозначим через V ′

0 систему всевозможных конеч-
ных пересечений множеств из Ṽ ′

0 . Тогда система {x+ v′0 : x∈X,
v′0 ∈V ′

0} является базой для инвариантной относительно сдвигов
топологии τ ′ в X, определяющей операцию предела λ, причем
τ∗⊂ τ ′⊂ τ . Однако τ ′ не является векторной топологией, так как
(v′0 + v′0)\ṽ′0 6= Ø для любых v′0 ∈V ′

0 и ṽ′0 ∈ Ṽ ′
0 .

Пусть Ṽ ′′
0 — система множеств

ṽ′′0 = ṽ′′0(r, ε, M) = {y ∈X : |y(r)|<ε, µ∗(M(y, ε))>µ∗(M)− ε},
где r∈R и ε> 0 — произвольные числа, а M ⊂R — произволь-
ное подмножество, для которого ε<µ∗(M)<∞. Каждое ṽ′′0 яв-
ляется уравновешенной открытой окрестностью нуля в (X, λ).
Обозначим через V ′′

0 систему всевозможных конечных пересе-
чений множеств из Ṽ ′′

0 . Тогда система {x+ v′′0 : x∈X, v′′0 ∈V ′′
0 }

является базой для инвариантной относительно сдвигов топо-
логии τ ′′ в X, определяющей операцию предела λ, причем
τ∗⊂ τ ′′⊂ τ . Однако τ ′′ не является векторной топологией, так
как (v′′0 + v′′0)\ṽ′′0 6= Ø для любых v′′0 ∈V ′′

0 и ṽ′′0 ∈ Ṽ ′′
0 .
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10. Рассмотрим линейное пространство (X, λ), где X — век-
торное пространство всех многочленов, определенных на отрез-
ке [0; 1] вещественной оси, а операция предела λ соответствует
равномерной сходимости на [0; 1] последовательности много-
членов из X. Пусть (X̃, λ̃) — пополнение линейного простран-
ства (X, λ). Ясно, что в качестве X̃ можно взять векторное
пространство всех непрерывных числовых функций, определен-
ных на [0; 1], а в качестве линейного подпространства (X̃0, λ̃0)⊂
⊂ (X̃, λ̃), удовлетворяющего условиям определения 3.15, можно
взять (X, λ). Рассмотрим последовательность функций xn ∈ X̃,
n∈N, определенных равенством xn(r) = 1

ne
r
n для всех r∈ [0; 1]

и n∈N. С учетом утверждения а) предложения 3.40 последова-
тельность функций xn, n∈N, не сходится в (X̃, λ̃), хотя она схо-
дится к нулю равномерно на [0; 1] в классическом смысле. Со-
гласно замечанию 3.9, пространство (X̃, λ̃) не метризуемо, хотя
(X, λ) нормируемо. Пусть λ′ — операция предела в X̃, соответ-
ствующая равномерной сходимости на [0; 1] последовательности
функций из X̃. Тогда линейное пространство (X̃, λ′) полно и
нормируемо. Ясно, что (X, λ) является линейным подпростран-
ством каждого из пространств (X̃, λ̃) и (X̃, λ′), причем равен-
ство X̃ =X+ имеет место в каждом из указанных пространств.
Однако λ̃ 6=λ′, причем λ̃ <λ′. Заметим, что полное нормируемое
линейное пространство (X̃, λ′) может быть получено из (X, λ)
и (X̃, λ̃) указанным в теореме 3.36 способом.

11. Пример, связянный с теоремой 2.22 и утверждением г)
предложения 2.23.

Пусть Q — множество всех рациональных чисел, а R′ — клас-
сическое отношение секвенциальной равномерности в QN, т. е.
R′ есть множество всех пар (x̂, ŷ) последовательностей x̂ и ŷ в
Q, для которых lim (x̂− ŷ) = 0 (для классической операции пре-
дела как в R, так и в Q будем использовать обозначение lim).
Ясно, что в качестве носителя пополнения пространства с се-
квенциальной равномерностью (Q, R′) можно взять R. Пусть
(R, R̃) — пополнение пространства (Q, R′). Согласно теореме
2.25 и утверждению г) предложения 2.23, пространство (R, R̃)
не метризуемо. В пространстве (R, R̃) последовательность ир-
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рациональных чисел сходится тогда и только тогда, когда она
почти стационарна. Пусть R — классическое отношение секвен-
циальной равномерности в RN, т. е. R есть множество всех пар
(x̂, ŷ) последовательностей x̂ и ŷ в R, для которых lim (x̂− ŷ) = 0.
Полное метризуемое пространство с секвенциальной равномер-
ностью (R, R) может быть получено из (Q, R′) и (R, R̃) ука-
занным в теореме 2.22 способом. Пополнение (R, λ0) коммута-
тивной аддитивной группы с операцией предела (Q, lim) тоже
отличается от (R, lim) и не метризуемо, причем если λ̃ — опе-
рация предела пространства с секвенциальной равномерностью
(R, R̃), a R0 — отношение секвенциальной равномерности, ассо-
циированное с коммутативной аддитивной группой с операцией
предела (R, λ0), то λ̃ <λ0< lim и R̃⊂R0⊂R.

12. Рассмотрим на вещественной плоскости R2 норму, опре-
деленную для всех x= (x1, x2)∈R2 равенством ‖x‖= |x1|+ |x2|.
Эта норма дифференцируема в точке x= (x1, x2) только при
x1x2 6= 0. Всякий ненулевой линейный функционал, определен-
ный на одномерном векторном подпространстве X1 = {(ξ, 0) :
ξ ∈R} или X2 = {(0, ξ) : ξ ∈R} допускает бесконечное множест-
во линейных продолжений на R2 с сохранением нормы. Действи-
тельно, линейный функционал f :X1→R задается при помощи
равенства f(ξ, 0) = cξ для всех (ξ, 0)∈X1, где c∈R — некоторое
число. При этом ‖f‖= |c|. Кроме того, линейный функционал
F : R2→R задается при помощи равенства F (x1, x2) =αx1 +βx2

для всех (x1, x2)∈R2, где α и β — некоторые вещественные чис-
ла. При этом ‖F‖= max {|α|, |β|}. Очевидно, при α= c функцио-
нал F является продолжением f , а если и |β|6 |c|, то ‖F‖= ‖f‖.
Легко доказывается, что если в R2 одномерное векторное под-
пространство X ′ отлично от X1 и X2, то всякий линейный функ-
ционал, определенный на X ′, допускает единственное линейное
продолжение на R2 с сохранением нормы.

На R2 можно рассматривать также норму, заданную равен-
ством ‖x‖= max {|x1|, |x2|} для всех x= (x1, x2) ∈ R2. Эта нор-
ма дифференцируема в точке x= (x1, x2) только при |x1| − |x2| 6=
6= 0. Всякий ненулевой линейный функционал, определенный на
одномерном векторном подпространствеX ′

1 = {(ξ, ξ) : ξ ∈R} или
X ′

2 = {(ξ, −ξ) : ξ ∈R} допускает бесконечное множество линей-
ных продолжений на R2 с сохранением нормы. Действительно,
линейный функционал f :X ′

1→R задается при помощи равенст-
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ва f(ξ, ξ) = cξ, где c∈R — некоторое число. При этом ‖f‖= |c|.
Для линейного функционала F : R2→R, заданного при помощи
равенства F (x1, x2) =αx1 +βx2, в рассматриваемом случае име-
ем ‖F‖= |α|+ |β|. Если α+β= c, то F является продолжением
f , а если и |α|+ |β|= |c|, то ‖F‖= ‖f‖. Если в R2 одномерное
векторное подпространство X ′′ отлично от X ′

1 и X ′
2, то всякий

линейный функционал, определенный на X ′′, допускает един-
ственное линейное продолжение на R2 с сохранением нормы.

13. В связи с замечанием 3.21 рассмотрим на трехмерном
вещественном векторном пространстве R3 норму, заданную для
всех x= (x1, x2, x3)∈R3 равенством ‖x‖= |x1|+ |x2|+ |x3|, а
также двухмерное векторное подпространство

X0 = {(x1, x2, x1 +x2) : (x1, x2)∈R2}.
Всякий линейный функционал f на X0 задается равенством
f(x1, x2, x1 +x2) =αx1 +βx2, где α и β — вещественные числа,
и, как нетрудно убедиться, ‖f‖= 1

2 max {|α|, |β|, |α−β|}. Вся-
кий линейный функционал F на R3 задается при помощи ра-
венства F (x1, x2, x3) = c1x1 + c2x2 + c3x3, где c1, c2 и c3 — веще-
ственные числа, причем ‖F‖= max {|c1|, |c2|, |c3|}. Если требо-
вать, чтобы функционал F был продолжением f с сохранением
нормы, то числа c1, c2 и c3 — определятся однозначно. Следо-
вательно, f допускает единственное линейное продолжение на
R3 с сохранением нормы. Рассмотрим линейные функционалы
f1 и f2 на X0, заданные равенствами f1(x1, x2, x1 +x2) = 2x1

и f2(x1, x2, x1 +x2) = 2x2. Пусть F1, F2 и F — соответствен-
но линейные продолжения функционалов f1, f2 и f1 + f2 на
R3 с сохранением нормы. Тогда F1(x1, x2, x3) =x1−x2 +x3,
F2(x1, x2, x3) =−x1 +x2 +x3 и F (x1, x2, x3) =x1 +x2 +x3. Так
как F1(x1, x2, x3) +F2(x1, x2, x3) = 2x3, то F 6=F1 +F2. При
этом ‖F‖= ‖f1 + f2‖= ‖f1‖= ‖f2‖= 1 и ‖F1 +F2‖= 2.

14. Рассмотрим нормированное вещественное линейное про-
странство l1, элементами которого являются всевозможные по-

следовательности x= (xi : i∈N) в R, такие, что
∞∑
i=1

|xi|<∞, при-

чем ‖x‖=
∞∑
i=1

|xi|. Пусть x= (xi : i∈N) — такая точка в l1, что

xi> 0 для всех i∈N. Легко можно доказать, что норма про-
странства l1 дифференцируема в точке x по любому конечно-
мерному векторному подпространству. Докажем однако, что
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норма не дифференцируема в точке x. Как известно (см. [38],
с. 187; [47], с. 150), всякий секвенциально непрерывный ли-
нейный функционал f , определенный на l1, задается равенст-

вом f(h) =
∞∑
i=1

cihi для любого элемента h= (hi : i∈N) из l1, где

(ci : i∈N) — некоторая ограниченная последовательность в R
(своя для каждого f). Рассмотрим в l1 последовательности эле-
ментов h(n) = (h(n)

i : i∈N) и h̃(n) = (h̃(n)
i : i∈N), n∈N, где

h
(n)
i =

{
−xn, i = n,
0, i 6= n,

h̃
(n)
i =

{
−2xn, i = n,
0, i 6= n.

Очевидно, ‖h(n)‖=xn и ‖h̃(n)‖= 2xn. Следовательно,

lim
n
‖h(n)‖ = lim

n
‖h̃(n)‖ = 0.

Кроме того, для указанного выше функционала f имеем

‖h(n)‖−1(‖x+ h(n)‖ − ‖x‖ − f(h(n))) = cn − 1,

‖h̃(n)‖−1(‖x+ h̃(n)‖ − ‖x‖ − f(h̃(n))) = cn.

Однако требования lim
n

(cn− 1) = 0 и lim
n
cn = 0 не совместимы.

Поэтому норма пространства l1 не дифференцируема в точке x.

15. Для числа r∈ (1; ∞) рассмотрим нормированное ком-
плексное линейное пространство lr, элементами которого яв-
ляются всевозможные последовательности x= (xi : i∈N) в C,

такие, что
∞∑
i=1

|xi|r<∞, причем ‖x‖=
( ∞∑
i=1

|xi|r
) 1

r . Для каждой

точки x 6= 0 пространства lr рассмотрим секвенциально непре-
рывный вещественно линейный функционал px : lr→R, опре-
деленный для всех h= (hi : i∈N) из lr равенством

px(h) = <
(
‖x‖1−r

∞∑
i=1

hixi|xi|r−2
)
, (20)

где считается xi|xi|r−2 = 0 при xi = 0. Докажем, что в lr норма
вещественно дифференцируема в каждой точке x 6= 0, а функци-
онал px является вещественной производной нормы в точке x.
С этой целью для h∈ lr такого, что 0< ‖h‖< ‖x‖, рассмотрим
функцию ψ : R→R, определенную для всех t∈R равенством
ψ(t) = ‖x+ th‖. Функция ψ имеет производную ψ′(t) в каждой
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точке t∈ [0; 1], причем ψ′(t) = px+th(h). Очевидно,

‖x+ h‖ − ‖x‖ = ψ(1)− ψ(0) = ψ′(θ), (21)

где θ∈ (0; 1) — некоторое число, зависящее от h. Следовательно,
‖x+ h‖ − ‖x‖ − px(h) = px+θh(h)− px(h). (22)

С учетом (20) имеем

|px+θh(h)− px(h)| 6
∣∣‖x+ θh‖1−r − ‖x‖1−r∣∣ ∞∑

i=1
|hi| |xi + θhi|r−1+

+‖x‖1−r
∞∑
i=1

|hi|
∣∣(xi + θhi)|xi + θhi|r−2 − xi|xi|r−2

∣∣.
Отсюда в силу неравенства Гельдера (см. [32], с. 130—134) по-
лучаем

|px+θh(h)− px(h)| ‖h‖−1 6
∣∣1− ‖x‖1−r ‖x+ θh‖r−1

∣∣ +

+‖x‖1−r( ∞∑
i=1

∣∣(xi + θhi)|xi + θhi|r−2 − xi|xi|r−2
∣∣ r

r−1
) r−1

r . (23)

Для натурального числа m> 1 обозначим

Am(h) =
(m−1∑
i=1

∣∣(xi + θhi)|xi + θhi|r−2 − xi|xi|r−2
∣∣ r

r−1
) r−1

r . (24)

Заметим, что (a + b)α 6 aα + bα для любых чисел a> 0, b> 0
и α∈ (0; 1). С учетом этого в силу неравенства Минковского
(см. [32], с. 130—134) имеем( ∞∑

i=1

∣∣(xi + θhi)|xi + θhi|r−2 − xi|xi|r−2
∣∣ r

r−1
) r−1

r 6

6 Am(h) +
( ∞∑
i=m

∣∣(xi + θhi)|xi + θhi|r−2 − xi|xi|r−2
∣∣ r

r−1
) r−1

r 6

6 Am(h) +
( ∞∑
i=m

(
|xi + θhi|r−1 + |xi|r−1

) r
r−1

) r−1
r 6

6 Am(h) +
( ∞∑
i=m

|xi + θhi|r
) r−1

r +
( ∞∑
i=m

|xi|r
) r−1

r 6

6 Am(h) +
(
‖h‖+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) 1

r

)r−1
+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) r−1

r .
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В силу этой оценки из (23) получаем

|px+θh(h)− px(h)| ‖h‖−1 6
∣∣1− ‖x‖1−r ‖x+ θh‖r−1

∣∣ +

+‖x‖1−r
(
Am(h) +

(
‖h‖+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) 1

r

)r−1
+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) r−1

r

)
.

(25)
Рассмотрим в lr сходящуюся к нулю последовательность век-
торов h(n) = (h(n)

i : i∈N), n∈N, причем 0< ‖h(n)‖< ‖x‖ для всех
n∈N. Из (22) и (25) для каждого n∈N имеем∣∣‖x+h(n)‖−‖x‖−px(h(n))

∣∣ ‖h(n)‖−1 6
∣∣1−‖x‖1−r ‖x+θnh(n)‖r−1

∣∣+
+‖x‖1−r

(
Am(h(n))+

(
‖h(n)‖+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) 1

r

)r−1
+

( ∞∑
i=m

|xi|r
) r−1

r

)
,

(26)
где θn ∈ (0; 1) — число, соответствующее вектору h(n) в смысле
равенства (21). Так как lim

n
‖h(n)‖= 0, то с учетм (24) имеем

lim
n
Am(h(n)) = 0. Очевидно также равенство

lim
n

∣∣1− ‖x‖1−r ‖x+ θnh
(n)‖r−1

∣∣ = 0.

Поэтому из (26) получаем

lim
n

∣∣‖x+ h(n)‖− ‖x‖− px(h(n))
∣∣ ‖h(n)‖−1 6 2‖x‖1−r( ∞∑

i=m
|xi|r

) r−1
r .

Отсюда в силу произвольности m вытекает, что

lim
n

∣∣‖x+ h(n)‖ − ‖x‖ − px(h(n))
∣∣ ‖h(n)‖−1 = 0.

Следовательно, функционал px является вещественной произ-
водной нормы в точке x.

В силу теоремы 3.77 px + ipix является единственным секвен-
циально непрерывным линейным функционалом на lr, имею-
щим единичную норму и принимающим значение ‖x‖ в точке
x 6= 0. При этом в силу (20) имеет место равенство

(px + ipix)(h) = px(h)− ipx(ih) = ‖x‖1−r
∞∑
n=1

hnxn|xn|r−2.

В связи с теоремой 3.78 докажем, что для любого h∈ lr, лю-
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бой последовательности (en :n∈N) в lr, где ‖en‖= 1 при всех
n∈N, и любых сходящихся к нулю последовательностей чисел
tn > 0 и t′n > 0, n∈N, имеет место равенство

lim
n

(pen+tnh(h) + pen−t′nh(−h)) = 0. (27)

Действительно, пусть h= (hi : i∈N), а en = (eni : i∈N) для каж-
дого n∈N, где hi и eni — комплексные числа. Можно счи-
тать tn‖h‖< 1 и t′n‖h‖< 1 при всех n∈N. Обозначим In =
= {i∈N :hi(eni + tnhi)(eni− t′nhi) 6= 0}, I ′n = {i∈N : eni + tnhi = 0}
и I ′′n = {i∈N : eni− t′nhi = 0}. Тогда с учетом (20) имеем

pen+tnh(h) + pen−t′nh(−h) =

= (tn + t′n)r−1‖en − t′nh‖1−r ∑
i∈I′n

|hi|r+

+(tn + t′n)r−1‖en + tnh‖1−r ∑
i∈I′′n

|hi|r+

+<
(
‖en + tnh‖1−r ∑

i∈In
hi(eni + tnhi)|eni + tnhi|r−2

)
−

−<
(
‖en − t′nh‖1−r ∑

i∈In
hi(eni − t′nhi)|eni − t′nhi|r−2

)
. (28)

Для каждого n∈N при i∈ In положим

βni =
∣∣∣∣ eni + tnhi
|eni + tnhi|

|eni + tnhi|r−1

(|eni|+ |hi|)r−1
− eni − t′nhi
|eni − t′nhi|

|eni − t′nhi|r−1

(|eni|+ |hi|)r−1

∣∣∣∣ ,
а при i∈N\In положим βni = 0. Из (28) получаем неравенство

|pen+tnh(h) + pen−t′nh(−h)| 6 An +Bn‖en − t′nh‖1−r+

+(tn + t′n)r−1‖h‖r(‖en + tnh‖1−r + ‖en − t′nh‖1−r), (29)

где An =
∣∣‖en + tnh‖1−r−‖en − t′nh‖1−r∣∣ ∞∑

i=1
|hi| |eni + tnhi|r−1 и

Bn =
∞∑
i=1

βni|hi|(|eni|+ |hi|)r−1. В силу неравенств Гельдера и

Минковского имеем
An 6 ‖h‖‖en + tnh‖r−1

∣∣‖en + tnh‖1−r − ‖en − t′nh‖1−r∣∣ ,
Bn 6 (1 + ‖h‖)r−1

( ∞∑
i=1

βrni|hi|r
) 1

r .
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Очевидно, lim
n
An = 0. Кроме того, βni 6 2 и lim

n
βni = 0 при каж-

дом i∈N. Поэтому lim
n
Bn = 0. Но тогда из (29) получаем (27).

Аналогичные утверждения верны также для полунормиро-
ванного линейного пространства Lr, r∈ (1; ∞) (определение
дано, например, в [32], с. 142).

16. В связи с теоремой 3.54 и утверждением в) теоремы
3.28 построим в бесконечномерном гильбертовом пространстве
с носителем X поглощающее выпуклое подмножество M ⊂X,
не имеющее внутренних точек. Для этого выберем в X базис
Гамеля E так, чтобы последовательность некоторых векторов
en ∈E, n∈N, сходилась к нулю. Тогда в качестве M можно
взять множество всевозможных конечных линейных комбина-
ций векторов из E с коэффициентами, не превосходящими по
модулю единицу. Действительно, M поглощающе, уравновеше-
но и выпукло, а для любого x∈M последовательность векторов
x+ 3en /∈M , n∈N, сходится к x. Заметим, что в силу теоремы
3.54 замыкание M является окрестностью нуля и, значит, для
каждого r > 0 найдется такое m∈N, что ren ∈M для всех n>m.

17. ПустьG— непустое открытое множество на комплексной
плоскости (C , lim), F — множество всех аналитических функ-
ций f :G→C , S — система всех компактных подмножеств в
G, а ΛS — операция предела S-равномерной сходимости в F .
Ясно, что в линейном пространстве (F , ΛS) множество огра-
ничено тогда и только тогда, когда оно как множество функ-
ций равномерно ограничено на системе S. Согласно теореме
Монтеля (см. [48], с. 198), в (F , ΛS) ограниченное множество
секвенциально квазикомпактно. Отсюда следует, что простран-
ство (F , ΛS) полно и в нем последовательность сходится к f ∈F
тогда и только тогда, когда она ограничена и сходится к f по-
точечно на G. Кроме того, в силу утверждения б) следствия 3.7
операцию предела ΛS нельзя ослабить с сохранением системы
всех ограниченных множеств. Заметим, что в (F , ΛS) существу-
ет счетная фундаментальная система окрестностей нуля, состо-
ящая из выпуклых множеств vn = {f ∈F : |f(z)|<n−1, z ∈Mn},
n∈N, где последовательность множеств Mn ∈S, n∈N, выбра-
на так, что Mn⊂Mn+1 и каждое M ∈S содержится в некотором
Mn. Поэтому пространство (F , ΛS) метризуемо и локально вы-
пукло. Отсюда в силу утверждения а) следствия 3.7 вытекает,
что операцию предела ΛS нельзя усилить с сохранением систе-
мы всех ограниченных множеств. Кроме того, в силу теоремы
3.68 операция предела ослабленной сходимости, соответствую-
щая пространству (F , ΛS), совпадает с ΛS.



§ 16. Примеры 485

18. С точки зрения построенной здесь теории одним из ин-
тересных примеров является пространство основных (или проб-
ных) функций, которое рассматривается в теории обобщенных
функций (или распределений) (см. [27], [52], [54], [70]).

Пусть Ω — непустое открытое множество в пространстве
(R, lim)m при некотором m∈N. Носителем функции ϕ : Ω→C
называется замыкание множества {x∈Ω :ϕ(x) 6= 0} и обознача-
ется через suppϕ. Рассмотрим комплексное векторное прос-
транство DΩ всех бесконечно дифференцируемых (в класси-
ческом смысле) функций ϕ : Ω→C с компактным носителем
suppϕ⊂Ω. Для каждого семейства α= (α1, α2, . . . , αm) целых
чисел αi > 0 (i= 1, 2, . . . , m), называемого мультииндексом,
рассмотрим также отображение Dα :DΩ→DΩ, называемое
дифференциальным оператором порядка |α|=α1 +α2 + · · ·+αm
и определяемое равенством

Dαϕ(x) =
∂|α|ϕ(x)

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαm
m
, ϕ∈DΩ,

где xi ∈R (i= 1, 2, . . . , m) и x= (x1, x2, . . . , xm)∈Ω, а для
удобства положены Dα(ϕ) =Dαϕ и (Dαϕ)(x) =Dαϕ(x). Вве-
дем в DΩ линейную операцию однозначного предела λ сле-
дующим образом: для функции ϕ∈DΩ и последовательности
ϕ̂= (ϕn :n∈N) функций ϕn ∈DΩ будем считать λ(ϕ̂) =ϕ, если
множество M =

⋃
n∈N

suppϕn ограничено и M ⊂Ω, а для каждо-

го мультииндекса α последовательность функций Dαϕn, n∈N,
сходится к функции Dαϕ равномерно на Ω. Линейное простран-
ство (DΩ, λ) называется пространством основных (или проб-
ных) функций. Комплексное векторное пространство всех се-
квенциально непрерывных линейных функционалов на DΩ (т. е.
сопряженное с (DΩ, λ) векторное пространство) обозначим че-
рез D′

Ω. Линейную операцию однозначного предела в D′
Ω, соот-

ветствующую поточечной сходимости, обозначим через λ′. Ли-
нейное пространство (D′

Ω, λ
′) называется пространством обоб-

щенных функций (или распределений).
Выберем последовательность непустых компактных подмно-

жеств Kj ⊂Ω, j ∈N, так, чтобы Kj =K◦
j , Kj ⊂K◦

j+1 и каж-
дое компактное K ⊂Ω содержалось в некотором Kj . Ясно, что
Ω =

⋃
j∈N

Kj . Для каждого j ∈N обозначим через Dj векторное

подпространство в DΩ, состоящее из всех таких ϕ∈DΩ, что
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suppϕ⊂Kj . Очевидно, DΩ =
⋃
j∈N

Dj . Рассмотрим также линей-

ное подпространство (Dj , λj)⊂ (DΩ, λ). Нетрудно убедиться,
что (DΩ, λ) полно и в нем каждоеDj замкнуто. Кроме того, каж-
дое ограниченное в (DΩ, λ) подмножество содержится в неко-
тором Dj . Так как каждое Dj имеет пустую внутренность в
(DΩ, λ), то пространство (DΩ, λ) является множеством первой
категории в себе. Поэтому (DΩ, λ) не метризуемо. Однако каж-
дое подпространство (Dj , λj) метризуемо и локально выпукло
(т. е. операция предела λj определяется счетным семейством по-
лунорм). Действительно, при каждом целом ν> 0 определим на
DΩ норму ‖·‖ν по формуле ‖ϕ‖ν = max{|Dαϕ(x)| :x∈Ω, |α|6 ν},
ϕ∈DΩ, и заметим, что в (DΩ, λ) последовательность функций
ϕn ∈DΩ, n∈N, сходится к функции ϕ∈DΩ тогда и только то-
гда, когда найдется такое j ∈N, что ϕ∈Dj , ϕn ∈Dj для всех
n∈N и lim

n
‖ϕn−ϕ‖ν = 0 при любом ν ∈N.

Сформулируем несколько предложений (некоторые из них
известны) и наметим доказательства.

а) (DΩ, λ) не является пространством Фреше−Урысона.
б) В (DΩ, λ) для каждой сходящейся к нулю последователь-

ности ϕ̂ существует такая стремящаяся к бесконечности
последовательность r̂ натуральных чисел, что r̂ϕ̂ сходится
к нулю.

в) В (DΩ, λ) ограниченное множество секвенциально квази-
компактно.

г) Если E⊂DΩ такое, что для каждого j ∈N пересече-
ние E∩Dj является окрестностью нуля в подпространстве
(Dj , λj), то E является окрестностью нуля в (DΩ, λ).

д) Система всех выпуклых окрестностей нуля простран-
ства (DΩ, λ) определяет операцию предела λ.

е) Сильнейшая локально выпуклая топология τ в DΩ, опре-
деляющая операцию предела λ, индуцирует в каждом подпро-
странстве Dj секвенциальную топологию, причем секвенци-
ально непрерывный линейный функционал на (DΩ, λ) τ -непре-
рывен, а всякий секвенциально непрерывный линейный функ-
ционал, определенный на (Dj , λj), допускает секвенциально
непрерывное линейное продолжение на (DΩ, λ).

ж) Операцию предела λ нельзя усилить или ослабить с со-
хранением системы всех ограниченных подмножеств.

з) Операция предела ослабленной сходимости, соответст-
вующая пространству (DΩ, λ), совпадает с λ.
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и) (DΩ, λ) содержит такое замкнутое линейное подпро-
странство со счетным базисом Гамеля, что его операция пре-
дела является сильнейшей линейной операцией предела.

к) В (DΩ, λ) для всякого поглощающего и радиально уравно-
вешенного множества E множество E+E+ является окрест-
ностью нуля.

л) В (DΩ, λ) квазизамыкание поглощающего выпуклого мно-
жества является окрестностью нуля.

м) В (DΩ, λ) всякое радиально уравновешенное множество,
которое поглощает каждую сходящуюся к нулю последователь-
ность, является окрестностью нуля.

н) Равномерно ограниченная система линейных функциона-
лов на (DΩ, λ) равностепенно секвенциально непрерывна.

о) Если система F секвенциально непрерывных линейных
функционалов на (DΩ, λ) такая, что для каждого ϕ∈DΩ чис-
ловое множество {f(ϕ) : f ∈F} ограничено, то F равностепен-
но секвенциально непрерывна.

п) Пространство (D′
Ω, λ

′) полно, а операция предела λ′

соответствует также равномерной сходимости последова-
тельностей функционалов из D′

Ω на каждом ограниченном
множестве в (DΩ, λ).

Предложение а) вытекает из того, что, как легко заметить,
пространство (DΩ, λ) не обладает свойством, указанным в тео-
реме 1.34, а б) вытекает из метризуемости каждого (Dj , λj).

Для доказательства в) рассмотрим в (DΩ, λ) некоторую ог-
раниченную последовательность ϕ̂= (ϕn :n∈N). Тогда ϕn ∈Dj
для всех n∈N при некотором j ∈N. Так как последовательность
норм ‖ϕn‖1, n∈N, ограничена, то последовательность ϕ̂ равно-
степенно секвенциально непрерывна на Ω. В силу теоремы 3.45
ϕ̂ обладает подпоследовательностью ϕ̂1 = (ϕn1 :n∈N), которая
сходится к некоторой непрерывной на Ω функции ϕ равномер-
но на каждом компактном K ⊂Ω. Очевидно, suppϕ⊂Kj . Так
как последовательность норм ‖ϕn1‖2, n∈N, ограничена, то для
каждого мультииндекса α с |α|= 1 последовательность функций
Dαϕn1, n∈N, равностепенно секвенциально непрерывна на Ω. В
силу теоремы 3.45 ϕ̂1 обладает такой подпоследовательностью
ϕ̂2 = (ϕn2 :n∈N), что для каждого мультииндекса α с |α|= 1 по-
следовательность функций Dαϕn2, n∈N, сходится равномерно
на Ω к непрерывной функции Dαϕ. Продолжая эти рассужде-
ния, для каждого k∈N получим существование такой подпосле-
довательности ϕ̂k = (ϕnk :n∈N) последовательности ϕ̂= ϕ̂0, что
ϕ̂k≺ ϕ̂k−1 и для каждого мультииндекса α с |α|6 k− 1 последо-
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вательность функцийDαϕnk, n∈N, сходится равномерно на Ω к
непрерывной функции Dαϕ. Отсюда следует, что ϕ∈Dj . Ясно,
что подпоследовательность (ϕnn :n∈N) последовательности ϕ̂
сходится к ϕ в пространстве (DΩ, λ).

Предложение г) очевидно. Относительно д) достаточно дока-
зать, что если в (DΩ, λ) последовательность (ϕn :n∈N) не схо-
дится к нулю, то существует выпуклая окрестность нуля, вне
которого находится бесконечное число членов этой последова-
тельности. Возможны два случая: либо ϕn ∈Dj для всех n∈N
при некотором j ∈N, либо существуют такие строго возраста-
ющие последовательности натуральных чисел kn и jn (n∈N),
что ϕkn ∈Djn+1\Djn для каждого n∈N. В первом случае суще-
ствование требуемой окрестности нуля очевидно. Во втором слу-
чае существует такая последовательность точек xn ∈Kjn+1\Kjn ,
n∈N, что ϕkn(xn) 6= 0. Положим cn = min{|ϕki

(xi)| : 1 6 i6n} и
En = {ϕ∈Djn+1 : ‖ϕ‖0<cn2−n−1}. Очевидно, En является окре-
стностью нуля в пространстве (Djn+1 , λjn+1). Обозначим через
E выпуклую оболочку множества

⋃
n∈N

En. Пусть ψ ∈E. Тогда

ψ= t1ψ1 + t2ψ2 + . . . + tνψν с некоторыми ν ∈N, ψi ∈Ei и ti ∈R+

(i= 1, 2, . . . , ν), причем t1 + t2 + . . . + tν = 1. Для произвольно-
го n∈N в силу выбора xn имеем, что ψ(xn) = 0 при n>ν и
ψ(xn) = t1ψ1(xn) + t2ψ2(xn) + . . . + tνψν(xn) при n6 ν. В послед-

нем случае |ψ(xn)|6
ν∑
i=1

ti|ψi(xn)|6
ν∑
i=1

ti‖ψi‖0 6
ν∑
i=1

tici2−i−1 6

6 cn2−n<cn 6 |ϕkn(xn)|. Следовательно, ψ 6=ϕkn . Тем самым
ϕkn /∈E для всех n∈N. Так как En⊂E∩Djn+1 , то в силу г) мно-
жество E является выпуклой окрестностью нуля в (DΩ, λ).

В предложении е) первые два утверждения очевидны, а по-
следнее утверждение вытекает из предложения 3.54. Предложе-
ние ж) вытекает из утверждения а) теоремы 3.30 и утвержде-
ния б) следствия 3.7. Предложение з) вытекает из теоремы 3.68
и утверждения б) теоремы 3.30.

В качестве носителя указанного в предложении и) подпро-
странства может служить линейная оболочка последовательно-
сти некоторых функций ϕj ∈Dj+1\Dj , j ∈N.

Предложения к) и л) вытекают из следствия 3.10, а м) — из
предложения 3.46. Предложение н) вытекает из утверждения б)
теоремы 3.52, а о) и п) — из следствий 3.11 и 3.12.



Г л а в а IV

ПРОСТРАНСТВА С ОПЕРАЦИЕЙ ПРЕДЕЛА
НАПРАВЛЕННОСТИ ИЛИ ФИЛЬТРА

§ 1. Пространства с операцией предела направленности

1. Операция предела направленности. Полная систе-
ма окрестностей точки. Понятия окрестности точки и пре-
дела направленности совместно вводятся следующим образом.
Класс всех направленностей в непустом множествеX обозначим
через K(X) (некоторые понятия и обозначения, указанные в
n◦ 1 и n◦ 2 раздела обозначений и определений и связанные с
множествами, будем использовать также для классов). Исходя
из семейства (Vx :x∈X) некоторых систем окрестностей, введем
в X понятие предела направленности. Точка x∈X называется
пределом направленности x̌∈K(X) по системе Vx окрестностей
точки x, если x̌ почти вся лежит в каждом v ∈Vx. Сопоставляя
каждой направленности из K(X) множество ее пределов, полу-
чим отображение L :K(X)→ 2X , называемое операцией предела
направленности в X. Пара (X, L) называется пространством с
операцией предела направленности. Очевидно, множество L(ẋ)
не зависит от области определения стационарной направленно-
сти ẋ и содержит точку x. В исходном семействе (Vx :x∈X)
каждую систему Vx расширим с сохранением операции предела
направленности L и полученную сильнейшую систему Ux назо-
вем полной системой окрестностей точки x пространства (X, L).
Система Ux совпадает с фильтром в X, имеющим предбазу Vx.
Следовательно, всякий фильтр подмножеств множества X, со-
держащих точку x∈X, может служить полной системой окрест-
ностей точки x в некотором пространстве с операцией предела
направленности, имеющем носитель X. В (X, L) множество v
называется окрестностью множестваM , если v является окрест-
ностью каждой точки изM (любое множество считается окрест-
ностью пустого множества). Этим завершается совместное вве-
дение понятий окрестности и предела направленности.

Отображение L :K(X)→ 2X является операцией предела на-
правленности в множестве X тогда и только тогда, когда

1) x∈L(ẋ) для каждого x∈X;
2) L(x̌)⊂L(x̌′) для любых x̌′≺ x̌ из K(X);
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3) для каждых x̌∈K(X) и x∈X\L(x̌) существует такое
x̌′≺ x̌, что x /∈L(ξ̌) для любого ξ̌ ∈K([x̌′]).

В пространстве с операцией предела направленности (X, L)
полная система Ux окрестностей точки x есть множество таких
u⊂X, что x /∈L(ξ̌) для любого ξ̌ ∈K(X\u). В (X, L) множество
v является окрестностью множества M тогда и только тогда,
когда M∩L(ξ̌) = Ø для любого ξ̌ ∈K(X\v).

В свойстве 1) отображения L не предполагается, что множе-
ство L(ẋ) инвариантно относительно области определения ста-
ционарной направленности ẋ. Эта инвариантность следует из
свойств 1)—3).

Отметим, что вместо класса K(X) можно было ограничиться
рассмотрением множества направленностей в X, указанного в
n◦ 5 раздела обозначений и определений.

2. Замыкание и квазизамыкание. Открытые множе-
ства. В пространстве с операцией предела направленности
(X, L) точка x называется предельной точкой множества M ,
если существует направленность x̌ в M\{x}, сходящаяся к x,
т. е. x∈L(x̌). Точка x является предельной точкой множестваM
тогда и только тогда, когда каждая ее окрестность имеет непу-
стое пересечение с M\{x}. Множество называется замкнутым,
если оно содержит все свои предельные точки. Пересечение лю-
бой системы и объединение конечной системы замкнутых мно-
жеств являются замкнутыми множествами. Пересечение всех
замкнутых множеств, содержащих множество M , называется
замыканием, а объединение M с множеством его предельных
точек называется квазизамыканием множества M и обознача-
ются соответственно через M и M+. Имеет место включение
M+⊂M .

Отображение M 7→M+ множества 2X в себя является опера-
цией квазизамыкания в некотором (притом единственном) про-
странстве с операцией предела направленности (X, L) тогда и
только тогда, когда

1) Ø+ = Ø; 2) M ⊂M+; 3) (M∪G)+ =M+∪G+.
В пространстве (X, L) множество называется открытым,

если оно является своей окрестностью. Множество открыто то-
гда и только тогда, когда его дополнение замкнуто. Система τ
всех открытых подмножеств пространства (X, L) является то-
пологией в X. В (X, L) точка x называется точкой накопле-
ния множества M , если каждая ее открытая окрестность имеет
непустое пересечение сM\{x}. Предельная точка множества яв-
ляется его точкой накопления. Однако обратное утверждение
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не верно. Множество замкнуто тогда и только тогда, когда оно
содержит все свои точки накопления. Замыкание множества сов-
падает с объединением этого множества и множества его точек
накопления.

Операция предела направленности L′, определенная в X то-
пологией τ всех открытых подмножеств пространства (X, L),
может отличаться от L, причем L(x̌)⊂L′(x̌) для любого x̌∈
∈K(X). Кроме того, τ является также топологией всех от-
крытых подмножеств пространства (X, L′). Следовательно, в
(X, L) и (X, L′) операции замыкания совпадают.

3. Топологические пространства с операцией предела
направленности. Пространство с операцией предела направ-
ленности (X, L) называется топологическим, а L — топологи-
ческой операцией предела направленности, если L может быть
определено топологией всех открытых подмножеств этого про-
странства.

Пространство (X, L) является топологическим тогда и толь-
ко тогда, когда в нем окрестность точки содержит ее откры-
тую окрестность. Следовательно, в топологическом простран-
стве (X, L) понятия точки накопления и предельной точки мно-
жества совпадают, а, значит, понятия замыкания и квазизамы-
кания множества тоже совпадают.

Пусть γ — система подмножеств множества X, покрываю-
щая X, а L — операция предела направленности в X, опре-
деленная системой γ, рассматриваемой как система открытых
множеств. Тогда пространство (X, L) топологическое, причем
γ является предбазой для топологии всех открытых подмно-
жеств этого пространства. Следовательно, всякая топология в
непустом множестве может служить топологией всех открытых
подмножеств некоторого топологического пространства с опе-
рацией предела направленности, имеющего носитель X.

Пространство (X, L) является топологическим тогда и толь-
ко тогда, когда для каждых x̌∈K(X) и x∈X\L(x̌) существу-
ет такое x̌′≺ x̌, что x /∈ [x̌′]. Отсюда следует, что отображение
L :K(X)→ 2X является топологической операцией предела на-
правленности в X тогда и только тогда, когда

1) x∈L(ẋ) для каждого x∈X;
2) L(x̌)⊂L(x̌′) для любых x̌′≺ x̌ из K(X);
3) для каждых x̌∈K(X) и x∈X\L(x̌) существует такое

M ⊂X\{x}, что x̌ является частым в M и L(ξ̌)⊂M для любого
ξ̌ ∈K(M).

В [35], с. 107, указаны характеристические свойства топо-
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логической операции предела направленности, которые анало-
гичны свойствам операции предела Фреше−Урысона, указан-
ным в теоремах 1.3 и 1.33. Чтобы привести эти свойства, введем
отношение частичного предупорядочения в декартовом произ-
ведении J =

∏
i∈I

Ji семейства направленных множеств (Ji : i∈ I),

положив j′ 6 j′′ для элементов j′ и j′′ из J , если pri(j′) 6 pri(j′′)
для всех i∈ I. Тогда J становится направленным множеством и
называется направленным произведением этого семейства.

Свойства 1)—3) отображения L эквивалентны следующим:
1) x∈L(ẋ) для каждого x∈X;
2) L(x̌)⊂L(x̌′) для любых x̌′≺ x̌ из K(X);
3) если x∈X и x̌∈K(X) такие, что для каждого x̌′≺ x̌

существует x̌′′≺ x̌′, для которого x∈L(x̌′′), то x∈L(x̌);
4) если семейство

(
xνk : (ν, k)∈

⋃
i∈I

({i}×Ji)
)

в X такое, что

множества I и Ji, i∈ I, направленные, а для каждого i∈ I на-
правленность x̌i = (xik : k∈Ji) удовлетворяет условию L(x̌i) 6= Ø,
то L(ξ̌)⊂L(x̌) для направленности x̌=

(
xνjν : (ν, j)∈ I×

∏
i∈I

Ji
)
,

где jν = prν(j), и произвольной направленности ξ̌= (ξi : i∈ I),
где ξi ∈L(x̌i).

В топологическом пространстве (X, L) множество пределов
любой направленности x̌= (xi : i∈ I) замкнуто и L(ξ̌)⊂L(x̌) для
любой направленности ξ̌= (ξi : i∈ I) точек ξi ∈L(ẋi).

В любом пространстве с операцией предела направленности
операция замыкания обладает свойствами

1) Ø = Ø; 2) M ⊂M ; 3) M∪G=M∪G; 4) (M) =M .
Обратно, если отображение M 7→M множества 2X в себя об-

ладает свойствами 1)—4), то оно является операцией замыкания
в некотором (притом единственном) топологическом простран-
стве (X, L).

Операция однозначного предела направленности может не
быть топологической. Семейство (Vx :x∈X) фильтров окрест-
ностей в X определяет операцию однозначного предела направ-
ленности тогда и только тогда, когда любые две различные точ-
ки x и y из X имеют непересекающиеся окрестности vx ∈Vx и
vy ∈Vy.

Пространство с операцией предела направленности, состоя-
щее из одной или двух точек, является топологическим. Однако
есть нетопологическое пространство, состоящее из трех точек.
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4. Подпространства. Прямое произведение прост-
ранств. Пусть X1 — непустое подмножество в пространстве
с операцией предела направленности (X, L), а K(X1) — класс
всех направленностей в X1. Отображение L1 :K(X1)→ 2X1 ,
определенное равенством L1(x̌) =L(x̌)∩X1, для всех x̌∈K(X1),
является операцией предела направленности в X1. Пространст-
во (X1, L1) называется подпространством пространства (X, L)
и указывается записью (X1, L1)⊂ (X, L). Если (Ux :x∈X) и
(U ′

x :x∈X1) — семейства полных систем окрестностей в про-
странстве (X, L) и его подпространстве (X1, L1) соответствен-
но, то для каждого x∈X1 система U ′

x индуцируется в X1 си-
стемой Ux. Топология τ всех открытых подмножеств простран-
ства (X, L) индуцирует в X1 топологию τ ′, которая содержится
в топологии τ1 всех открытых подмножеств подпространства
(X1, L1). Однако если пространство (X, L) топологическое, то
подпространство (X1, L1) тоже топологическое и τ ′ = τ1. Если
в (X, L) замыкание и квазизамыкание подмножества M ⊂X1

обозначить через M и M+, а в (X1, L1) — через (M)1 и (M)+1 ,
то (M)+1 =M+∩X1 и (M)1⊂M∩X1, причем если пространство
(X, L) топологическое, то (M)1 =M∩X1.

Пусть ((Xi, Li) : i∈ I) — семейство пространств с операци-
ей предела направленности. В X =

∏
i∈I

Xi определим операцию

предела направленности L следующим образом. Для любой на-
правленности x̌= (x(α) :α∈A) в X и каждого i∈ I рассмотрим
направленность x̌i =

(
x

(α)
i :α∈A

)
в Xi, где x(α)

i = pri
(
x(α)

)
. По-

ложим
L(x̌) =

∏
i∈I

Li(x̌i).

Для L используется запись

L =
∏
i∈I

Li.

Пространство (X, L) называется прямым произведением семей-
ства пространств ((Xi, Li) : i∈ I) и записывается в виде

(X, L) =
∏
i∈I

(Xi, Li).

Операция предела направленности L может быть определена
семейством систем окрестностей (Vx :x∈X), где Vx — система



494 Глава IV. Пространства с операцией предела направленности

всех v⊂X, представимых в виде v=
∏
i∈I

ui, где ui — окрест-

ность точки xi = pri(x) в (Xi, Li), причем ui =Xi для всех
i∈ I, кроме конечного числа значений. При этом в (X, L)
полная система Ux окрестностей точки x есть фильтр, име-
ющий базу Vx. Фильтр Ux является произведением семейства
фильтров

(
U

(i)
xi : i∈ I

)
, где U (i)

xi — полная система окрестностей
точки xi = pri(x) пространства (Xi, Li).

Для семейства произвольных подмножеств Mi⊂Xi, i∈ I,
имеют место

(
∏
i∈I

Mi)+ =
∏
i∈I

M+
i ,

∏
i∈I

Mi ⊂
∏
i∈I

M i.

Если все пространства (Xi, Li), i∈ I, топологические, то
их прямое произведение (X, L) тоже топологическое, причем
τ =

∏
i∈I

τi, где τ и τi — топологии всех открытых подмножеств

пространств (X, L) и (Xi, Li) соответственно. Кроме того, для
семейства произвольных подмножеств Mi⊂Xi, i∈ I, справед-
ливо равенство ∏

i∈I
Mi =

∏
i∈I

M i.

Из указанных выше свойств топологического пространства с
операцией предела направленности (X, L) следует, что его мож-
но отождествить с пространством с топологией (X, τ), где τ —
топология всех открытых подмножеств пространств (X, L). Это
означает, что теория топологических пространств с операцией
предела направленности эквивалентна общей топологии.

5. Отношение квазиравномерности. Полная система
окружений. Пусть K(X×X) — класс всех направленностей в
X×X, а V — некоторая система окружений вX×X, т. е. система
подмножеств v⊂X×X, содержащих диагональ ∆(X). С помо-
щью системы окружений V определим подкласс S ⊂K(X×X),
называемый структурой квазиравномерности на X и состоящий
из тех направленностей в X×X, каждая из которых почти вся
лежит в каждом v∈V . Каждой направленности ζ̌ = (ζi : i∈ I)
из S, где ζi = (xi, yi), сопоставим пару (x̌, y̌) направленностей
x̌= (xi : i∈ I) и y̌= (yi : i∈ I) в X и полученный класс этих пар
обозначим через R. Подкласс R⊂K(X)×K(X) определяет в
K(X) рефлексивное бинарное отношение, называемое отноше-
нием квазиравномерности. Исходную систему окружений V рас-
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ширим с сохранением отношения квазиравномерности R (или
структуры квазиравномерности S) и полученную сильнейшую
систему U назовем полной системой окружений, соответствую-
щей отношению квазиравномерности R (или структуре квази-
равномерности S). Система U совпадает с фильтром в X×X,
имеющим предбазу V . Следовательно, всякий фильтр подмно-
жеств произведения X×X, содержащих ∆(X), может служить
полной системой окружений, соответствующей некоторому от-
ношению квазиравномерности в K(X).

Подкласс S ⊂K(X×X) является структурой квазиравно-
мерности на X тогда и только тогда, когда

1) ζ̇ ∈S для каждого ζ ∈∆(X);
2) если ζ̌ ∈S и ζ̌ ′≺ ζ̌, то ζ̌ ′ ∈S;
3) если ζ̌ ∈K(X×X)\S, то существует такое ζ̌ ′≺ ζ̌, что

S∩K([ζ̌ ′]) = Ø.
Полная система окружений U , соответствующая структу-

ре квазиравномерности S, есть множество таких подмножеств
u⊂X×X, что S∩K((X×X)\u)) = Ø.

Для пары (x̌, y̌) направленностей x̌= (xi : i∈ I) и y̌= (yi :
i∈ I) в X обозначим [(x̌, y̌)] = {(xi, yi) : i∈ I}. Запись (x̌′, y̌′)≺
≺ (x̌, y̌) означает, что x̌′≺ x̌, y̌′≺ y̌ и поднаправленности x̌′, y̌′
имеют одну и ту же область определения.

Подкласс R⊂K(X)×K(X), состоящий из некоторых пар
(x̌, y̌) направленностей x̌ и y̌ в X, имеющих одну и ту же об-
ласть определения (своя для каждой пары), определяет в K(X)
отношение квазиравномерности тогда и только тогда, когда

1) (ẋ, ẋ)∈R для каждого x∈X;
2) если (x̌, y̌)∈R и (x̌′, y̌′)≺ (x̌, y̌), то (x̌′, y̌′)∈R;
3) для каждой пары (x̌, y̌) /∈R направленностей x̌ и y̌ в X,

имеющих одну и ту же область определения, существует такое
(x̌′, y̌′)≺ (x̌, y̌), что (ξ̌, η̌) /∈R для любых направленностей ξ̌ и η̌
в X, имеющих одну и ту же область определения и удовлетво-
ряющих включению [(ξ̌, η̌)]⊂ [(x̌′, y̌′)].

Полная система окружений U , соответствующая отношению
квазиравномерности R, есть множество таких u⊂X×X, что
(ξ̌, η̌) /∈R для любых направленностей ξ̌ и η̌ в X, имеющих одну
и ту же область определения и удовлетворяющих включению
[(ξ̌, η̌)]⊂ (X×X)\u.

Из свойств 1) и 3) следует рефлексивность отношения R,
т. е. принадлежность (x̌, x̌)∈R для любого x̌∈K(X).
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При помощи отношения квазиравномерности R определим
отображение L :K(X)→ 2X , считая, что x∈L(x̌) для x̌∈K(X),
если (x̌, ẋ)∈R. Из свойств 1)—3) отношения R следует, что L
является операцией предела направленности в X. Пусть U —
некоторая система окружений, определяющая отношение ква-
зиравномерности R. Для каждого x∈X рассмотрим систему
Ux = {u[x]1 : u∈U} подмножеств u[x]1 = {y : (y, x)∈u} множест-
ва X. Если Ux принять как систему окрестностей точки x, то
семейство (Ux :x∈X) систем окрестностей определит в X опе-
рацию предела направленности L. При этом если U является
полной системой окружений, соответствующей отношению R,
то Ux является полной системой окрестностей точки x в про-
странстве (X, L). Отметим, что всякая операция предела на-
правленности в X может быть определена отношением квази-
равномерности в K(X).

6. Отношение равномерности. Если отношение квази-
равномерности, определенное подклассом R⊂K(X)×K(X), яв-
ляется отношением эквивалентности, т. е. дополнительно об-
ладает свойствами симметричности и транзитивности, то оно
называется отношением равномерности в K(X), а соответству-
ющая структура квазиравномерности S ⊂K(X×X) называется
структурой равномерности на X. При этом пара (X, R) или
(X, S) называется пространством с равномерностью.

Если операция предела направленности L в X определена
отношением равномерности, то пространство (X, L) топологи-
ческое.

Фильтр U в X×X тогда и только тогда является полной
системой окружений, соответствующей отношению равномерно-
сти, когда

1) каждое u∈U содержит ∆(X);
2) если u∈U , то u−1 ∈U ;
3) для каждого u∈U существует такое v∈U , что v2⊂u.
Это означает, что понятие пространства с равномерностью

эквивалентно понятию равномерного пространства, рассматри-
ваемому в общей топологии.

В пространстве с равномерностью (X, R), имеющем опе-
рацию предела направленности L, множество пределов любой
сходящейся направленности x̌= (xi : i∈ I) замкнуто, а каждая
окрестность точки из L(x̌) является окрестностью для L(x̌),
причем если x̌′≺ x̌, ž — направленность в L(x̌), а ξ̌= (ξi : i∈ I)
— направленность точек ξi ∈L(ẋi), то L(x̌) =L(x̌′) =L(ž) =L(ξ̌).
Множество пределов любых двух направленностей x̌ и y̌ либо не
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пересекаются, либо совпадают. Если (x̌, y̌)∈R, то L(x̌) =L(y̌).
Обратно, если L(x̌) =L(y̌) 6= Ø и эти направленности имеют одну
и ту же область определения, то (x̌, y̌)∈R. Пересечение всех
окрестностей точки x∈X совпадает с L(ẋ).

Указанные свойства позволяют для пространства с равно-
мерностью (X, R) ввести понятие фактор-пространства, явля-
ющегося хаусдорфовым пространством с равномерностью.

В пространстве (X, R) направленность x̌ называется направ-
ленностью Коши, если (x̌′, x̌′′)∈R для любых поднаправленно-
стей x̌′≺ x̌ и x̌′′≺ x̌, имеющих одну и ту же область определения.
Пространство (X, R) называется полным, если в нем каждая
направленность Коши сходится.

Вместе с направленностью x̌= (xi : i∈ I) в X рассмотрим
также направленность ζ̌ = (ζj : j ∈J) в X×X, где J = I×I, а
ζj = (xi′ , xi′′) для j= (i′, i′′). В пространстве с равномерностью
(X, R) направленность x̌ является направленностью Коши то-
гда и только тогда, когда ζ̌ ∈S, где S — соответствующая струк-
тура равномерности.

По аналогии с определениями 3.1, 3.16, 3.18 и 3.20 можно вве-
сти понятия линейного пространства, группы, кольца и алгебры
с операцией предела направленности. Однако эти понятия экви-
валентны соответственно понятиям топологического векторного
пространства, топологической группы, топологического кольца
и топологической алгебры.

§ 2. Пространства с операцией предела фильтра

1. Операция предела фильтра. Полная система окре-
стностей точки. Теорию, эквивалентную теории пространств
с операцией предела направленности, можно построить на ос-
новании понятия предела фильтра. Замена направленностей
фильтрами упрощает теорию и позволяет обойтись без поня-
тия класса (несмотря на это, теория пространств с операци-
ей предела направленности удобнее для сравнения с теорией
пространств с операцией предела последовательности). Поня-
тия окрестности точки и предела фильтра совместно вводят-
ся следующим образом. Пусть F(X) — множество всех филь-
тров в непустом множестве X. Исходя из семейства (Vx :x∈X)
некоторых систем окрестностей в X, введем понятие предела
фильтра. Точка x∈X называется пределом фильтра F∈F(X)
по системе Vx окрестностей точки x, если Vx⊂F. Сопоставляя
каждому фильтру множество его пределов, получим отображе-
ние L :F(X)→ 2X , называемое операцией предела фильтра в X.
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Пара (X, L) называется пространством с операцией предела
фильтра. В исходном семействе (Vx :x∈X) каждую систему Vx
расширим с сохранением операции предела фильтра L и полу-
ченную сильнейшую систему Ux назовем полной системой ок-
рестностей точки x пространства (X, L). Система Ux совпадает
с фильтром в X, имеющим предбазу Vx.

Отображение L :F(X)→ 2X является операцией предела
фильтра в X тогда и только тогда, когда

1) x∈L(Fx) для каждого x∈X, где Fx — фильтр всех под-
множеств в X, содержащих x;

2) L(F)⊂L(F′) для любых F⊂F′ из F(X);
3) x∈L(Ux) для каждого x∈X, где Ux =

⋂
{F∈F(X) :

x∈L(F)}.
В пространстве с операцией предела фильтра (X, L) полная

система окрестностей точки x есть фильтр Ux =
⋂
{F∈F(X) :

x∈L(F)}, а система всех окрестностей множества M есть
фильтр UM =

⋂
{F∈F(X) : M∩L(F) 6= Ø}.

Заметим, что для фильтра F вX и подмножества M ⊂X при
M /∈F существует фильтр F′⊃F в X, содержащий X\M . Дей-
ствительно, в качестев F′ можно взять фильтр, имеющий базу
{A\M :A∈F}. Используя это, легко доказать, что в указанных
характеристических свойствах операции предела фильтра свой-
ство 3) можно заменить следующим: для каждых F∈F(X) и
x∈X\L(F) существует фильтр F′⊃F из F(X), содержащий та-
кое M ⊂X, что x /∈L(F′′) для любого F′′ ∈F(X), содержащего
M . При этом в (X, L) полная система Ux окрестностей точки
x состоит из таких u⊂X, что x /∈L(F) для любого F∈F(X),
содержащего X\u. Кроме того, множество v является окрест-
ностью множества M тогда и только тогда, когда M∩L(F) = Ø
для любого F∈F(X), содержащего X\v.

В (X, L) точка x называется предельной точкой множества
M , если x∈L(F) для некоторого F∈F(X), содержащегоM\{x}.

В пространстве с операцией предела фильтра понятия от-
крытого множества, замкнутого множества, точки накопления
множества, замыкания и квазизамыкания множества вводятся
таким же образом, как в пространстве с операцией предела на-
правленности. Аналогично определяется также понятие тополо-
гического пространства с операцией предела фильтра.

Пространство (X, L) топологическое тогда и только тогда,
когда для каждых F∈F(X) и x∈X\L(F) существует фильтр
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F′⊃F из F(X), содержащий такое множество M , что x /∈M .
Значит, отображение L :F(X)→ 2X является топологической
операцией предела фильтра в X тогда и только тогда, когда

1) x∈L(Fx) для каждого x∈X, где Fx — фильтр всех под-
множеств в X, содержащих x;

2) L(F)⊂L(F′) для любых F⊂F′ из F(X);
3) для каждых F∈F(X) и x∈X\L(F) существует фильтр

F′⊃F из F(X), содержащий такое M ⊂X\{x}, что L(F′′)⊂M
для любого F′′ ∈F(X), содержащего M .

В (X, L) множество Sx всех фильтров, сходящихся к точ-
ке x∈X, называется структурой сходимости фильтров к x, а
семейство (Sx :x∈X) называется структурой сходимости филь-
тров в X. Очевидно, Sx = {F∈F(X) :x∈L(F)}, x∈X, и L(F) =
= {x∈X : F∈Sx}, F∈F(X), а полная система окрестностей
точки x есть фильтр Ux =

⋂
F∈Sx

F.

Для точки x∈X подмножество Sx⊂F(X) является струк-
турой сходимости фильтров к x тогда и только тогда, когда

1) Fx ∈Sx, где Fx — фильтр всех подмножеств в X, содержа-
щих x;

2) из F∈Sx и F⊂F′ ∈F(X) следует, что F′ ∈Sx;
3) (

⋂
F∈Sx

F)∈Sx.

Семейство (Sx :x∈X) подмножеств Sx⊂F(X) тогда и толь-
ко тогда является структурой сходимости фильтров в X, соот-
ветствующей топологической операции предела фильтра, когда
Sx для каждого x∈X обладает свойствами 1)—3) и, кроме то-
го, для каждого M ∈

⋂
F∈Sx

F существует такое G⊂M\{x}, что

G∈
⋂

F∈Sy

F для любого y ∈G.

2. Структуры квазиравномерности и равномерности.
Полная система окружений. Пусть F(X×X) — множество
всех фильтров в X×X, а V — некоторая система окружений в
X×X. При помощи V определим подмножество S ⊂F(X×X),
называемое структурой квазиравномерности на X и состоящее
из таких F∈F(X×X), что V ⊂F. Исходную систему окруже-
ний V расширим с сохранением структуры квазиравномерно-
сти S и полученную сильнейшую систему U назовем полной си-
стемой окружений, соответствующей структуре квазиравномер-
ности S. Система U совпадает с фильтром в X×X, имеющим
предбазу V .
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Подмножество S ⊂F(X×X) является структурой квазирав-
номерности на X тогда и только тогда, когда

1) Fζ ∈S для каждого ζ ∈∆(X), где Fζ — фильтр всех под-
множеств в X×X, содержащих ζ;

2) если F∈S и F⊂F′ ∈F(X×X), то F′ ∈S;
3) (

⋂
F∈S

F)∈S.

Полная система окружений, соответствующая структуре
квазиравномерности S, есть фильтр U =

⋂
F∈S

F.

Свойство 3) можно заменить следующим: для каждого F∈
∈F(X×X)\S существует фильтр F′⊃F в X×X, содержащий
такое множество H, что F′′ /∈S для любого F′′ ∈F(X×X), со-
держащего H. При этом полная система окружений U , соответ-
ствующая структуре квазиравномерности S, состоит из таких
подмножеств u⊂X×X, что S∩F((X×X)\u) = Ø.

При помощи структуры квазиравномерности S на X опре-
делим отображение L :F(X)→2X , считая, что x∈L(F) для
F∈F(X), если F×Fx ∈S, где Fx — фильтр всех подмножеств
в X, содержащих x. Отображение L является операцией преде-
ла фильтра в X. Всякая операция предела фильтра в X может
быть определена структурой квазиравномерности.

Для F∈F(X×X) обозначим F−1 = {H−1 :H ∈F}∈F(X×X).
Пусть F1 и F2 — такие фильтры в X×X, что A◦B 6= Ø для лю-
бых A∈F1 и B ∈F2. Тогда система {A◦B :A∈F1, B ∈F2} явля-
ется базой некоторого фильтра в X×X, обозначаемого через
F1◦F2. Для непустого подмножества S ⊂F(X×X) обозначим
S−1 = {F−1 : F∈S} и

S◦S = {F1◦F2 : F1 ∈S, F2 ∈S и существует F1◦F2}.
Если структура квазиравномерности S ⊂F(X×X) обладает

свойствами S−1 =S и S◦S =S, то она называется структурой
равномерности на X. При этом пара (X, S) называется про-
странством с равномерностью.

Если операция предела фильтра L в X определена структу-
рой равномерности, то пространство (X, L) топологическое.

Фильтр U в X×X тогда и только тогда является полной си-
стемой окружений, соответствующей структуре равномерности,
когда он удовлетворяет условиям 1)—3), указанным в § 1, n◦ 6.

В пространстве с равномерностью (X, S) фильтр F∈F(X)
называется фильтром Коши, если F×F∈S. Пространство (X, S)
называется полным, если в нем каждый фильтр Коши сходится.
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§ 3. Сравнение теорий пространств с операцией пре-
дела последовательности и пространств с опера-

цией предела направленности или фильтра

Операции замыкания и квазизамыкания в пространстве с
операцией предела последовательности являются частными слу-
чаями операций замыкания и квазизамыкания в пространстве с
операцией предела направленности или фильтра. Несмотря на
это, теория пространств с операцией предела последовательно-
сти не является частной по отношению к теории пространств с
операцией предела направленности или фильтра. Причина это-
го частично заключается в понятиях подпространства и прямо-
го произведения пространств. В этих теориях различны спосо-
бы распространения операции замыкания на подпространство
и на прямое произведение пространств. Поясним сказанное и
рассмотрим пример.

Если отображение L :K(X)→ 2X является операцией пре-
дела направленности в множестве X, то его сужение L|XN =
= Λ :XN→ 2X является операцией предела последовательности
в X. Обратно, любая операция предела последовательности Λ в
X есть сужение на XN некоторой (вообще говоря, неединствен-
ной) операции предела направленности L в X.

Пусть (Ux :x∈X) — семейство полных систем окрестностей
пространства с операцией предела последовательности (X, Λ).
При помощи этого семейства систем окрестностей определим
в X операцию предела направленности L. Тогда Λ =L|XN , а
(Ux :x∈X) является также семейством полных систем окрест-
ностей пространства (X, L). Кроме того, L является сильней-
шей операцией предела направленности в X, имеющей суже-
ние Λ на XN. Для топологического пространства (X, Λ) про-
странство (X, L) может не быть топологическим. Оно тополо-
гическое тогда и только тогда, когда (X, Λ) — пространство
Фреше−Урысона. Пространства (X, Λ) и (X, L) имеют одну и
ту же операцию квазизамыкания, а следовательно, и операцию
замыкания. Однако эти пространства нельзя отождествить, по-
скольку в прямых произведениях (X̃, Λ̃) = (X, Λ)ν и (X̃, L̃) =
= (X, L)ν , где ν > 2 — некоторая мощность, L̃ может не быть
сильнейшей операцией предела направленности, для которой
Λ̃ = L̃|

eXN , даже если (X, Λ) — пространство Фреше−Урысона.
Другими словами, пространства (X̃, Λ̃) и (X̃, L̃) могут иметь
различные операции квазизамыкания.
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Пусть τ — секвенциальная топология топологического про-
странства с операцией предела последовательности (X, Λ), а L
— операция предела направленности в X, определенная тополо-
гией τ . Тогда Λ =L|XN , а пространство (X, L) топологическое.
Пространства (X, Λ) и (X, L) имеют одну и ту же операцию
замыкания, хотя они могут иметь различные операции квази-
замыкания. Есть и другие причины, не позволяющие отожде-
ствить эти пространства, а именно: подпространства (X1, Λ1)⊂
⊂ (X, Λ) и (X1, L1)⊂ (X, L) могут иметь различные операции
замыкания, если, конечно, (X, Λ) не является пространством
Фреше−Урысона. Если же (X, Λ) — пространство Фреше−
Урысона, то могут отличаться операции замыкания в прямых
произведениях (X, Λ)ν и (X, L)ν , где ν > 2 — некоторая мощ-
ность. Это означает также, что топологическое пространство с
операцией предела последовательности (X, Λ), имеющее секвен-
циальную топологию τ , вообще говоря, нельзя отождествить с
пространством с топологией (X, τ).

Таким образом, пространства (X, Λ) и (X, L), независимо от
совпадения их операций замыкания или квазизамыкания, нуж-
но рассматривать как различные пространства. То, что понятие
направленности обобщает понятие последовательности, говорит
лишь о том, что операция предела последовательности является
сужением некоторой операции предела направленности. Одна-
ко сужение отображения не является частным случаем этого
отображения. Итак, теории пространств с операцией предела
последовательности и пространств с операцией предела направ-
ленности или фильтра не сравнимы с точки зрения общности,
и их нужно рассматривать как различные теории.

В отличие от пространства с операцией предела направлен-
ности (X, L), в пространстве с операцией предела последова-
тельности (X, Λ) вместо отображения L фиксируется его суже-
ние Λ и тем самым дается некоторая свобода отображению L.
Всякая операция предела направленности в X, сужение кото-
рой на XN есть данная операция предела последовательности
Λ, может быть использована для расширения классификаций
точек, множеств и функций в пространстве (X, Λ). Другими
словами, в теории пространств с операцией предела последо-
вательности для расширения классификаций точек, множеств
и функций может быть использовано произвольное семейство
фильтров окрестностей. Теорема Тихонова о компактности мно-
жества в прямом произведении и ее применения, а также заме-
чание 1.11 уже показывают важность такого расширения поня-
тий. Понятия, введенные при помощи произвольного семейства
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фильтров окрестностей, могут быть исследованы также в от-
дельной теории, которая есть теория пространств с операци-
ей предела направленности или фильтра. В указанном смысле
теория пространств с операцией предела направленности или
фильтра может быть включена в теорию пространств с опера-
цией предела последовательности.

Рассмотрим пример. Пусть lim и Lim — операции предела
последовательности и направленности соответственно, опреде-
ленные в R системой всех открытых промежутков. Пространст-
во (R, lim) и прямое произведение (X, λ) = (R, lim)R сравним с
(R, Lim) и (X, L) = (R, Lim)R. Ясно, что X есть множество всех
функций x : R→R. Операция предела последовательности λ вX
соответствует поточечной сходимости на R последовательности
функций. Секвенциальную топологию пространства (X, λ) обо-
значим через τ , а топологию всех открытых подмножеств про-
странства с операцией предела направленности (X, L) — через
τ∗. Пусть τ0 — секвенциальная топология пространства (R, lim),
которая является также топологией всех открытых подмножеств
пространства (R, Lim). В каждом из пространств (R, lim) и
(R, Lim) операции замыкания и квазизамыкания совпадают,
причем эти пространства имеют одну и ту же операцию замыка-
ния. В пространстве (X, λ) операция замыкания отличается от
операции квазизамыкания. Поскольку (X, L) — топологическое
пространство с операцией предела направленности, в нем опе-
рации замыкания и квазизамыкания совпадают. Уже ясно, что
пространства (X, λ) и (X, L) различны, хотя λ есть сужение
операции предела направленности L на множестве всех сходя-
щихся последовательностей функций и может быть определена
каждой из топологий τ и τ∗. Эти пространства имеют различ-
ные операции замыкания, т. е. τ 6= τ∗. Действительно, τ∗ = τR

0
и, значит, в (X, L) фундаментальной системой окрестностей
произвольного x∈X служит система V ∗

x множеств

v∗x = v∗x(n, ε; r1, r2, . . ., rn) =

= {y ∈X : |y(rk)−x(rk)|<ε, k= 1, 2, . . .,n},
где n∈N, ε> 0 и rk ∈R (k= 1, 2, . . .,n) — произвольные числа.
Рассмотрим подмножество M ⊂X тех функций, которые отлич-
ны от нуля лишь на конечном или счетном множестве (своем для
каждой функции). Множество M замкнуто в (X, λ), а в (X, L)
его замыкание есть X. Тем самым τ∗⊂ τ , τ∗ 6= τ и, значит, про-
странства (R, lim) и (R, Lim) нельзя отождествить.
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В этом разделе исследуется причина появления известных
парадоксов в интуитивной теории множеств и обсуждаются неко-
торые вопросы, связанные с формализацией теории множеств
(излагается содержание работы автора [72]).

В интуитивной теории множеств из каких-то объектов об-
разуются множества (совокупности объектов), которые прини-
маются за объекты. Затем из имеющихся объектов образуются
множества, которые, в свою очередь, принимаются за объек-
ты и т. д. Докажем, что процесс образования множеств являет-
ся незавершаемым, т. е. после образования какой угодно сово-
купности множеств можно образовать новое множество (ниже
мы приведем дополнительное пояснение относительно понятия
незавершаемого процесса).

Пустое множество обозначим символом Ø, а множество всех
подмножеств множества X — через 2X . Объединение и пере-
сечение совокупности множеств Y обозначим через ∪Y и ∩Y
соответственно (считается ∪Ø = Ø, а ∩Ø не определяется).

Теорема 1. Пусть X — множество. Тогда 2X /∈ 2X .
J Предположим 2X ∈ 2X . Тогда 2X ⊂X. Обозначим через S

множество тех элементов из 2X , каждый из которых не явля-
ется своим элементом. Так как S⊂ 2X ⊂X, то S ∈ 2X . В силу
этого, соотношения S ∈S и S /∈S могут выполняться лишь од-
новременно. Но это противоречие. Поэтому 2X /∈ 2X . I

Аналогично доказывается более общая
Теорема 2. Пусть Y — такая совокупность множеств,

что 2y ⊂Y для каждого y ∈Y . Тогда Y /∈Y .
Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Пусть Y — некоторая совокупность мно-

жеств, а X =∪Y . Тогда Y ⊂ 2X и, значит, 2X /∈Y .
Следствие 1 показывает, что процесс образования множеств

является незавершаемым, а выражение "все множества" — бес-
смысленным. Оно опровергает укоренившееся представление о
том, что процесс образования множеств является завершаемым
(т. е. все множества могут быть образованы), а появление в ин-
туитивной теории множеств известных парадоксов связано с са-
мим интуитивным понятием множества (по этому поводу см.
[15], с. 332–341; [34], с. 17–55; [39], с. 39–63; [40], с. 224; [55], с. 357;
[73], с. 348–350). На самом деле причина появления этих пара-
доксов заключается в неправильном представлении о характере
процесса образования множеств. При восприятии процесса об-
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разования множеств как незавершаемого процесса (с учетом
также доказанной ниже теоремы 5) интуитивная теория мно-
жеств становится свободной от парадоксов Рассела, Кантора и
Бурали–Форти (тем самым эти парадоксы перестают быть пре-
пятствием для построения теории множеств на интуитивной ос-
нове (см. [48], с. 14)).

Объект, который используется при образовании множеств и
интуитивно не воспринимается как множество, удобно формаль-
но считать множеством, таким, что оно само является един-
ственным своим элементом. Его будем называть атомом (пу-
стое множество также является формально введенным поняти-
ем). Итак, атом есть такое множество a, что a∈ a и b /∈ a при
b 6= a. Это понятие атома отличается от используемого в теории
множеств понятия с таким же названием (см. [32], с. 122). С вве-
дением понятия атома каждый элемент множества становится
множеством, а каждое множество Y становиться совокупностью
множеств и к нему применимы обозначения ∪Y и ∩Y . Подмно-
жествами атома a являются только a и Ø, причем ∪ a=∩ a= a.
Теорема 2 и следствие 1 верны также для совокупности Y , среди
элементов которой имеются атомы.

Для множества, состоящего только из элемента x, исполь-
зуется запись {x}, а множество, состоящее только из элементов
x и y, принято записывать в виде {x, y} и называть неупорядо-
ченной парой. При этом считается {x, x}= {x}. Очевидно, мно-
жество a является атомом тогда и только тогда, когда {a}= a.
Упорядоченной парой (x, y) называется множество (x, y) =
= {{x}, {x, y}}. Ясно, что (x, x) = {{x}}, а для атома a имеют
место равенства (a, y) = {a, {a, y}} и (a, a) = a. Если z= (x, y),
то x=∪∩ z=∩∩ z и y= (∩∪ z)∪ ((∪∪ z)\∪∩ z). Это определе-
ние упорядоченной пары было предложено Куратовским (см.
[48], с. 67). В [15] также под упорядоченной парой понимается
множество, но не уточняется какое именно, и требуется лишь,
чтобы из (x, y) = (u, v) следовало x=u и y= v.

Если множество x не является атомом, то будем считать x /∈ y
для каждого y ∈x и, значит, x /∈x. Это соглашение вполне соот-
ветствует интуитивному понятию множества. В силу принятого
соглашения отношение "∈ или =" рефлексивно и антисиммет-
рично. Отметим, что для построения теории множеств нали-
чие атомов необязательно (в качестве исходного объекта можно
взять только Ø).

Поскольку мы не исключаем наличие атомов, считаем нуж-
ным привести определения ординала (порядкового числа) и кар-
динала (кардинального числа) способом, предложенным фон-
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Нейманом (см. [37], с. 343–360; [44], с. 109–129; [48], с. 271).
Множество x называется транзитивным, если y⊂x для ка-

ждого y ∈x.
Очевидно, атом является транзитивным множеством.
Определение 1. Множество называется ординалом, если

оно транзи- тивно, не содержит атомов и вполне упорядочено
отношением "∈ или =".

Ординалами являются, например, множества Ø, {Ø},
{Ø, {Ø}}, а также их совокупность и т. д. Если x — ординал,
то x∪{x} — тоже ординал. Если x — ординал и y ∈x, то y —
тоже ординал и y⊂x. Если x и y — ординалы, то выполняется
одно и только одно из соотношений x= y, x∈ y, y ∈x. Если x
и y — ординалы и y⊂x, то выполняется одно и только одно из
соотношений x= y, y ∈x.

Для вполне упорядоченных множеств X и Y говорят, что X
изоморфно Y , если существует сохраняющее порядок взаимно
однозначное отображение множества X на Y (считается, что Ø
изоморфно себе).

Доказательства следующей теоремы и указанных выше
свойств ординалов можно найти в [44], с. 102–123.

Теорема 3. Каждое вполне упорядоченное множество изо-
морфно некоторому, притом единственному, ординалу.

Говорят, что множество X равномощно множеству Y , если
существует взаимно однозначное отображение множества X на
Y (считается, что Ø равномощно себе). Будем говорить, что
непустое множество X мощнее множества Y , если невозможно
взаимно однозначно отобразить X в Y (не исключается Y = Ø).

Определение 2. Кардинал есть ординал, который мощнее
каждого своего элемента ( Ø считается кардиналом).

В [15] кардинал определяется как привилегированный пред-
ставитель среди равномощных множеств без уточнения, какой
из них считать привилегированным (такое понятие кардинала и
рассмотренное в [15] понятие упорядоченной пары могут быть
содержательными только при наличии всех множеств).

С использованием теоремы 3 и теоремы Цермело о полном
упорядочении легко доказывается

Теорема 4. Каждое множество X равномощно некоторо-
му, притом единственному, кардиналу, называемому мощно-
стью множества X и обозначаемому через card(X).

Процесс образования кардиналов, а значит, и ординалов яв-
ляется незавершаемым. Это доказывается при помощи рассуж-
дений, приводящих к парадоксам Кантора и Бурали–Форти
(теорема 1 также была доказана при помощи рассуждений, при-
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водящих к парадоксу Рассела). А именно, справедлива
Теорема 5. Пусть Y— некоторая совокупность множеств,

а X =∪Y . Тогда card(y)∈ card(2X) для каждого y ∈Y и, зна-
чит, card(2X) /∈Y .

J По теореме Кантора, 2X мощнее X. Если y ∈Y , то y⊂X
и, следовательно, 2X мощнее y. Отсюда вытекают утверждения
теоремы. I

Легко доказывается также
Теорема 6. Пусть Y — некоторая совокупность ординалов,

а X =∪Y . Тогда X и X∪{X} являются ординалами, причем
Y ⊂X∪{X} и, значит, X∪{X} /∈Y .

Внесем теперь некоторое уточнение в понятие незавершае-
мого процесса. Процесс, описываемый при помощи шагов, на-
зывается бесконечным, если после совершения какого угодно
конечного количества шагов можно сделать еще один шаг. С
точки зрения каких-то количеств процесс считается незавер-
шаемым, если после совершения какого угодно находящегося
в рассмотрении количества шагов можно сделать еще один шаг,
иначе процесс считается завершаемым. Ясно, что понятие неза-
вершаемого процесса носит относительный характер и зависит
от количеств, с точки зрения которых рассматривается процесс.
Например, процесс построения натуральных чисел с точки зре-
ния конечных количеств (т. е. количеств, определяемых нату-
ральными числами) является незавершаемым и ему невозмож-
но приписать окончательный результат, являющийся натураль-
ным числом (не имеет смысла говорить о натуральном числе
всех натуральных чисел). Однако этот процесс определяет бес-
конечное (а именно, счетное) количество, с точки зрения ко-
торого процесс становится завершаемым и его окончательным
результатом является множество всех натуральных чисел. Воз-
можность завершения бесконечного процесса (т. е. существова-
ние бесконечного множества) мы должны принять, чтобы избе-
жать парадоксов, которые могут возникнуть в математическом
пространственно-временном представлении движения. К этому
вопросу относится пример древнегреческого философа Зенона о
преследовании Ахиллом черепахи. В начальный момент Ахилл
находится в точке A0, а черепаха — в точке A1. Когда Ахилл
доходит до точки A1, черепаха будет находиться в точке A2 пря-
мой A0A1 и т. д. Догнав черепаху, Ахилл совершает бесконечное
количество таких шагов. В этом примере мы имеем дело с за-
вершаемым бесконечным процессом, так как в результате беско-
нечного количества шагов Ахилл и черепаха будут находиться в
одной точке, а тогда невозможно сделать еще один шаг ука-
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занного типа. В связи с примером Зенона заметим, что мате-
матика дает средства для построения и исследования в мыш-
лении моделей реального мира. При этом не важно, есть ли в
природе бесконечные процессы, а важно, чтобы соответствовали
реальности окончательные результаты бесконечных процессов,
рассматриваемых в мышлении. Один и тот же объект может
быть представлен в мышлении по разному. Например, число
1 может быть воспринято и как результат конечного процес-
са, и как результат бесконечного процесса (1 = 0, 9 . . .). Сторона
и диагональ квадрата не соизмеримы и, значит, диагональ яв-
ляется по отношению к стороне результатом бесконечного про-
цесса (так определяется иррациональное число

√
2). Понятие

незавершаемого процесса нужно различать от понятия беско-
нечного процесса, так как их отождествление приводит в мыш-
лении к парадоксу Зенона. При этом не всякий бесконечный
процесс может быть принят в рамках интуитивного восприятия
как завершаемый процесс, ибо это приводит к парадоксу Рассе-
ла. Множество выражает также смысл количества (конечного
или бесконечного). Следствие 1 показывает, что с точки зре-
ния количеств, определяемых множествами, процесс образова-
ния множеств является незавершаемым и ему невозможно при-
писать окончательный результат, являющийся множеством (не
имеет смысла говорить о множестве всех множеств). Этот про-
цесс определяет количество, которое не укладывается в рамки
интуитивного восприятия, а с точки зрения такого количества
процесс образования множеств является завершаемым. При по-
мощи введения понятия класса как окончательного результата
процесса построения объектов процессу образования множеств
можно приписать окончательный результат, называемый клас-
сом всех множеств. Можно также считать, что понятие множе-
ства является обобщением понятия натурального числа, а по-
нятие класса — обобщением понятия множества. Удобно истол-
ковывать класс как объект, указывающий на некоторое свой-
ство. Например, под классом всех множеств можно понимать
объект, указывающий на свойство "быть множеством". Образ-
но говоря, класс всех множеств есть само понятие множества, а
понятие множества не является множеством, причем множество
есть класс, который представляется в рамках интуитивного вос-
приятия как окончательный результат завершаемого процесса и
выражает смысл собрания (коллекции). В связи с этим отметим,
что понятие натурального числа есть класс всех натуральных
чисел, который считается множеством. Уточним еще, что выра-
жение "имеются объекты"понимается в смысле "имеется мно-
жество объектов", а при использовании последнего выражения
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понимается также, что имеются все объекты, принадлежащие
этому множеству. Однако при использовании выражения "име-
ется класс объектов", вообще говоря, нельзя понимать, что име-
ются все объекты, принадлежащие этому классу. В частности,
говоря о классе всех множеств, нельзя считать, что имеются все
множества. В отличие от класса, для множества всегда считает-
ся возможным определить, принадлежит ли ему данный объект
и выполняется ли данное условие, относящееся к его элементам.
Иначе говоря, в множестве действует закон исключенного тре-
тьего с оговоркой, чтобы нарушение этого закона было воспри-
нято как требование дополнительного уточнения интуитивного
понятия множества. Можно сказать, что причиной появления в
интуитивной теории множеств известных парадоксов является
отождествление понятий множества (совокупности) и класса.

При обсуждении некоторых вопросов нам понадобится
Определение 3. Замкнутой совокупностью будем назы-

вать всякое множество K, удовлетворяющее следующим усло-
виям:

1) если x∈K, то x⊂K (т. е. K транзитивно);
2) если x∈K, то 2x ∈K;
3) если x∈K и y ∈K, то {x, y}∈K;
4) если x∈K, то ∪x∈K.
Замкнутой совокупностью считается также Ø. Пересечение

непустого множества замкнутых совокупностей есть замкнутая
совокупность.

Тeorema 7. Каждое множество S является подмноже-
ством некоторой замкнутой совокупности K.

J Последовательно строим множества S1, S2, . . . следую-
щим образом. Положим S1 =S. Если для натурального числа
n множество Sn построено, то в качестве Sn+1 возьмем мно-
жество всех z, удовлетворяющих хотя бы одному из условий:
z ∈Sn; z ∈x для некоторого x∈Sn; z= 2x для некоторого x∈Sn;
z= {x, y} для некоторых x∈Sn и y ∈Sn; z=∪x для некоторого
x∈Sn. Легко видеть, что требуемой замкнутой совокупностью

является множество K=
∞⋃
n=1

Sn. I

Следствие 2. Для каждого множества S существует наи-
меньшая замкнутая совокупность, для которой S является
подмножеством.

J Пусть K — некоторая замкнутая совокупность, такая, что
S⊂K. Рассмотрим подмножества K, каждое из которых явля-
ется замкнутой совокупностью и содержит S как подмножество.
Пересечение всех этих совокупностей является искомым. I
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Нетрудно убедиться, что построенная в доказательстве тео-
ремы 7 замкнутая совокупность K является наименьшей за-
мкнутой совокупностью, содержащей S как подмножество.

Следствие 3. Для каждого множества X существует наи-
меньшая замкнутая совокупность, содержащаяX как элемент.

J Наименьшая замкнутая совокупность K, для которой
{X}⊂K, является искомой. I

Легко проверить справедливость следующей теоремы.
Теорема 8. Если множество X транзитивно, то 2X так-

же транзитивно, а наименьшая замкнутая совокупность K,
содержащая X как элемент, определяется равенством K=

=
∞⋃
n=1

An, где A1 =X и An+1 = 2An для каждого натурального
числа n.

Теорема 9. Пусть K — замкнутая совокупность. Тогда
∪K=K, K /∈K (т. е. K не является атомом), card(K) /∈K и
card(x)∈ card(K) для каждого x∈K, а, значит, card(x)∈K при
card(K)⊂K.

J Пусть x∈K. Так как x⊂K, то ∪K⊂K. В силу 2x ∈K
и x∈ 2x получаем x∈∪K и, значит, K⊂∪K. Поэтому ∪K=K.
Очевидно, для K выполняется условие теоремы 2 и, следова-
тельно, K /∈K. Если предположить y= card(K)∈K, то в силу
2y ⊂K будем иметь card(2y)⊂ y, что приводит к противоречию,
так как, по теореме Кантора, y⊂ card(2y) и y 6= card(2y). Следо-
вательно, card(K) /∈K. Из 2x⊂K вытекает card(2x)⊂ card(K),
а, по теореме Кантора, card(x)∈ card(2x). Поэтому card(x)∈
∈ card(K). I

Пусть K1 — наименьшая непустая замкнутая совокупность
(т. е. указанная в теореме 8 совокупность K при X = Ø). Множе-
ство K1 счетно и каждый его элемент является конечным мно-
жеством, причем card(K1)⊂K1. Обозначим через K2 наимень-
шую замкнутую совокупность, для которой счетный кардинал
ω= card(K1) является элементом (т. е. указанную в теореме 8
совокупность K при X =ω). Ординалы и кардиналы, принад-
лежащие K2, конечны или счетны, а объединение этих ордина-
лов (или, что то же самое, множество этих ординалов) является
счетным ординалом, не принадлежащим K2. При этом 2ω ∈K2
и card(2ω) /∈K2. Обозначим через K′

2 наименьшую замкнутую
совокупность, такую, что card(K2)⊂K′

2. С учетом теорем 8, 9
и доказательства теоремы 7 нетрудно убедиться, что K2⊂K′

2,
card(K2) = card(K′

2) и card(x)∈K′
2 для каждого x∈K′

2.
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Нам понадобятся еще два понятия из теории множеств.
Множество U называется универсальным (см. [43], с. 18), ко-

гда оно удовлетворяет следующим условиям:
1) если x∈U , то x⊂U ;
2) если x∈U , то 2x ∈U ;
3) если x∈U и y ∈U , то {x, y}∈U ;
4) если I ∈U и zi ∈U (i∈ I), то

⋃
i∈I

zi ∈U .

Разница между определениями замкнутой совокупности и
универсального множества заключается в различии условий 4)
(в определении универсального множества условие 3) является
следствием остальных). Примером универсального множества,
элементы которого являются конечными множествами, может
служить замкнутая совокупность K1 (Ø можно считать уни-
версальным множеством). На вопрос о существовании универ-
сального множества, содержащего в качестве элемента беско-
нечное множество, мы склонны дать отрицательный ответ, счи-
тая, что в процессе образования замкнутых совокупностей не
может появиться замкнутая совокупность, содержащая в каче-
стве элемента бесконечное множество и удовлетворяющая усло-
виям определения универсального множества (этим условиям
удовлетворяет класс всех множеств). Этот ответ мы отнесем к
числу утверждений, которые уточняют суть интуитивного по-
нятия множества и принимаются без доказательства, как, на-
пример, утверждение о том, что отличное от атома множество
не является элементом своего элемента.

Кардинал C называется недостижимым (см. [44], с. 154),
если

1) card(2c)∈C для любого кардинала c∈C;
2) для любых кардиналов I ∈C и ci ∈C (i∈ I) множество

X={(i, x) :x∈ ci, i∈ I} удовлетворяет соотношению card(X)∈C.
Счетный кардинал недостижим (Ø можно считать недости-

жимым кардиналом). Примером несчетного кардинала, удовле-
творяющего условию 1), служит card(K2), а примером несчетно-
го кардинала, удовлетворяющего условию 2), — множество всех
конечных или счетных ординалов. На вопрос о существовании
недостижимого несчетного кардинала мы склонны снова дать
отрицательный ответ, считая, что в процессе образования кар-
диналов не может появиться несчетный кардинал, удовлетворя-
ющий условиям определения недостижимого кардинала, даже
если в условии 2) требование card(X)∈C заменить на

⋃
i∈I

ci ∈C

(этим условиям удовлетворяет класс всех кардиналов).
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В основу аксиоматического построения теории множеств за-
ложено восприятие процесса образования множеств как завер-
шаемого, а именно: считается, что все объекты теории, назы-
ваемые множествами, заданы и для них определено бинарное
отношение, называемое отношением принадлежности и обозна-
чаемое знаком ∈, относительно которого требуется выполнение
некоторых аксиом. Аксиомы позволяют образовывать множе-
ства с требованием, чтобы они были в числе заданных мно-
жеств. Противоречиво это требование или нет — зависит от
позволенных аксиомами возможностей образования множеств.
При отсутствии ограничений на образование множеств, как в
интуитивном случае, указанное требование противоречиво. А
если сильно ограничить возможности образования множеств, то
можно обеспечить непротиворечивость указанного требования,
однако это может привести к потере некоторых существенных
результатов интуитивной теории. Обсудим это на примере систе-
мы аксиом Цермело–Френкеля (см. [44], с. 87–102; [48], с. 53–66).

1. А к с и о м а о б ъ е м н о с т и (и л и э к с т е н с и о н а л ь н о-
с т и):

∀x∀ y (∀ z (z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y).
2. А к с и о м а с ущ е с т в о в а н и я п у с т о г о м н о ж е с т в а:

∃Ø∀ y (y /∈ Ø).
3. А к с и о м а н е у п о р я д о ч е н н о й п а р ы:

∀x∀ y ∃ z ∀ v (v ∈ z ↔ v = x ∨ v = y).

4. А к с и о м а о б ъ е д и н е н и я (и л и с у мм ы):

∀x∃ y ∀ z (z ∈ y ↔ ∃ t (t ∈ x & z ∈ t)).
5. А к с и о м а б е с к о н е ч н о с т и:

∃x (Ø ∈ x & ∀ y (y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x)).

6Φ. А к с и о м а з а м е н ы (и л и п о д с т а н о в к и) д л я в ы-
с к а з ы в а т е л ь н о й ф ун к ц и и Φ. Если для каждого x суще-
ствует единственное y, такое, что Φ(x, y) истинно, то для каж-
дого множества u существует множество v, состоящее из тех
элементов r, для каждого из которых Φ(s, r) истинно при неко-
тором s∈u:
∀x∃ ! y (Φ(x, y)) → ∀u ∃ v ∀ r (r ∈ v ↔ ∃ s (s ∈ u & Φ(s, r))).

7. А к с и о м а с т е п е н и:
∀x∃ y ∀ z (z ∈ y ↔ z ⊂ x).
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8. А к с и о м а в ыб о р а:
∀X (∀x ((x∈X→x 6= Ø) &∀ z (z ∈X & z 6=x→ z ∩x= Ø))→

→ ∃Y (Y ⊂ ∪X & ∀u (u ∈ X → ∃ ! y (y ∈ u∩Y )))).
9. А к с и о м а р е г у л я р н о с т и:

∀x (x 6= Ø → ∃ y (y ∈ x & ∀ z (z ∈ x → z /∈ y))).
Аксиома регулярности исключает наличие атомов.
Указанную систему аксиом обозначим через Σ, а систему без

аксиомы бесконечности — через Σ1. Замкнутая совокупность K1
является моделью для Σ1 и, значит, система аксиом Σ1 относи-
тельно непротиворечива. Обозначим через Σ2 систему аксиом,
получаемую из Σ заменой аксиомы 6Φ следующей аксиомой,
дающей более слабую возможность для образования множеств
(см. [44], с. 98; [48], с. 62).

6′Φ. А к с и о м а в ыд е л е н и я д л я в ы с к а з ы в а т е л ь н о й
ф ун к ц и и Φ. Для каждого множества x существует множество
y, состоящее из тех элементов z ∈x, для которых Φ(z) истинно:

∀x∃ y ∀ z (z ∈ y ↔ z ∈ x & Φ(z)).

Каждая из замкнутых совокупностей K2 и K′
2 является моде-

лью для Σ2 и, значит, система аксиом Σ2 относительно непроти-
воречива. Модель K2 показывает, что теоремы 3 и 4 не вытекают
из системы аксиом Σ2, а модель K′

2 показывает, что эти теоремы
не противоречат Σ2.

Вопрос, может ли интуитивное множество служить моделью
для Σ при интерпретации отношения принадлежности формаль-
ной теории как интуитивного отношения принадлежности, свя-
зан с вопросом o существовании недостижимого несчетного кар-
динала или универсального множества, содержащего в качестве
элемента бесконечное множество. В [44], с. 165–177 (см. также
[32]), утверждается, что класс всех конструктивных множеств
является моделью для Σ. Однако в связи с этим возникает во-
прос: являются ли вполне осмысленными понятие истинности
без наличия всех элементов модели и общее понятие отображе-
ния класса в класс (а именно, можно ли считать проверяемой в
такой модели выполнимость условия аксиомы 6Φ).

Заметим, что интуитивная теория множеств образует объ-
екты на основании заданного отношения, а аксиоматическая
теория вводит отношение между заданными объектами. Этим
также объясняется наличие различных аксиоматических теорий
множеств (см. [44], с. 140–145; [48], с. 64–66). Для формализации
интуитивной теории множеств, так чтобы аксиомы описали



514 Добавление

этап процесса образования множеств и класс всех интуитивных
множеств служил моделью для формальной теории, можно по-
ступить следующим образом: считать заданными лишь пустое
множество и, быть может, атомы, а также одно бесконечное
множество, и образовать новые множества по правилам, ука-
занным в системе аксиом, выбранной по образцу какой-либо из-
вестной системы аксиом с подходящими изменениями, исполь-
зуя при этом дополнительный квантор, указывающий на новое
множество. Говоря яснее, нужно использовать кванторы ∀, ∃
и ∃◦, выражающие следующий смысл: ∀ означает "для каждо-
го построенного объекта", ∃ — "среди построенных объектов
существует", а ∃◦ — "вводится в рассмотрение новый объект",
причем квантор ∃◦ удобно использовать в контексте ∃∨∃◦ =∃ ′.
Аксиомы 6Φ и 7 нужно записывать, соответственно, в виде

∀x∃ ! y (Φ(x, y)) → ∀u ∃ ′ v ∀ r (r ∈ v ↔ ∃ s (s ∈ u & Φ(s, r))),

∀x∃ ′ y ∀ z (z ∈ y ↔ z ⊂ x).

Выполнимость условия ∀x∃ ! y (Φ(x, y)) обновленной аксиомы
6Φ подлежит проверке лишь для тех множеств, которые образо-
ваны до рассматриваемого этапа процесса построения. Эти мно-
жества образуют множество, а условие, относящееся к элемен-
там множества, считается проверяемым. Однако в обновленной
аксиоме 7 для построенного множества x говорится о множестве
y, элементами которого являются лишь те подмножества z⊂x,
которые образованы до рассматриваемого этапа процесса по-
строения. Поэтому при такой формализации остается открытым
вопрос: получится ли множество всех подмножеств бесконечно-
го множества как вполне сформировавшийся объект, или оно бу-
дет находиться в процессе своего становления (т. е. речь может
идти только о классе всех подмножеств бесконечного множе-
ства). Изложенное ставит под сомнение возможность полноцен-
ной формализации интуитивной теории множеств (по мнению
автора, интуитивная теория множеств не поддается полноцен-
ной формализации).
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ПРЕДМЕТНЫЙ И ТЕРМИНОЛОГИЧЕСКИЙ
УКАЗАТЕЛЬ

Алгебраическое дополнение 28
алгебра с операцией предела 374

База топологии 20
база фильтра 20
базис Гамеля 26

Вектор 23
векторное пространство 23
— вещественное (комплексное) 23
вещественная производная 422
вещественная размерность 26
вещественный базис Гамеля 26
вещественный дифференциал 422
вещественный изоморфизм 27, 270
вещественное векторное простран-

ство, ассоциированное с 23
вещественное линейное простран-

ство, ассоциированное с 269
внешняя мера 250
— Лебега 113, 262
— порожденная мерой 261
внутренность 44

Граница
— верхняя (нижняя) 19
— точная верхняя 19
— точная нижняя 19
график отображения 111
группа с операцией предела 369

Диагональ 17
дифференциал 420, 422, 423
дифференцируемость 420, 422, 423
— по Гато (Фреше) 424
— по Себаштьяну э Сильва 419

Зависимость (независимость) век-
торов

— вещественно линейная 24
— линейная 24
замыкание 45, 490, 498
τ -замыкание 90

Измеримая функция
— простая 262
— ступенчатая 447
— числовая 112, 418
изоморфизм 27, 270, 371

инволюция 28
индекс 16
индексное множество 16
индуцированная
— система окрестностей 41
— система окружений 162
— топология 20
интеграл 448, 449, 451
— Бохнера 460
— Лебега 457

Квазивнутренность 44
квазизамыкание 45, 490, 498
квазипополнение 345
класс
— смежности 28
— эквивалентности 18
кольцо с операцией предела 372
комбинация векторов
— вещественно линейная 24
— выпуклая 24
— линейная 24
композиция (◦)
— отношений 17, 18
— отображений 22, 246, 456
коэффициенты комбинации 24

Лемма Цорна 19
линейное пространство 265
— вещественное (комплексное) 269

Мера 261
— Лебега 112
метод трансфинитной индукции 19
метрика 196
множество
— вещественно уравновешенное 25
— выпуклое 25
— R-вполне ограниченное 206
— V -вполне ограниченное 205, 297
— Λ-вполне ограниченное 298
— ρ-вполне ограниченное 198
— вполне упорядоченное 19
— всюду плотное 59
— второй категории 59
— замкнутое 44, 490, 498
— τ -замкнутое 90
— измеримое 261
— квазикомпактное 89
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— τ -квазикомпактное 93
— компактное 96
— τ -компактное 91
— мультипликативно ограниченное

373
— направленное 22
— нигде не плотное 59
— ограниченное по норме 309
— B-ограниченное 209, 210
— F-ограниченное 209
— V -ограниченное 205, 292
— Λ-ограниченное 294
— ρ-ограниченное 198
— окрестностно компактное 84
— окрестностно относительно ком-

пактное 84
— окрестностно счетно компактное

84
— открытое 43, 490, 498
— τ -открытое 90
— относительно компактное 96
— τ -относительно компактное 91
— относительно счетно компактное

96
— τ -относительно счетно компакт-

ное 91
— первой категории 59
— плотное 59
— поглощающее 25
— поглощающее по композиции 18
— поглощающее по сложению 25
— R-предкомпактное 165
— Λ-предкомпактное 292
— ρ-предкомпактное 198
— V -радиально ограниченное 293
— радиально уравновешенное 25
— секвенциально всюду плотное 59
— секвенциально второй категории

59
— секвенциально квазикомпактное

56
— секвенциально компактное 56
— секвенциально нигде не плотное

59
— секвенциально относительно ком-

пактное 56
— секвенциально первой категории

59
— секвенциально плотное 59
— секвенциально полное 297
— совершенно упорядоченное 19
— τ -счетно квазикомпактное 93
— счетно компактное 96
— τ -счетно компактное 91

— уравновешенное 25
— V -функционально ограниченное

293
— частично предупорядоченное 19
— частично упорядоченное 19
множество отображений (функций)
— (µ, V )-измеримое 262
— равномерно ограниченное 379
— (B, eB)-равномерно ограниченное

243
— равномерно ограниченное на 379
— eB-равномерно ограниченное на 243
— равностепенно секвенциально не-

прерывное 219, 377
— равностепенно секвенциально ра-

вномерно непрерывное 219, 377
— существенно равномерно ограни-

ченное 417
мультииндекс 485

Направленность 22
— Коши 497
— стационарная 23
— сходящаяся 87, 489
— τ -сходящаяся 91
неравенство
— Гельдера 481
— Минковского 481
норма 309
носитель
— пространства 29
— функции 485

Оболочка
— вещественно линейная 25
— выпуклая 25
— линейная 25
ограничение операции предела 41
ограничение отношения секвенциа-

льной равномерности 162
окрестность
— множества 30
— открытая 43, 90
— точки 29, 30
окружение 129
— открытое 150
— симметричное 18
операция однозначного предела 29
операция предела
— алгебраическая 374
— вещественно линейная 269
— групповая 369
— кольцевая 372
— линейная 265
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— направленности 489
— последовательности 29
— равномерная 153
— сильнее (слабее) 78
— топологическая 69, 491, 499
— фильтра 497
— Фреше−Урысона 74
операция псевдопредела 83
— групповая 416
— линейная 334
— равномерная 156
отношение 18
— антисимметричное 18
— бинарное 18
— квазиравномерности 490
— равномерности 496
— рефлексивное 18
— секвенциальной квазиравномер-

ности 129
— секвенциальной псевдоравномер-

ности 156
— секвенциальной равномерности

144
— сильнее (слабее) 16, 132
— симметричное 18
— транзитивное 18
— частичного предупорядочения 18
— частичного упорядочения 18
— эквивалентности 18
отношение секвенциальной равно-

мерности, ассоциированное с
— группой с операцией предела 369
— линейным пространством 265, 266
— метрикой 198
— полуметрикой 202
отображение (см. функция) 16
— аддитивное 27
— биективное 16
— вещественно линейное 27
— вещественно однородное 27
— линейное 27
— изометрическое 197
— однородное 27
— открытое 107
— положительно однородное 27

Поднаправленность 22
подпоследовательность 15
подпространство
— векторное 25
— вещественное векторное 25
— вещественно линейное 269
— линейное 269
— пространства с операцией преде-

ла направленности 493

— пространства с операцией преде-
ла последовательности 40

— пространства с секвенциальной
равномерностью 162

подсемейство 16
покрытие 15
— окрестностное 84
— открытое 84
полная решетка 19
полная система
— окрестностей точки 30
— окружений 129
— открытых окрестностей точки 43
— открытых окружений 150
полуметрика 202
полунорма 310
полурасстояние 202
пополнение 180, 198, 345, 372
порядковое число 19
последовательность 15
— ограниченная 211, 295
— стационарная 15
— сходящаяся 29
— фундаментальная 164, 197, 291,

371, 374, 375
почти весь лежать 15, 22
предбаза
— топологии 20
— фильтра 21
предел
— направленности 87, 489
— по внешней мере 250
— последовательности 29
— поточечный 211
— почти всюду 250
— равномерный 212
— σ-равномерный 212
— равномерный по внешней мере 258
— равномерный почти всюду 257
— фильтра 114, 497
τ -предел
— направленности 91
— фильтра 114
предел функции 100
— по фильтру 114
— секвенциальный 97
— усиленный 102
(τ, eτ)-предел функции 98
eτ -предел функции по фильтру 114
проектирующее отображение 17
— аннулирующееся на 28
произведение
— декартово 17
— квазискалярное 433
— направленное 492
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— прямое 20, 42, 163, 493
— семейства фильтров 21
— скалярное 433
— тихоновское 20
производная 420, 422, 423
пространство
— банахово 309
— борнологическое (бочечное, инф-

рабочечное, ультрабочечное) 384,
402

— вполне регулярное 115
— гильбертово 433
— квазиполное 297, 374
— локально выпуклое 279
— локально секвенциально компакт-

ное 58
— метрическое (метризуемое) 196
— нормальное (регулярное) 115
— нормированное 309
— нормируемое 309
— отделимое (хаусдорфово) 58
— полное 165, 197, 297, 371, 497, 500
— полуметрическое (полуметризуе-

мое) 202
— полунормированное 310
— полунормируемое 310
— рефлексивное 444
— связное 115
— секвенциально компактное 56
— секвенциально полное 297
— секвенциально равномерное 153
— секвенциально сепарабельное 59
— сепарабельное 59
— с метрикой 196
— с операцией предела направленно-

сти 489
— с операцией предела последовате-

льности 29
— с операцией предела фильтра 498
— сопряженное 413, 444
— со скалярным произведением 433
— с полуметрикой 202
— с равномерностью 496, 500
— с секвенциальной равномерностью

144
— с топологией 20, 90
— топологическое 20, 69, 90, 491, 498
— Фреше−Урысона 74
прямая сумма
— алгебраическая 28
— линейных подпространств 311
псевдопредел 83
— почти всюду 251
— равномерный почти всюду 258

Разбиение 16
размерность 26
равномерная операция псевдопре-

дела 156
расстояние 196

Секвенциальное продолжение 61
семейство 16
система объектов 15
система отображений, разделяющая

элементы 16
система подмножеств сильнее (сла-

бее) 16
сравнимые элементы 19
стремиться к бесконечности 15
структура
— квазиравномерности 494, 499
— равномерности 496, 500
— секвенциальной квазиравномер-

ности 129
— секвенциальной равномерности

143
— сходимости 30, 31
сходимость
— ослабленная (слабая) 414
— по внешней мере 250
— по мере 262
— поточечная 211
— почти всюду 250
— равномерная 212, 376
— σ-равномерная 212
— равномерная по внешней мере 258
— равномерная по мере 262
— равномерная почти всюду 257

Теорема
— Арцела 231, 241
— Асколи 231
— Банаха−Алаоглу 410, 446
— Банаха−Штейнгауза 395
— Бэра 60, 198, 394
— Егорова 257
— Крейна−Мильмана 446
— Лагранжа 426
— Лебега 113, 256, 458
— Монтеля 484
— об открытом отображении 399
— о конечных приращениях 425
— Рисса 112, 113, 253
— Тихонова 117, 502
— Хана−Банаха 404, 409, 412, 438
— Хаусдорфа 198
— Шура 411, 414
— Эберлейна−Шмульяна 414
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топология 19
— векторная 278
— локально выпуклая 402, 410
— Зарисского 79
— определенная семейством фильт-

ров 21
— ослабленная (слабая) 414
— секвенциальная 61, 62
— сильнее (слабее) 16
— тихоновская 20
— хаусдорфова 20
точка 29
— внутренная 44, 90
— квазивнутренная 44
— крайняя 26, 445, 446
— накопления 44, 90, 490, 498
— предельная 44, 490, 498

Ультрафильтр 21
уравновешение 25
— вещественное 25
— радиальное 25
условия Коши−Римана 423

Фактор-
— группа 370
— отображение 28
— пространство 28, 178, 179, 267, 342
фильтр 20
— ассоциированный с направленно-

стью 22
— Коши 500
— порожденный системой подмно-

жеств 21
— сильнее (слабее) 16
— сходящийся 114, 497
— τ -сходящийся 114
фундаментальная система
— окрестностей точки 30
— окружений 147
— открытых окрестностей точки 43
— открытых окружений 150
функционал (см. отображение) 16
— Минковского 27
— секвенциально полунепрерывный

снизу (сверху) 107
функция (отображение) 16
— выпуклая 429
— Дирихле 474
— дифференцируемая 420, 422, 423
— интегрируемая 447, 449, 451
— непрерывная 100
— (τ, eτ)-непрерывная 99
— ограниченная 379

— (B, eB)-ограниченная 243
— ограниченная на 379
— eB-ограниченная на 243
— простая 262
— (R, eR)-равномерно непрерывная

170
— (W, fW )-равномерно непрерывная

170
— секвенциально непрерывная 97
— (R, eR)-секвенциально равномерно

непрерывная 168
— (Λ, eΛ)-секвенциально равномерно

непрерывная 270
— ступенчатая 447
— существенно ограниченная 417
— усиленно непрерывная 102
— (R, eR)-усиленно равномерно не-

прерывная 171
— числовая 16

Центрированная система подмно-
жеств 21

Шар (открытый, замкнутый) 198

Элемент
— максимальный 19
— минимальный 19
— наибольший 19
— наименьший 19
— непосредственно предшествующий

19
— непосредственно следующий за 19
— предшествующий 19
— следующий за 19
R-эквивалентные последовательнос-

ти 209

Являться частым 15, 22
ядро
— алгебраической операции предела

374
— групповой операции предела 370
— кольцевой операции предела 373
— линейного (вещественно линейно-

го) отображения 27
— линейной (вещественно линейной)

операции предела 271
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